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1. El inicio

Cierto dia, en la clase de calculo, una pregunta llamé nuestra atencién.
Nos encontrabamos inmersos en las propiedades y las aplicaciones de
la integral, y ahi, de repente, fresca y misteriosa, salté ante nosotros.

Imagine, estimado lector, una funcién continua f : [0,00) — R tal
que para todo t € [0,00), f(t) > 0. Considere ademds un par de valores
a,b > 0, a < b. En la zona limitada por el intervalo cerrado [a,b] C
[0, 00) aparecen, casi de manera natural, dos conjuntos y, con ellos, dos
nimeros. Por un lado esta el pedazo de grafica de f correspondiente
a los puntos t € [a, b], que llamaremos la curva Gy, v el valor de su
longitud, que denotaremos con Long(Gla ). Por otro lado esté la region
bajo la curva, es decir, el conjunto

R[a,b}:{(tvy):a§t§b7 Ogygf(t)}’

y el valor de su area, que denotaremos con A/rea(R[mb]), ver figura .

Yy

Figura 1.
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La region Rj,y estd limitada por tres segmentos de recta y por la
curva G, Una vez que los valores a y b son dados, la regién queda
determinada, en esencia, por la forma de G,p). Esta imagen fue la que
nos llevé a preguntarnos si existia alguna relacion entre el valor del area
de R, y la longitud de Giay).

Una primera inquietud fue surgiendo: ;Considerando sélo funciones
constantes, f : [0,00) = R, f = ¢, cudles son todas aquéllas donde se
cumple la igualdad

Area(R[a,b}) = Long<G[a7b])7 (1)

para todo intervalo [a, b] contenido en [0, 00)?

La respuesta es inmediata. Supongamos que f es una funciéon cons-
tante. Sea ¢ > 0 tal que f = c¢. Es decir, para toda t € [0,00), f(t) = c.
En este caso R,y es el rectangulo [a, b] x [0, c], y Area(R[a,b]) es (b—a)-c.
La curva Giay es el segmento de recta que une los puntos (a,c) y (b, ¢).
Por lo tanto, Long(G.5) = b — a. Una funcién constante cumple la
condicion siy sélosic=1.

La igualdad descrita en (1)) nos parecié una sencilla e interesante for-
ma de relacionar areas y longitudes, y decidimos mantenerla en nuestras
pesquisas.

La pregunta central tomé forma:

(%) (Cuéles son todas las funciones f : [0,00) — R que cumplen
la siguiente condicién: para todo intervalo [a,b] C [0,00) se tiene la
igualdad

Area(R[a,b}) = LOIlg(G[aJ,]) ?

Ya tenemos una solucién. La funcién constante f =1 cumple (x).

Habra mas soluciones? Resulté que si, si hay més soluciones. To-
do un mundo de nuevas soluciones, cada una de ellas no constante.
Dedicamos la siguiente seccion a relatar el proceso que nos llevé a su
encuentro.

2. Hacia las ecuaciones diferenciales

Los pasos del 1 al 6, que a continuacion describimos, nos ayudan a

encontrar las nuevas soluciones de la pregunta (x). Cada uno de estos

pequenos avances nos acercan poco a poco a las ecuaciones diferenciales.
Paso 1. Las condiciones y (3) son equivalentes.

Area(R[o,z]) = Long(Gpoy), paratoda x>0, (2)

Area(R[&b]) = Long(G[.)), para todo [a,b] C [0,00). (3)
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La demostracién se sigue directamente del hecho de que en cada
intervalo [a, b] C [0, 00), se tiene que

Area(Rjy) = Area(Ryoy) — Area(Rypq), v

Long(G[a,b]) = Long(G[OJ,]) — Long(G[Oﬂ}).

Paso 2. Decimos que f : [0,00) — R es de clase C' en [0,00) si f es
derivable en todo punto de su dominio y la derivada, f’: [0,00) — R,
es continua en [0,00). Si f es de clase C! en [0, 00), entonces la curva
G0, se puede parametrizar,

at) = (¢, f(1), tel0z],

y su longitud se puede calcular con una integral [T, p. 655],
Long(G) = [ lo'®lldt = [T+ (FPdr
0 0

Como el Area(R[O,x]) es igual a la integral [ f(t)dt, entonces la solu-
cién a la pregunta (x) se traduce, en el dmbito de las funciones de clase
C!, en encontrar todas las funciones f : [0,00) — R tales que

/Ox f(t)dt = /096 V14 (f'(t))%dt, para toda x > 0. (4)

De aqui en adelante supondremos que las funciones que estamos bus-
cando son de clase C! en el dominio [0, 00).

Paso 3. Como las funciones f(t) y g(t) = /1 + (f'(t))? son conti-

nuas en el intervalo [0,00), entonces podemos derivar, con respecto a
la variable x, ambos lados de la igualdad . Asi, nuestra meta se ha
convertido en resolver la siguiente ecuacion,

fl@) =1+ (f'(x)? x=0. (5)
Obsérvese que de () se concluye inmediatamente que toda solucién

de (x), f, cumple las siguientes dos condiciones:

e Para todo x > 0, f(z) debe ser mayor o igual a 1.
e f(x) =1siysdlosi f/(x) =0. Es decir, los puntos criticos de f
solo pueden ocurrir cuando la grafica de f pasa por la altura 1.

Paso 4. Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad en (9)), y
acomodando algunos términos, obtenemos

(f'(@)? = (f(2))* =1, >0, f0)=c>1L

Al aplicar la raiz cuadrada obtenemos dos ecuaciones diferenciales,
fl@)=vV(f@)?-1, z>0, f(0)=c=>1, (6)
fll@)==v(f(@)* -1, >0, f0)=c=>1 (7)
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Continuaremos nuestro estudio siguiendo el camino que propone la
ecuacion @ Sin embargo, para no dejar de lado algunas posibles so-
luciones, mas adelante recuperaremos la informacién contenida en la
ecuacion ([7)).

Obsérvese que la funcién constante f = 1 es solucion de @ y de ([7)).

Para encontrar otra solucion de @ podemos suponer que existe un
valor x > 0 tal que f(z) > 1. De hecho, por la continuidad de f,
podemos considerar que esta situacién se presenta en un subintervalo
abierto (a, 8) C [0, 00). Entonces,

I i C)

(f(z))? =1

Ahora integramos, con respecto a x, ambos lados de la igualdad an-
terior. En la primera integral hacemos un cambio de variable. Sean

u= f(x),y du= f'(x)dz. De
() / du (8)
V() -1 V2 =1
Para resolver la integral a la que llegamos en hay varios caminos.
El que nosotros escogimos no es el mas corto, sin embargo nos gusta
porque al seguirlo, la funcién que hemos estado persiguiendo a lo largo
de ya varios parrafos, aparece ante nosotros de una manera, digamos,
un poco mas natural.
En la tabla de integrales definidas de [3, p. 419], se encuentra la
siguiente igualdad:

=1, wze€ (aaﬁ)'

dx, obtenemos

du
_ V2 —
/m_log|u+ u? —1|.
Asi,
log |f(x)++/(f(2))?—1| =2+ k, k constante.

Por lo tanto,
(@) + V(f(2))? = 1] = ™t (9)

Como para toda x > 0, f(x)++/(f(z))? —1 > 1, entonces podemos
quitar los signos de valor absoluto en la igualdad @
Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad

(f(@))? =1 =" = f(a),
y restando (f(z))? de ambos lados, obtenemos
e (0))
Finalmente,

f( ) B 62$+2k} + 1 B e$+k +e—$—k
r)= Qert+k 2

= cosh(z + k).
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cosh(z+1) \

Figura 2.

Por lo tanto, las soluciones a la ecuacion @ son cosenos hiperbélicos,
f(x) = cosh(z+k), ver figura[2] El valor de la constante k se determina
a partir de la condicién inicial f(0) = c. El lector puede confirmar
directamente que, en efecto, estas funciones son soluciones al problema

Por ejemplo, si f(0) = 1, entonces 1 = cosh(k), y k estd obligado a ser
0. La solucién de la ecuacién (6]) que cumple f(0) = 1es f(z) = cosh(z).

Vale la pena llamar la atencién del lector al hecho de que la funcién
constante f = 1 tambien es solucién de @ con la misma condicién
inicial, f(0) = 1. Resulta que en este caso, utilizando la notacién y =
f(x), el problema a resolver se ve ast:

y =V —1=F(z,y), y(0)=1

Como OF/0y = y/+/y? — 1, esta derivada parcial no estd definida
en una vecindad que contenga al punto (0, 1). Estamos, pues, ante una
ecuaciéon diferencial donde no se cumplen las condiciones del teorema
de existencia y unicidad de soluciones (ver [2 pp. 76 y 77]).

Por otro lado, si f(0) = ¢, con ¢ > 1, entonces la ecuacién @ st
tiene una unica solucién en un intervalo abierto, contenido en el eje
de la variable z, que contiene al 0. Aqui las funciones F'y 0F/dy =
y/+/y? — 1 son continuas en una vecindad del punto (0, ¢).

Como f(z) = cosh(x + k), entonces, en este caso, ¢ = cosh(k). Co-
mo ¢ > 1, entonces hay dos posibles valores de &, uno positivo y uno
negativo. Si uno observa con cuidado lo que dice @ para el caso que
estamos tratando,

@)=+ (f(@)=1, =0, f(0)=c>1,

notard que la derivada f’(z) estd obligada a ser positiva en una vecindad
del 0. Como f'(x) = senh(z + k) y f'(0) = senh(k), entonces k es un
nimero positivo.

Paso 5. La ecuacion diferencial @,

f'@) ==V (f(@)? =1, =20, f0)=c=1,
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Figura 3.

se resuelve de manera similar. Es cierto que ahora tenemos un signo
negativo al que hay tratar con cuidado, pero al final llegamos a la
misma familia de soluciones, f(z) = cosh(x + k). Invitamos al lector a
aportar los detalles necesarios.

Obsérvese que si f(0) = ¢ > 1,y f cumple (7)), entonces f'(0) < 0.
Por lo tanto, en las soluciones de (7)) que cumplen f(0) = ¢ > 1, el
valor de k£ debe ser negativo.

Asi, si f(0) = ¢ > 1, existen dos soluciones al problema (x). Una
de ellas parte del 0 con derivada positiva, la otra lo hace con derivada
negativa. Ambas se expresan en la forma f(z) = cosh(z + k), para un
valor adecuado de k, ver figura [3|

En resumen, todas las funciones f : [0,00) — R, de clase C' en
[0,00), tales que para todo intervalo [a,b] C [0,00) el &rea bajo la
grafica de f es igual a la longitud del pedazo de grafica de f, en [a, ],
son so6lo de dos posibles formas:

e f esla constante 1, f = 1.
e f(t) = cosh(t + k), k constante.

Paso 6. El hecho de que las ecuaciones diferenciales @ y tengan,
cada una de ellas, dos posibles soluciones cuando la condicién inicial
es de la forma f(tg) = 1, abre la posibilidad de que funciones, de clase
C! en [0,00), cuya regla de correspondencia se describe por partes,
también cumplan las condiciones de (x). Asi, agregando los siguientes
tres tipos de funciones obtenemos, finalmente, a la familia completa de
soluciones de (). Sean 0 < o < (. La regla de correspondencia de f se
puede expresar asi:

e Tipo 1. f(t) = cosh(t —a), sit < «; f(t) =1, si a <t.
e Tipo 2. f(t) = 1,sit < B; f(t) = cosh(t — ), si B <.
e Tipo 3. f(t) = cosh(t — ), sit < a, f(t) = 1,sit € [, f],

f(t) = cosh(t — B), si B < t. Ver figura [4]

Antes de irnos a la seccién final de este trabajo, y con ello abandonar
la pregunta (*), nos gustaria resaltar el hecho de que dos funciones tan
disimbolas, tan alejadas entre si, como son la constante f = 1 y el
coseno hiperbdlico f(t) = cosh(t), comparten las cualidades de ser de
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Figura 4.

clase C! en [0,00), y de ser soluciones de (x) con la misma condicién
inicial, f(0) = 1. Para nosotros fue, en verdad, una sorpresa.

El camino hacia la pregunta () lo iniciamos a sugerencia de dos
ejercicios que aparecen en el capitulo 14, pagina 655, de [1].

A

/ ’i_’)[fi ]

?

“h

[

Figura 5.

3. Curvas en coordenadas polares

En el mundo de las curvas descritas en coordenadas polares,
a(t) = (r(t) cos(t), r(t)sen(t)), r(t) >0, tel0,2n],

se puede plantear un problema similar al expresado en (x) (ver figura

5).

Cuando el angulo, representado por la letra t, va de t; a to, t1 < to,
el vector que va del origen 0 = (0,0) al punto (r(t) cos(t), r(t) cos(t))
barre la region

Dy, 1) = {(z,y) = u(cos(t),sen(t)) : t; <t <ty, 0 <u < r(t)}.
Al mismo tiempo, la curva « recorre el arco
C’[tl’tQ] = {a(t) . tl S t S tQ}
Si la funcién r(t) es de clase C' en su domino ([, p. 134]), entonces

1

to
Area(D[tl,tQ]) = 5/ (r(t))%lt,
t1
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LOHg(C[tth]) = /t 2 \/(r’(t))2 + (T(t))th.

La pregunta salta de inmediato.

(xx) ;Cuéles son todas las funciones r(t) tales que para todo par
t1 < t9 se tiene que

3 = [ VTP G

t1

La solucién de (x*) es equivalente a encontrar todas las funciones
r(t) tales que

! [Cras= [ VERTCEs, e 0.0

Derivando con respecto a la variable ¢, ambas integrales, nuestra tarea
se traduce, finalmente, en resolver la ecuacién diferencial

%(7“(15))2 = V()2 + (r(t)2, 1(0)=c¢, c>0. (10)

Una vez planteado el problema, hacemos algunas observaciones.

Observacién 3.1. La funcién constante 0, r = 0, es solucién de ((10]).
La curva « es un solo punto. Digamos que ésta es la solucion trivial, la
menos interesante.

Observacién 3.2. Sea R > 0 un valor fijo. Si para todo t € [0, 2],
r(t) = R, entonces la curva «(t) describe un circulo de radio R. Esta
curva es solucién de si y solo si

1
§R2 =V0+R2=|R| =R, esdecir, R?>=2R.

Las soluciones son R = 0, ya considerada antes, y R = 2. El lector
puede comprobar que, ciertamente, en un circulo de radio 2 se tiene
que el Area(D[tth]) es igual a la Long(CY, +,)), para todo par de dngulos
0 <t <ty <2m.

Observacién 3.3. Elevando al cuadrado los términos presentes en la
ecuacion , y avanzando un poco en el despeje de la funcién r/(t),
obtenemos

Es decir,

ooy = o (M 1) (1)
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Como (r'(t))* > 0, entonces (% — 1> > 0. De aqui se sigue que
(r(t))? > 4, |r(t)| > 2. Como r(t) > 0, entonces para todo t € [0, 27]
se tiene que r(t) > 2. Es decir, las curvas «(t), soluciones de ,
tienen recorridos, trazas, que nunca ingresan al interior del disco de
radio 2, D = {(x,y) : ||(z,y)|| < 2}. Digamos que la distancia minima
de acercamiento al origen es 2.

Observaciéon 3.4. Aplicando raiz cuadrada a los términos de ,

obtenemos
o=y ("2) 1

Esto nos lleva a dos ecuaciones diferenciales,

r'(t) =r(t) (@) —1, r(0)>2, (12)

r'(t) = —r(t) (?) -1, r(0)>2. (13)

Seguiremos el camino que propone la ecuacion . El lector puede
confirmar que esta eleccion no afecta, en esencia, los argumentos que
damos de aqui en adelante.

Si para algin valor de la variable ¢ se tiene que r(t) > 2, entonces la
expresion dentro la raiz cuadrada es positiva.

2
Dividiendo ambos lados de entre r(t) <@> — 1, obtenemos

2

r®) ~ 1. (14)
r(t) (@)2 -1

Y ahora integramos. En la integral del lado izquierdo de hacemos
un cambio de variable. Sean u = @ y du = r—gf)dt. De la integral

/- ﬁ

Como [ \/—_1 = arcsec(u), entonces

t
arcsec (%) =t+k, r(t)=2sec(t+k), Kk constante.

dt, obtenemos

/W%. (15)

~—
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Figura 6.

La condicién inicial r(0) = 2, nos lleva a las siguientes igualdades:
2
cos(k)’

Asi, en este caso, r(t) = 2sec(t) =

2 =2sec(k) = cos(k) =1, k=0.

cos(t)
Por lo tanto,

2
at) = ——(cos(t),sen(t)) = (2,2tan(t)).
(1) = ooy (eon(t) sen(t)) = (2, 2tan(1)
El lector perspicaz notara de inmediato que «(t) = (2,2tan(t)), para
t € (—%,5), es la parametrizacion de una recta vertical que, cuando
t = 0, pasa por el punto (2,0). Esta recta es tangente al circulo de radio
2, con centro en el origen, precisamente en ese punto.

Observacion 3.5. Denotemos con la letra C' el circulo de radio 2 con
centro en el origen. Este conjunto es invariante bajo toda rotacion. El
hecho de que las rectas tangentes a C' se transforman, bajo rotaciones,
en rectas tangentes a ('; y la afortunada noticia de que las longitudes de
curvas y las areas de regiones contenidas en el plano se preservan bajo
las rotaciones, nos dice que la solucién al problema (x%) que acabamos
de encontrar se puede extender de la siguiente manera:

Para toda recta L, tangente a C, y para todo sector determinado
por los angulos t; < t, se tiene que el valor del area del triangulo
delimitado en ese sector por L y el valor de la longitud del lado opuesto
al origen son iguales (ver figura @

Claro que se podria haber llegado a este resultado de manera casi
directa. Finalmente el area del tridngulo con vértices a, b y el origen
0 (figura[f]) es el producto de la longitud de la base, ||b — al|, por la
altura (que en este caso vale 2) dividida entre 2.

Tal vez la ventaja de haber seguido el camino de las ecuaciones di-
ferenciales, es que ahora estamos seguros de que la curva solucién «(t)
estd obligada, cuando r(t) > 2, a ser la parametrizacién de una recta
tangente a C'.

Observacion 3.6. Si aceptamos a curvas cerradas

a(t) = (r(t) cos(t), r(t)sen(t)), r(t) >0, r(0)=r(2nr),
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Figura 7.

tales que la funcién r(t) es continua, y es de clase C! por partes, enton-
ces aparecen ante nosotros figuras geométricas muy interesante como
soluciones a nuestro problema (ver figura [7)).

En particular, todo poligono de n lados, n > 3, tal que cada uno de
sus lados es tangente al circulo C' cumple la condicion

A/rea(D[thm]) = Long(Cl, 1), para toda pareja t; < ts.

Todos estos poligonos son convexos y circunscriben al circulo C'.
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