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Resumen

En este trabajo se estudian por medio de sus idempotentes
dos anillos de funciones continuas: C

(

R[0,1]
)

y C
(

RQ
)

. Desde
este punto de vista ambos anillos son opuestos: el primero sólo
con dos idempotentes, 0 y 1; el segundo con tantos idempoten-
tes como números reales. En el segundo caso se da un puente
entre un aspecto algebraico y otro topológico, al establecer una
correspondencia entre los idempotentes del anillo y los abiertos
cerrados de Q con la topoloǵıa relativa de R.

1. Preliminares

1.1 Ideales.

En el presente trabajo se denotará por R a un anillo cualquiera,
que debe entenderse como anillo asociativo con identidad, no necesa-
riamente conmutativo.

Un ideal izquierdo de R es un subgrupo aditivo I de R tal que
∀ a ∈ I, Ra ⊆ I.

Un ideal derecho de R es un subgrupo aditivo I de R tal que ∀ a ∈
I, aR ⊆ I.

Un ideal (bilateral) de R es un ideal izquierdo y derecho de R.
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Dada una familia {Iα}α∈I de ideales (izquierdos, derechos o bilate-
rales) de R se define la suma como:

∑

α∈A

Iα = {a1 + · · · + an | ai ∈ Iαi
, αi ∈ A, (i = 1, . . . , n) , n ∈ N}

Dada una familia {Iα}α∈I de ideales (izquierdos, derechos o bila-
terales) de R resulta que la suma

∑

α∈A

Iα y la intersección
⋂

α∈A

Iα son

ideales (izquierdos, derechos o bilaterales).

1.2 Sumas directas de ideales.

Una familia {Iα}α∈I de ideales (izquierdos, derechos o bilaterales) de

R es independiente si para cada α ∈ I se tiene que Iα ∩

(

∑

β 6=α

Iβ

)

= 0.

R es la suma directa de la familia {Iα}α∈I de ideales (izquierdos,
derechos o bilaterales) de R si dicha familia es independiente y R =
∑

α∈A

Iα. En tal caso se denota R =
⊕

α∈A

Iα.

Un ideal (izquierdo, derecho o bilateral) I de R es sumando directo

de R si existe otro ideal (izquierdo, derecho o bilateral) J de R tal que
R = I ⊕ J.

Un ideal (izquierdo, derecho o bilateral) I de R es inescindible si
cada vez que I = J ⊕ K con J,K ideales (izquierdos, derechos o bila-
terales) de R, se tiene que J = 0 ó K = 0.

1.3 Idempotentes.

Un elemento a ∈ R se llama idempotente si a2 = a. Obsérvese que
en un anillo siempre son idempotentes 0 y 1.

Un idempotente e ∈ R se llama central si ∀a ∈ R, ae = ea.

Un conjunto E de idempotentes de R se llama ortogonal si ∀e, f ∈
E, e 6= f ⇒ ef = 0. Se dice que dos idempotentes e, f ∈ R son
ortogonales si {e, f} es un conjunto ortogonal.

Un idempotente e ∈ R se llama primitivo si e 6= 0 y si dado e =
e1 + e2 con e1, e2 ortogonales se tiene que e1 = 0 o e2 = 0.

Un conjunto finito {e1, . . . , en} de idempotentes de R se llama com-

pleto si e1 + · · · + en = 1.



Anillos de Funciones Continuas 67

1.4 Isomorfismos de anillos.

Sean R y S dos anillos cualesquiera.

Un homomorfismo de anillos de R a S es una función ϕ : R −→ S
tal que para toda a, b ∈ R se tiene que ϕ (a + b) = ϕ (a) + ϕ (b) ,
ϕ (ab) = ϕ (a) ϕ (b) y ϕ (1) = 1.

Un monomorfismo de R a S es un homomorfismo inyectivo de R a
S.

Un epimorfismo de R a S es un homomorfismo suprayectivo de R
a S.

Un isomorfismo de R a S es un homomorfismo biyectivo de R a S.

1.5 Condiciones de cadena.

Un anillo R se llama artiniano izquierdo si el conjunto de ideales
izquierdos satisface la condición de cadena descendente (CCD): toda
cadena descendente de ideales izquierdos de R:

I1 ≥ I2 ≥ . . .

se estaciona, es decir, existe n ∈ N tal que para toda i ∈ N In = In+i.

Un anillo R se llama neteriano izquierdo si el conjunto de ideales
izquierdos satisface la condición de cadena ascendente (CCA): toda
cadena ascendente de ideales izquierdos de R:

I1 ≤ I2 ≤ . . .

se estaciona, es decir, existe n ∈ N tal que para toda i ∈ N In = In+i.

2. Anillos booleanos

Definición 2.1. Un anillo R se llama booleano si todos sus elementos
son idempotentes.

Los siguientes son algunos ejemplos de anillos booleanos.

Ejemplo 2.1. Z2 = {0, 1}, con las operaciones definidas como sigue:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1
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Ejemplo 2.2. ZN
2 , el conjunto de sucesiones de ceros y unos, con las

operaciones definidas término a término de acuerdo a las tablas del
ejemplo 2.1.

El siguiente ejemplo generaliza al anterior.

Ejemplo 2.3. ZX
2 , el conjunto de funciones f : X −→ Z2, (X es cual-

quier conjunto) con las operaciones definidas puntualmente de acuerdo
a las tablas del ejemplo 2.1.

Ejemplo 2.4. ℘ (X) , el conjunto potencia de un conjunto X, con
la diferencia simétrica y la intersección de subconjuntos de X como
operaciones, es decir:

Si A,B ∈ ℘ (X) entonces A + B = (A − B) ∪ (B − A) = (A ∪ B) \
(A ∩ B) y A · B = A ∩ B.

De hecho para cada conjunto X se tiene un isomorfismo de anillos
ϕ : ℘ (X) −→ ZX

2 dado por ϕ (A) = χA, la función caracteŕıstica del
subconjunto A de X.

Ejemplo 2.5. Dado un espacio topológico X consideremos AC (X) el
conjunto de abiertos cerrados de X, con la diferencia simétrica y la
intersección como operaciones. Obsérvese que dados A,B ∈ AC (X) se
tiene que A + B = (A ∪ B) ∩ (A ∩ B)c ∈ AC (X). También A · B =
A∩B ∈ AC (X). Esto demuestra que las operaciones son cerradas. De
hecho AC (X) es un subanillo del anillo ℘ (X) .

Ejemplo 2.6. Dado un anillo R consideremos B (R) el conjunto de
idempotentes centrales de R. En B (R) definimos la operación e#f =
e + f − 2ef . Con esta operación y el producto de R resulta ser B (R)
un anillo booleano.

3. Descomposiciones de un anillo

En el caso de un anillo, debido a que este tiene un conjunto finito
de generadores (a saber {1}, donde 1 es la identidad del anillo), para
estudiar sus descomposiciones en suma directa, basta enfocarnos hacia
las descomposiciones finitas, como lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 3.1. Si un anillo R se descompone como la suma directa

de ideales izquierdos, dicha descomposición debe ser finita.

Demostración. Supongamos que R =
⊕

α∈A

Iα. Entonces 1 = e1 + · · ·+en

con ei ∈ Iαi
(i = 1, . . . , n). Por lo tanto, para toda a ∈ R se tiene que
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a = ae1 + · · · + aen ∈ I1 + · · · + In. Dicha suma es directa, por lo que
R = I1 ⊕ · · · ⊕ In.

La siguiente proposición establece una corespondencia biuńıvoca en-
tre las descomposiciones en suma directa de ideales izquierdos de un
anillo y los conjuntos completos y ortogonales de idempotentes del ani-
llo.

Proposición 3.2. Dado un anillo R e ideales izquierdos I1, . . . , In de

R, se tiene que R = I1⊕· · ·⊕In si y sólo si existe un conjunto completo

y ortogonal de idempotentes {e1, . . . , en} tales que Ii = Rei para i =
1, . . . , n.

Demostración. Dada la descomposición R = I1 ⊕ · · · ⊕ In se tiene que
1 = e1 + · · · + en con ei ∈ Ii. Sea i ∈ {1, . . . , n}.y a ∈ Ii. Entonces

a =
n
∑

k=1

aek y por lo tanto a − aei =
n
∑

k=1
k 6=i

aek ∈ Ii ∩
n
∑

k=1
k 6=i

Ik = 0 ya que

la suma es directa. Luego a = aei y en particular ei = e2
i es decir, e

es idempotente. También se ha demostrado que Ii = Rei. Ahora, si

j ∈ {1, . . . , n} con j 6= i y puesto que
n
∑

k=1
k 6=i

eiek = ei − e2
i = 0 tenemos

que eiej =
n
∑

k=1
k 6=i,j

eiek ∈ Ij ∩
n
∑

k=1
k 6=i,j

Ik = 0. En conclusión, {e1, . . . , en} es un

conjunto completo y ortogonal de idempotentes.

Inversamente, si {e1, . . . , en} es un conjunto completo y ortogonal
de idempotentes de R tales que Ii = Rei para i = 1, . . . , n entonces
para toda a ∈ R se tiene que a = ae1 + · · ·+ aen ∈ R e1 + · · ·+ R en =

I1 + · · · + In. Por otro lado, si i ∈ {1, . . . , n} y a ∈ Ii ∩
n
∑

k=1
k 6=i

Ik entonces

a = bei =
n
∑

k=1
k 6=i

ckek, de donde a = be2
i =

n
∑

k=1
k 6=i

ckekei = 0. Esto demuestra

que R = I1 ⊕ · · · ⊕ In.

En particular tenemos una caracterización para los sumandos direc-
tos del anillo. Un ideal izquierdo I de R es un sumando directo de R si
y sólo si I = Re con e ∈ R idempotente.

La siguiente proposición describe la propiedad del idempotente e ∈
R que caracteriza a un sumando directo I = Re del anillo para ser
inescindible.



70 Rogelio Fernández-Alonso

Proposición 3.3. Sea I = Re un sumando directo de R, con e ∈ R
idempotente. Entonces I es inescindible si y sólo si e es primitivo.

Demostración. Supongamos que I = Re es inescindible y que e = e1+e2

con e1, e2 ortogonales. Si a ∈ R e1∩ R e2 entonces a = b1e1 = b2e2. Por
lo tanto a = b1e

2
1 = b2e2e1 = 0. Luego I = Re = Re1 ⊕ Re2. Como I es

inescindible debe suceder que Re1 = 0 o que Re2 = 0, es decir, e1 = 0
o e2 = 0. Se ha demostrado que e es primitivo.

Inversamente, supongamos que e es primitivo y que I = I1 ⊕ I2.
Como I es sumando directo de R, se tiene que R = I⊕J, donde I = Re y
J = R (1 − e) . Entonces también I1 y I2 lo son; digamos que I1 = Re1

y I2 = Re2, con e1, e2 idempotentes ortogonales. Como I = I1 ⊕ I2

entonces e = b1e1 + b2e2, con b1, b2 ∈ R. Entonces ee1 = b1e
2
1 + b2e2e1 =

b1e1. Análogamente, ee2 = b2e2. Por tanto e = ee1 + ee2 = f1 + f2,
donde f1 = ee1 ∈ I1 y f2 = ee2 ∈ I2. Por tanto 1 = f1 + f2 + 1 − e,
de donde f1 − f 2

1 = f1f2 + f1 (1 − e) ∈ I1 ∩ (I2 + J) = 0. De manera
que f1 = f 2

1 y f1f2 = −f1 (1 − e) ∈ I2 ∩ J = 0. Análogamente se
tiene que f2 = f 2

2 y que f2f1 = 0. Se ha demostrado que f1 y f2 son
idempotentes ortogonales. Como e = f1 + f2 y e es primitivo, entonces
f2 = 0 ó f1 = 0, es decir, e = ee1 o bien e = ee2. En el primer caso,
e ∈ I1 y por tanto I = Re = I1 y I2 = 0. En el segundo caso e ∈ I2 y por
tanto I = Re = I2 y I1 = 0. Se ha demostrado que I es inescindible.

Como consecuencia de las tres proposiciones anteriores tenemos los
siguientes corolarios.

Corolario 3.4. Un anillo R se descompone como suma directa de idea-

les izquierdos inescindibles si y sólo si existe un conjunto finito, com-

pleto y ortogonal de idempotentes primitivos de R. ⊓⊔

Corolario 3.5. Para un anillo R son equivalentes las siguientes con-

diciones:

1. R es inescindible.

2. 1 es un idempotente primitivo.

3. 0 y 1 son los únicos idempotentes de R. ⊓⊔

4. Anillos de funciones continuas

Consideremos el anillo conmutativo C
(

R[0,1]
)

de funciones reales
continuas definidas en el intervalo [0, 1] con la suma y el producto de-
finidos puntualmente. Veamos primero cuáles son los idempotentes de
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este anillo. Si f ∈ C
(

R[0,1]
)

es un idempotente entonces para toda

x ∈ [0, 1] se tiene que [f (x)]2 = f (x), es decir, f (x) = 0 o f (x) = 1.
Como f es una función continua, sólo puede suceder que f sea la fun-
ción constante cero o la función constante uno, es decir, f ≡ 0 o que
f ≡ 1. Esto demuestra que los únicos idempotentes de C

(

R[0,1]
)

son 0
y 1. Por lo tanto, en vista del corolario 3.5 tenemos:

Proposición 4.1. El anillo C
(

R[0,1]
)

es inescindible. ⊓⊔

En otras palabras, dicho anillo no tiene descomposición alguna que
no sea trivial. Ahora consideremos el anillo conmutativo C

(

RQ
)

de fun-
ciones reales continuas definidas en el conjunto de los números racio-
nales, con la topoloǵıa relativa de Q como subespacio topológico de R.
Como en el caso anterior, estudiemos los idempotentes de este anillo.
Dado un idempotente f ∈ C

(

RQ
)

se tiene nuevamente que para toda

x ∈ [0, 1] se cumple [f (x)]2 = f (x), es decir, f (x) = 0 o f (x) = 1. A
diferencia del caso anterior, pueden haber funciones continuas de Q en
R con esta propiedad distintas de las constantes 1 y 0, como se verá en
la siguiente proposición. Considérese AC (Q), el conjunto de los abiertos
cerrados de Q. Como ya se vió en el ejemplo 2.5, este es un subanillo
de ℘ (Q). Resulta que este subanillo se identifica con el conjunto de
idempotentes de C

(

RQ
)

.

Proposición 4.2. Los anillos AC(Q) y B
(

C
(

RQ
))

son isomorfos.

Demostración. Definimos ϕ : AC (Q) −→ B
(

C
(

RQ
))

como ϕ (U) =
χU , donde U es un abierto cerrado de Q, y χU : Q −→ R es la función
caracteŕıstica de U. Se demostrará que χU es continua. Sea V un abierto
de R. Hay cuatro posibilidades:

1) Si 0, 1 ∈ V entonces χ−1
U (V ) = Q.

2) Si 0, 1 /∈ V entonces χ−1
U (V ) = φ.

3) Si 0 ∈ V y 1 /∈ V entonces χ−1
U (V ) = Q \ U.

4) Si 0 /∈ V y 1 ∈ V entonces χ−1
U (V ) = U.

En todos los casos χ−1
U (V ) es abierto y por tanto χU es continua.

Además es idempotente y por tanto χU ∈ B
(

C
(

RQ
))

. De manera que
ϕ está bien definida.

Veamos ahora que ϕ es un homomorfismo de anillos.

Dados U1, U2 ∈ AC (Q) se tiene que

ϕ (U1 + U2) = ϕ ((U1 ∪ U2) \ (U1 ∩ U2)) = χ(U1∪U2)\(U1∩U2) .

Por otro lado ϕ (U1) #ϕ (U2) = χU1
#χU2

=χU1
+ χU2

− 2 (χU1
) (χU2

) .
Nuevamente hay tres casos posibles:
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1) Si x /∈ U1 ∪ U2 entonces χ(U1∪U2)\(U1∩U2) (x) = 0 = χU1
+ χU2

−
2χU1

χU2
.

2) Si x ∈ U1 ∪ U2 y x /∈ U1 ∩ U2 entoncesχ(U1∪U2)\(U1∩U2) (x) = 1 =
χU1

(x) + χU2
(x) − 2 [χU1

(x)] [χU2
(x)] .

3) Si x ∈ U1 ∩ U2 entonces χ(U1∪U2)\(U1∩U2) (x) = 0 = χU1
(x) +

χU2
(x) − 2 [χU1

(x)] [χU2
(x)] .

Se ha demostrado que ϕ (U1 + U2) = ϕ (U1) #ϕ (U2) .

Por otro lado, dados U1, U2 ∈ AC (Q) tenemos

ϕ (U1 · U2) = ϕ (U1 ∩ U2) = χU1∩U2
= χU1

χU2
= ϕ (U1) ϕ (U2) .

Por lo tanto ϕ es un homomorfismo de anillos.

ϕ es un monomorfismo: sea U ∈ AC (Q) es tal que ϕ (U) = 0 (la
función constante cero). Entonces χU (x) = 0 para toda x ∈ Q, es decir,
U = φ.

ϕ es un epimorfismo: sea δ ∈ B
(

C
(

RQ
))

. Sea U = δ−1 (1) . Como
{1} es un cerrado de R y δ es continua entonces δ−1 (1) es cerrado de
Q. Además por la observación hecha anteriormente δ (x) = 0 o bien
δ (x) = 1 para toda x ∈ Q, Por lo tanto δ−1 (1) = δ−1

((

−1
2
, 3

2

))

que
es un abierto de Q. Luego U ∈ AC (Q) y ϕ (U) = ϕ (δ−1 (1)) = χ−1

δ−1(1).

Pero dada x ∈ Q se tiene χ−1
δ−1(1) (x) = 1 ⇐⇒ x ∈ δ−1 (1) ⇐⇒ δ (x) = 1.

Esto prueba que χ−1
δ−1(1) = δ. Por tanto ϕ es suprayectiva.

Por lo tanto ϕ es un isomorfismo de anillos.1.

La proposición anterior nos dice en particular que hay tantos idem-
potentes en el anillo C

(

RQ
)

como abiertos cerrados de Q. Como AC (Q)
⊂ ℘ (Q) se tiene que #AC (Q) ≤ 2ℵ0 = , donde es la cardinalidad del
conjunto de los números reales2.

Resulta que hay muchos abiertos cerrados de Q. Para cada pareja
x, y de números irracionales, con x < y, se tiene que Q ∩ (x, y) es
un abierto de Q, puesto que el intervalo (x, y) es un abierto de R.
También es un cerrado, puesto que su complemento en Q es Q\ (x, y) =
Q∩ ((−∞, x] ∪ [y,∞)) = Q∩ ((−∞, x) ∪ (y,∞)), puesto que x, y /∈ Q.

1El lector puede demostrar como ejercicio que el isomorfismo inverso de ϕ es de
hecho ψ : B

(

C
(

RQ
))

−→AC (Q) dada por ψ (δ) = δ−1 (1)
2Se utilizan aqúıtres resultados conocidos de la Teoŕıa de los Conjuntos:

(1) #Q = #N = ℵ0.

(2) Para cualquier conjunto X, se tiene que #℘ (X) = 2#X .

(3) 2ℵ0 = .
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Por tanto Q∩ (x, y) ∈ AC (Q) . Se tiene entonces el siguiente resultado,
que contrasta con el anillo C

(

R[0,1]
)

.

Corolario 4.3. En el anillo C
(

RQ
)

hay tantos idempotentes como

números reales.

Demostración. Definamos la función µ : Γ −→AC (Q), donde Γ =
{

(x, y) ∈ (R \ Q)2 | x < y
}

, como µ (x, y) = Q ∩ (x, y). Por lo argu-
mentado en el párrafo anterior, µ está bien definida. Ahora bien, si
(x, y) , (z, w) ∈ Γ con (x, y) 6= (z, w) entonces x 6= z o bien y 6= w.
En el primer caso supongamos sin pérdida de generalidad que x < z.
Entonces podemos encontrar α ∈ Q tal que x < α < mı́n {y, z} y en
ese caso α ∈ Q ∩ (x, y) pero α /∈ Q ∩ (z, w) . En el segundo caso, si
y 6= w podemos suponer que y < w y podemos encontrar β ∈ Q tal que
máx {y, z} < β < w y en tal caso β ∈ Q ∩ (z, w) pero β /∈ Q ∩ (x, y) .
De cualquier manera Q ∩ (x, y) 6= Q ∩ (z, w) . Esto demuestra que µ es
inyectiva. En vista de que Γ ⊆ R × R y puesto que # (R \ Q) = , se
tiene que #Γ = . Combinando este argumento con la proposición 4.2
se ha demostrado el corolario.

Ya que los idempotentes de C
(

RQ
)

están en correspondencia bi-
uńıvoca con los abiertos cerrados de Q, también las descomposiciones
de C

(

RQ
)

como suma directa de ideales se encuentran en correspon-
dencia biuńıvoca con las particiones finitas de Q con abiertos cerra-
dos. Efectivamente, cada descomposición de C

(

RQ
)

está determinada
por un conjunto completo ortogonal de idempotentes distintos de ce-
ro, como lo afirma la proposición 3.2. Digamos que dicho conjunto es
{χU1

, . . . , χUn
}, donde U1, . . . , Un ∈ AC (Q) . Este conjunto es ortogonal

si y sólo si para cada i, j ∈ {1, . . . , n} con i 6= j sucede que χUi
χUj

= 0,
es decir, si y sólo si Ui ∩ Uj = φ. Además el conjunto de idempoten-
tes es completo si y sólo si χU1

#...#χUn
= 1, lo cual significa que

U1 ∪ · · · ∪ Un = Q. Finalmente χUi
6= 0 ⇐⇒ Ui 6= φ. Por tanto el

conjunto de idempotentes {χU1
, . . . , χUn

} es ortogonal y completo si y
sólo si {U1, . . . , Un} es una partición de Q.

Consideremos ahora una propiedad de los abiertos cerrados de Q,
que se sutenta en la propiedad de densidad tanto de Q como de R \ Q

en R.

Proposición 4.4. Dado U ∈AC(Q), U 6= φ, existe V ∈AC(Q) tal que

U ∩ V 6= φ y U \ V 6= φ.
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Demostración. Sea U ∈AC (Q), U 6= φ. Como U es abierto en Q, existe
U∗ abierto, no vaćıo, de R tal que U = U∗ ∩ Q. Por el hecho de que
R \ Q es denso en R, existe x ∈ U∗ ∩ (R \ Q). Ahora consideremos
V = (−∞, x)∩Q. Ciertamente V es un abierto de Q, y además Q\V =
(x,∞) ∩ Q también es un abierto de Q. Por lo tanto V ∈AC (Q) .

Ahora bien, U ∩V = (U∗ ∩ Q)∩((−∞, x) ∩ Q) = U∗∩(−∞, x)∩Q.
Ya que U∗ es un abierto de R y x ∈ U∗ se tiene que U∗ ∩ (−∞, x) 6= φ.
Como este último es un abierto de R y Q es denso en R entonces
U ∩ V = U∗ ∩ (−∞, x) ∩ Q 6= φ.

Análogamente, U \ V = (U∗ ∩ Q) ∩ ((x,∞) ∩ Q) = U∗ ∩ (x,∞) ∩
Q 6= φ, ya que U∗ es un abierto de R , x ∈ U∗ y Q es denso en R.

Usando la proposición anterior y el isomorfismo dado por la propo-
sición 4.2 resulta otra importante propiedad más del anillo C

(

RQ
)

.

Proposición 4.5. El anillo C
(

RQ
)

no tiene idempotentes primitivos.

Demostración. Sea χU ∈ C
(

RQ
)

un idempotente distinto de cero, don-
de U es un abierto cerrado no vaćıo de Q. Por la proposición 4.4, existe
V ∈AC (Q) tal que U ∩ V 6= φ y U \ V 6= φ. Entonces U1 = U ∩ V y
U2 = U \ V son abiertos cerrados de Q no vaćıos y ajenos, tales que
U = U1 ∪ U2. Por la proposición 4.2 tenemos que χU = χU1

#χU2
, con

χU1
y χU2

idempotentes ortogonales distintos de cero. De manera que
χU no puede ser un idempotente primitivo.

De la proposición 3.3 se sigue entonces el siguiente resultado, que
contrasta con la proposición 4.1 referida al anillo C

(

R[0,1]
)

.

Proposición 4.6. El anillo C
(

RQ
)

no tiene sumandos directos ines-

cindibles. ⊓⊔

Como consecuencia de este resultado, se da en el anillo C
(

RQ
)

la
existencia de cadenas infinitas de ideales, ascendentes y descendentes.

Proposición 4.7. El anillo C
(

RQ
)

no es neteriano ni artiniano.3

Demostración. Sea χU0
∈ C

(

RQ
)

un idempotente distinto de cero,
donde U0 es un abierto cerrado no vaćıo de Q. Como en la demos-
tración de la proposición 4.5, existen U1, V1 ∈AC (Q) , no vaćıos, tales
que U0 = U1 ∪ V1 y U1 ∩ V1 = φ. Por tanto χU0

= χU1
#χV1

, con χU1
y

χV1
idempotentes ortogonales distintos de cero, es decir, I0 = I1 ⊕ J1,

3De hecho, por el Teorema de Hopkins, todo anillo que no sea neteriano tampoco
puede ser artiniano.
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donde I0, I1, J1 son los ideales, distintos de cero, de C
(

RQ
)

generados
por los idempotentes χU0

, χU1
, χV1

, respectivamente.

De manera análoga, suponiendo que In−1 = In ⊕ Jn y donde In, Jn

son los ideales de C
(

RQ
)

generados por los idempotentes χUn
, χVn

, res-
pectivamente, con Un, Vn ∈AC (Q) , no vaćıos, puede considerarse una
nueva partición Un = Un+1 ∪ Vn+1 con Un+1, Vn+1 ∈AC (Q) , no vaćıos
y ajenos. Por tanto χUn

= χUn+1
#χVn+1

, con χUn+1
y χVn+1

idempo-
tentes ortogonales distintos de cero, es decir, In = In+1 ⊕ Jn+1, don-
de In+1, Jn+1 son los ideales, distintos de cero, de C

(

RQ
)

generados
por χUn+1

y χVn+1
, respectivamente. Obsérvese que In > In+1 ya que

Jn+1 6= 0 y que In+1 6= 0. De esta forma tenemos la cadena infinita
descendente de ideales:

I0 > I1 > · · · > In > . . .

Obsérvese también que Jn < Jn ⊕ Jn+1, ya que Jn+1 6= 0. Como esto es
para cualquier n ≥ 1, tenemos la cadena infinita ascendente de ideales:

J1 < J1 ⊕ J2 < J1 ⊕ J2 ⊕ J3 · · · <
n

⊕

i=1

Ji < . . .

lo cual demuestra que C
(

RQ
)

no es artiniano ni neteriano.
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