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Resumen

En este trabajo se estudian por medio de sus idempotentes
dos anillos de funciones continuas: C' (R[O’”) y C (RQ). Desde
este punto de vista ambos anillos son opuestos: el primero sélo
con dos idempotentes, 0 y 1; el segundo con tantos idempoten-
tes como numeros reales. En el segundo caso se da un puente
entre un aspecto algebraico y otro topolégico, al establecer una
correspondencia entre los idempotentes del anillo y los abiertos
cerrados de Q con la topologia relativa de R.

1. Preliminares

1.1 Ideales.

En el presente trabajo se denotard por R a un anillo cualquiera,
que debe entenderse como anillo asociativo con identidad, no necesa-
riamente conmutativo.

Un ideal izquierdo de R es un subgrupo aditivo I de R tal que
Yael, RaCl.

Un ideal derecho de R es un subgrupo aditivo I de R tal que Va €
I, aR C 1.
Un ideal (bilateral) de R es un ideal izquierdo y derecho de R.
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Dada una familia {/,},., de ideales (izquierdos, derechos o bilate-
rales) de R se define la suma como:

Zla:{a1+...+an |aiE]ai’ OZZ‘EA, (Z':17...,TL), 'REN}

acA

Dada una familia {I,},., de ideales (izquierdos, derechos o bila-

terales) de R resulta que la suma »_ I, y la intersecciéon [ I, son
acA acA
ideales (izquierdos, derechos o bilaterales).

1.2 Sumas directas de ideales.
Una familia {/,} ., de ideales (izquierdos, derechos o bilaterales) de

R es independiente si para cada a € [ se tiene que I, N <Z Ig) =0.
f#o

R es la suma directa de la familia {/,},., de ideales (izquierdos,

derechos o bilaterales) de R si dicha familia es independiente y R =

> I,. En tal caso se denota R = @ I,.

acA acA

Un ideal (izquierdo, derecho o bilateral) I de R es sumando directo
de R si existe otro ideal (izquierdo, derecho o bilateral) J de R tal que
R=I1I&J

Un ideal (izquierdo, derecho o bilateral) I de R es inescindible si
cada vez que [ = J @ K con J, K ideales (izquierdos, derechos o bila-
terales) de R, se tiene que J =06 K = 0.

1.3 Idempotentes.

Un elemento a € R se llama idempotente si a* = a. Obsérvese que
en un anillo siempre son idempotentes 0 y 1.

Un idempotente e € R se llama central si Va € R, ae = ea.

Un conjunto E de idempotentes de R se llama ortogonal si Ve, f €

E, e # f = ef = 0. Se dice que dos idempotentes e, f € R son
ortogonales si {e, f} es un conjunto ortogonal.

Un idempotente e € R se llama primitivo si e # 0 y si dado e =
e1 + es con eq, e5 ortogonales se tiene que e; =0 0 eg = 0.

Un conjunto finito {ey,...,e,} de idempotentes de R se llama com-
pleto sie; +---+e, = 1.
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1.4 Isomorfismos de anillos.

Sean R y S dos anillos cualesquiera.

Un homomorfismo de anillos de R a S es una funcién ¢ : R — S
tal que para toda a,b € R se tiene que ¢ (a+b) = ¢(a) + ¢ (b) ,
p(ab) =@ (a)p(b) y ¢ (1) = 1.

Un monomorfismo de R a S es un homomorfismo inyectivo de R a

S.

Un epimorfismo de R a S es un homomorfismo suprayectivo de R
a S.

Un isomorfismo de R a S es un homomorfismo biyectivo de R a S.

1.5 Condiciones de cadena.

Un anillo R se llama artiniano izquierdo si el conjunto de ideales
izquierdos satisface la condicion de cadena descendente (CCD): toda
cadena descendente de ideales izquierdos de R:

L>10>...

se estaciona, es decir, existe n € N tal que para toda: e N [, = [,,;.

Un anillo R se llama neteriano izquierdo si el conjunto de ideales
izquierdos satisface la condicion de cadena ascendente (CCA): toda
cadena ascendente de ideales izquierdos de R:

L <L <.

se estaciona, es decir, existe n € N tal que para toda: e N [, = [,,;.

2. Anillos booleanos

Definicién 2.1. Un anillo R se llama booleano si todos sus elementos
son idempotentes.

Los siguientes son algunos ejemplos de anillos booleanos.

Ejemplo 2.1. Z; = {0, 1}, con las operaciones definidas como sigue:

o OO

+ 10 1 . 1
010 1 0 0
111 0 1
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Ejemplo 2.2. ZY el conjunto de sucesiones de ceros y unos, con las
operaciones definidas término a término de acuerdo a las tablas del
ejemplo 2.1.

El siguiente ejemplo generaliza al anterior.

Ejemplo 2.3. Z, el conjunto de funciones f: X — Z,, (X es cual-
quier conjunto) con las operaciones definidas puntualmente de acuerdo
a las tablas del ejemplo 2.1.

Ejemplo 2.4. o (X) , el conjunto potencia de un conjunto X, con
la diferencia simétrica y la interseccién de subconjuntos de X como
operaciones, es decir:

Si A,B € p(X) entonces A+ B=(A—B)U(B—A)=(AUB)\
(ANB)y A-B=ANB.

De hecho para cada conjunto X se tiene un isomorfismo de anillos
¢ o (X) — ZxX dado por ¢ (A) = xa, la funcién caracteristica del
subconjunto A de X.

Ejemplo 2.5. Dado un espacio topolégico X consideremos AC(X) el
conjunto de abiertos cerrados de X, con la diferencia simétrica y la
intersecciéon como operaciones. Obsérvese que dados A, B € AC(X) se
tiene que A+ B = (AUB)N(ANB)° € AC(X). También A- B =
ANB e AC(X). Esto demuestra que las operaciones son cerradas. De
hecho AC(X) es un subanillo del anillo p (X).

Ejemplo 2.6. Dado un anillo R consideremos B (R) el conjunto de
idempotentes centrales de R. En B (R) definimos la operacién e#f =
e+ f —2ef. Con esta operacién y el producto de R resulta ser B (R)
un anillo booleano.

3. Descomposiciones de un anillo

En el caso de un anillo, debido a que este tiene un conjunto finito
de generadores (a saber {1}, donde 1 es la identidad del anillo), para
estudiar sus descomposiciones en suma directa, basta enfocarnos hacia
las descomposiciones finitas, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Si un anillo R se descompone como la suma directa
de ideales i1zquierdos, dicha descomposicion debe ser finita.

Demostracion. Supongamos que R = @ I,. Entonces 1 = e;+---+e,
a€cA
cone; €I, (i =1,...,n). Por lo tanto, para toda a € R se tiene que
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a=ae; +---+ae, € [ +---+ I,. Dicha suma es directa, por lo que
R=L® --0l,. O

La siguiente proposicion establece una corespondencia biunivoca en-
tre las descomposiciones en suma directa de ideales izquierdos de un
anillo y los conjuntos completos y ortogonales de idempotentes del ani-

llo.

Proposicion 3.2. Dado un anillo R e ideales izquierdos Iy, ..., I, de
R, se tiene que R = 11 ®---® 1, si y solo si existe un conjunto completo
y ortogonal de idempotentes {eq,...,e,} tales que I; = Re; para i =
1,...,n.

Demostracion. Dada la descomposicion R = 1, & --- @ I, se tiene que

l=e+--+4e,cone € I;. Seai € {1,...,n}.y a € I;. Entonces
n n n

a = > aeyy por lo tanto a —ae; = > ae, € ;N Y. I, = 0 ya que
2 2

la suma es directa. Luego a = ae; y en particular ¢; = e? es decir, e

es idempotente. También se ha demostrado que I; = Re;. Ahora, si

n
j€{l,...,n} con j # iy puesto que Y. e;er, = e; — e? = 0 tenemos

k=1
leti
n n
que e;e; = Y. eep € ;N Y I, =0. En conclusién, {ej,...,e,} es un
oy i
conjunto completo y ortogonal de idempotentes.
Inversamente, si {e1,...,e,} es un conjunto completo y ortogonal
de idempotentes de R tales que I; = Re; para ¢ = 1,...,n entonces

para toda a € R se tiene que a = ae; +---+ae, € Rey+---+ Re, =
n
I +---+ I,. Por otro lado, sii € {1,...,n} y a € I, N Y I} entonces

k=1
ki
n n
a=be; =Y crer, de donde a = be? = > crere; = 0. Esto demuestra,
(= =5
que R=1L®---DI,. O

En particular tenemos una caracterizacion para los sumandos direc-
tos del anillo. Un ideal izquierdo I de R es un sumando directo de R si
y s6lo si [ = Re con e € R idempotente.

La siguiente proposicion describe la propiedad del idempotente e €
R que caracteriza a un sumando directo I = Re del anillo para ser
inescindible.
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Proposicion 3.3. Sea I = Re un sumando directo de R, con e € R
wdempotente. Entonces I es inescindible si y solo si e es primitivo.

Demostracion. Supongamos que I = Re es inescindible y que e = e;+¢e5
con ey, e5 ortogonales. Si a € Re;N Rey entonces a = bye; = byey. Por
lo tanto a = byie? = byege; = 0. Luego I = Re = Re; @ Rey. Como I es
inescindible debe suceder que Re; = 0 o que Rey = 0, es decir, e; = 0
0 e5 = 0. Se ha demostrado que e es primitivo.

Inversamente, supongamos que e es primitivo y que I = [} & Is.
Como I es sumando directo de R, se tiene que R = I®.J, donde I = Rey
J =R (1 —e). Entonces también I; y I5 lo son; digamos que I; = Re;
y Is = Resy, con e, ey idempotentes ortogonales. Como I = I; & I
entonces e = bye; + baey, con by, by € R. Entonces ee; = bye + byege; =
biei. Analogamente, ees = byes. Por tanto e = ee; + eeq = f1 + fo,
donde f; =eey € Iy v fo = ees € I5. Por tanto 1 = f1 + fo +1 — ¢,
de donde f; — f2 = fifo+ fi(l—e) € I; N (I, + J) = 0. De manera
que fi = f2y fifo = —fi(l—e) € ,NJ = 0. Andlogamente se
tiene que fo = fi y que fof; = 0. Se ha demostrado que f; y fo son
idempotentes ortogonales. Como e = f; + f2 y e es primitivo, entonces
fo=006 fi =0, es decir, e = ee; o0 bien e = ees. En el primer caso,
e € I yportanto I = Re = I, y I, = 0. En el segundo caso e € I, y por
tanto I = Re = I, y I = 0. Se ha demostrado que I es inescindible. [

Como consecuencia de las tres proposiciones anteriores tenemos los
siguientes corolarios.

Corolario 3.4. Un anillo R se descompone como suma directa de idea-
les izquierdos inescindibles si y solo si existe un conjunto finito, com-
pleto y ortogonal de idempotentes primitivos de R. O

Corolario 3.5. Para un anillo R son equivalentes las siguientes con-
diciones:

1. R es inescindible.
2. 1 es un idempotente primitivo.

3.0 y 1 son los unicos idempotentes de R. O

4. Anillos de funciones continuas

Consideremos el anillo conmutativo C (R[O’l]) de funciones reales
continuas definidas en el intervalo [0, 1] con la suma y el producto de-
finidos puntualmente. Veamos primero cuéles son los idempotentes de
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este anillo. Si f € C (R[OJ]) es un idempotente entonces para toda
z € [0,1] se tiene que [f (2)]° = f(z), es decir, f(z) =00 f(z) = 1.
Como f es una funcién continua, sélo puede suceder que f sea la fun-
cion constante cero o la funciéon constante uno, es decir, f = 0 o que
f = 1. Esto demuestra que los tinicos idempotentes de C' (R[O’”) son 0
y 1. Por lo tanto, en vista del corolario 3.5 tenemos:

Proposicién 4.1. El anillo C (R®Y) es inescindible. O

En otras palabras, dicho anillo no tiene descomposicion alguna que
no sea trivial. Ahora consideremos el anillo conmutativo C (RQ)de fun-
ciones reales continuas definidas en el conjunto de los nimeros racio-
nales, con la topologia relativa de Q como subespacio topolégico de R.
Como en el caso anterior, estudiemos los idempotentes de este anillo.
Dado un idempotente f € C (RQ) se tiene nuevamente que para toda
x € [0,1] se cumple [f (:1:')]2 = f(z), es decir, f(x) =00 f(z)=1. A
diferencia del caso anterior, pueden haber funciones continuas de Q en
R con esta propiedad distintas de las constantes 1 y 0, como se vera en
la siguiente proposicién. Considérese AC(Q), el conjunto de los abiertos
cerrados de Q. Como ya se vid en el ejemplo 2.5, este es un subanillo

de p(Q). Resulta que este subanillo se identifica con el conjunto de
idempotentes de C' (RQ).

Proposicién 4.2. Los anillos AC(Q) y B (C (R?)) son isomorfos.

Demostracion. Definimos ¢: AC(Q) — B (C (R?)) como ¢ (U) =
Xu, donde U es un abierto cerrado de Q, v xy : Q — R es la funcion
caracteristica de U. Se demostrara que yy es continua. Sea V' un abierto
de R. Hay cuatro posibilidades:

1) Si 0,1 €V entonces xi;' (V) = Q.

2) Si 0,1 ¢ V entonces x;' (V) = ¢.

3)Si0eVylé¢V entonces x;' (V) =Q\U.

4)Si0¢V y1leV entonces x;;' (V) =U.

En todos los casos ;' (V) es abierto y por tanto xy es continua.

Ademas es idempotente y por tanto xy € B (C’ (RQ)) . De manera que
@ esta bien definida.

Veamos ahora que ¢ es un homomorfismo de anillos.
Dados Uy, Us € AC(Q) se tiene que
@ (U +Uz) = ¢ (U1 UU:) \ (U1 NU2)) = X um)\@in0s) -

Por otro lado ¢ (Ur) #¢ (U2) = xvn#xvs =Xvn + Xvs — 2 () (X03) -
Nuevamente hay tres casos posibles:
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1) Si x ¢ Uy U U, entonces X (u,utm)\(tints) () = 0 = X, + Xv, —
2X0y XUy

2)Six e UyUUy y x ¢ Uy N U, entoncesy u,uvm)\(uvinus) () =1 =
XUy (SC) + Xv, (:E) -2 [XUl (l’)] [XU2 (SL’)] :

3) Si x € Uy N U, entonces xupuvm)\(ine) () = 0 = xu, () +
xus (2) = 2 [xuv, ()] [xv, (2)] -

Se ha demostrado que ¢ (U + Us) = ¢ (Ur) #¢ (Us) .

Por otro lado, dados Uy, U; € AC(Q) tenemos

SO(Ul . U2) = (Ul N U2) = XUinUz = XU1 XUz = ¥ (Ul) SO(UZ) .

Por lo tanto ¢ es un homomorfismo de anillos.

¢ es un monomorfismo: sea U € AC(Q) es tal que ¢ (U) = 0 (la
funcién constante cero). Entonces xy (x) = 0 para toda x € Q, es decir,
U=o.

¢ es un epimorfismo: sea § € B (C' (R?)). Sea U =67 (1). Como
{1} es un cerrado de R y § es continua entonces 6 ' (1) es cerrado de

Q. Ademas por la observacion hecha anterlormente d(x) = 0 o bien
§(z) = 1 para toda z € Q, Por lo tanto 6~ (1) = 6~ ((—3, %))
es un abierto de Q. Luego U € AC(Q) y ¢ (U) p((671 (1) = 6’
Pero dada x € Q se tiene ngl(l) (r)=1<=2edi'(l)=d()=

Esto prueba que ngl(l) = 4. Por tanto ¢ es suprayectiva.

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo de anillos.!. O]

La proposicion anterior nos dice en particular que hay tantos idem-
potentes en el anillo C (R@) como abiertos cerrados de Q. Como AC(Q)
C 9 (Q) se tiene que #AC(Q) < 2% =  donde es la cardinalidad del
conjunto de los ntimeros reales?.

Resulta que hay muchos abiertos cerrados de Q. Para cada pareja
z,y de numeros irracionales, con z < y, se tiene que Q N (z,y) es
un abierto de @, puesto que el intervalo (z,y) es un abierto de R.
También es un cerrado, puesto que su complemento en Q es Q\ (z,y) =

QN ((—00,2] U [y,00)) = QN ((—00,2) U (y,00)), puesto que z,y ¢ Q.

'El lector puede demostrar como ejercicio que el isomorfismo inverso de ¢ es de
hecho ¢ : B (C (R?)) —AC(Q) dada por ¢ (§) =61 (1)

2Se utilizan aquitres resultados conocidos de la Teorfa de los Conjuntos:

(1) #Q = #N = N,.

(2) Para cualquier conjunto X, se tiene que #gp (X) = 2#X.

(3) 280 =,
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Por tanto QN (z,y) € AC(Q). Se tiene entonces el siguiente resultado,
que contrasta con el anillo C' (R*Y) .

Corolario 4.3. En el anillo C (R@) hay tantos idempotentes como
numeros reales.

Demostracion. Definamos la funcién p : I' —AC(Q), donde I' =
{(z,y) € (R\Q)* |z < y}, como p(z,y) = QN (z,y). Por lo argu-
mentado en el parrafo anterior, p estd bien definida. Ahora bien, si
(z,y),(z,w) € I' con (x,y) # (z,w) entonces x # z o bien y # w.
En el primer caso supongamos sin pérdida de generalidad que = < z.
Entonces podemos encontrar o € Q tal que z < @ < min{y, z} y en
ese caso o € QN (z,y) pero o« ¢ QN (z,w). En el segundo caso, si
y # w podemos suponer que y < w y podemos encontrar § € Q tal que
méax{y,z} < B <w yental caso f € QN (z,w) pero f ¢ QN (x,y).
De cualquier manera Q N (z,y) # QN (z,w) . Esto demuestra que u es

inyectiva. En vista de que I' C R x R y puesto que # (R\ Q) = | se
tiene que #I' = . Combinando este argumento con la proposicién 4.2
se ha demostrado el corolario. O

Ya que los idempotentes de C' (RQ) estan en correspondencia bi-
univoca con los abiertos cerrados de QQ, también las descomposiciones
de C' (RQ) como suma directa de ideales se encuentran en correspon-
dencia biunivoca con las particiones finitas de Q con abiertos cerra-
dos. Efectivamente, cada descomposicion de C' (]RQ) esta determinada
por un conjunto completo ortogonal de idempotentes distintos de ce-
ro, como lo afirma la proposicién 3.2. Digamos que dicho conjunto es
{xvy,-->xu,},donde Uy, ... U, € AC(Q). Este conjunto es ortogonal
siy sélo si para cada 7, j € {1,...,n} con i # j sucede que xy,xv, = 0,
es decir, si y sélo si U; N U; = ¢. Ademas el conjunto de idempoten-
tes es completo si y sélo si xuy,#...#xv, = 1, lo cual significa que
UpU---UU, = Q. Finalmente xy, # 0 <= U; # ¢. Por tanto el
conjunto de idempotentes {x,,- .-, Xv, } es ortogonal y completo si y
sélo si {Uy,...,U,} es una particién de Q.

Consideremos ahora una propiedad de los abiertos cerrados de Q,
que se sutenta en la propiedad de densidad tanto de @ como de R\ Q
en R.

Proposicién 4.4. Dado U €AC(Q), U # ¢, existe V €AC(Q) tal que
UNV#¢oyU\V #¢.
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Demostracion. Sea U € AC(Q), U # ¢. Como U es abierto en Q, existe
U* abierto, no vacio, de R tal que U = U* N Q. Por el hecho de que
R\ Q es denso en R, existe z € U* N (R\ Q). Ahora consideremos
V = (—o00,2)NQ. Ciertamente V es un abierto de Q, y ademas Q\V =
(x,00) N Q también es un abierto de Q. Por lo tanto V € AC(Q) .

Ahora bien, UNV = (U NQ)N((—o0,2) NQ) = U*N(—o0,2)NQ.
Ya que U* es un abierto de R y z € U* se tiene que U* N (—o0, x) # ¢.
Como este tultimo es un abierto de R y Q es denso en R entonces
UNV =U*N(—o0,z) NQ # ¢.

Andlogamente, U\ V = (U*NQ) N ((x,00) NQ) = U* N (z,00) N
Q # ¢, ya que U* es un abierto de R, x € U* y Q es denso en R. [

Usando la proposicién anterior y el isomorfismo dado por la propo-
sicion 4.2 resulta otra importante propiedad mas del anillo C (RQ).

Proposicion 4.5. El anillo C (]RQ) no tiene idempotentes primitivos.

Demostracion. Sea xy € C (R@) un idempotente distinto de cero, don-
de U es un abierto cerrado no vacio de Q. Por la proposicién 4.4, existe
V eAC(Q) tal que UNV #£ ¢y U\ V # ¢. Entonces Uy =UNV y
Uy = U\ V son abiertos cerrados de QQ no vacios y ajenos, tales que
U = U, U U,. Por la proposicién 4.2 tenemos que xuy = Xu, #Xv,, cOn
Xv, Y Xu, idempotentes ortogonales distintos de cero. De manera que
xu no puede ser un idempotente primitivo. O]

De la proposiciéon 3.3 se sigue entonces el siguiente resultado, que
contrasta con la proposicién 4.1 referida al anillo C' (RY).

Proposicién 4.6. El anillo C (RQ) no tiene sumandos directos ines-
cindibles. O

Como consecuencia de este resultado, se da en el anillo C (RQ) la
existencia de cadenas infinitas de ideales, ascendentes y descendentes.

Proposicién 4.7. El anillo C (RQ) no es neteriano ni artiniano.’

Demostracion. Sea xy, € C (RQ) un idempotente distinto de cero,
donde U, es un abierto cerrado no vacio de Q. Como en la demos-
tracién de la proposicién 4.5, existen U;, Vi € AC(Q), no vacios, tales

que Up = U1 UVy y U NVy = ¢. Por tanto xu, = Xv, #Xwis o0 Xuy ¥
Xv, idempotentes ortogonales distintos de cero, es decir, Iy = I1 & Ji,

3De hecho, por el Teorema de Hopkins, todo anillo que no sea neteriano tampoco
puede ser artiniano.
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donde Iy, I1, J; son los ideales, distintos de cero, de C' (RQ) generados
por los idempotentes xu,, Xv,, Xv;, respectivamente.

De manera anéloga, suponiendo que I,,_1 = I,, & J,, y donde I, J,
son los ideales de C (RQ) generados por los idempotentes xy, , Xv,, res-
pectivamente, con U,,V, € AC(Q), no vacios, puede considerarse una
nueva particion U, = U,1 U V,11 con Uy,yq, Vg €AC(Q), no vacios
y ajenos. Por tanto Xu, = Xv,;1#XVas1s CO0 XU,i1 Y XViy, idempo-
tentes ortogonales distintos de cero, es decir, I, = I,41 & J,11, don-
de I,41, 41 son los ideales, distintos de cero, de C' (RQ) generados
POT XU,.1 Y XVis.» Tespectivamente. Obsérvese que I, > I, ya que
Jni1 # 0y que I,y1 # 0. De esta forma tenemos la cadena infinita
descendente de ideales:

Iy>L>--->1,>...

Obsérvese también que J, < J, ® J,11, ya que J, 1 # 0. Como esto es
para cualquier n > 1, tenemos la cadena infinita ascendente de ideales:

Jl<Jl@J2<JlEBJ2€BJ3"'<@Ji<...
=1

lo cual demuestra que C' (RQ) no es artiniano ni neteriano. [l
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