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1. Introducciéon

Cuando hacemos algin céalculo aritmético en una calculadora o compu-
tadora (suma, resta, multiplicacién, divisién, raiz cuadrada, porcenta-
jes, etc), normalmente damos por sentado que el resultado que despliega
la calculadora o computadora es correcto. En ocasiones, la respuesta ob-
tenida en la calculadora no es confiable o tiene poca precision; esto se
debe a que la calculadora o computadora hace redondeos en los niime-
ros y operaciones con numeros a cierto nimero de cifras. Tomemos

un ejemplo: sabemos que lim <1 + —) = e. Cuando en la expresion
n—00 n

n

1+ — | , hacemos n = 100, n = 1000, en una calculadora que hace
n

redondeo de nimeros a 8 cifras decimales, obtenemos resultados que se
van acercando al valor del nimero e. Pero cuando n = 10%, el resulta-
do que obtenemos al evaluar la expresién es 1, es decir, ninguna cifra
correcta del nimero e. j; A qué se debe esto? Muy sencillo: al tomar
n = 10% o mayor, el nimero 1+ # = 1.00000001 queda redondeado a 8
cifras decimales como 1.0000000 =1, por lo que la calculadora calculara
1™ =1.

Para el manejo de una gran cantidad de datos numéricos (por ejem-
plo 100 millones de niimeros que representan las edades de personas
en un pafs, o nimeros seudoaleatorios para métodos de Monte Carlo),
calculos tan elementales e importantes como el promedio pueden per-
der algunas o todas las cifras de precision si se hacen con redondeo a 8
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cifras decimales (o en precisién sencilla disponible en algunos lengua-
jes de programacién) si la suma del promedio es calculada con ciertos
algoritmos. Nos enfocaremos al caso pérdida de precisién al calcular el
promedio o sumas de una gran cantidad de ntimeros positivos.

2. Redondeo de numeros a p cifras decimales y
notacion

Daremos por hecho que las lectoras y lectores conocen el concepto de

redondeo de nimeros escritos en forma decimal (véase [4]). Escribiremos

fly(a) para denotar el redondeado de a a p cifras decimales.
Ejemplos:

a) fly(34.215) = 34.22, b) f1,(34.214) = 34.21,
c) flg(2/3) = 0.666667, d) f14(5.29999999) = 5.300 = 5.3,
e) f15(0.002300555555555) = 0.23005556 x 102,

En el dltimo ejemplo, la primera cifra significativa es 2, y los ceros
a la izquierda del 2 no cuentan en el redondeo (pero si cuenta para
escribir el nimero en notacién cientifica).

Cuando aproximamos un numero a # 0 con otro numero b, usa-
mos el concepto de error relativo de aproximacién, definido como
la — b la — 0|

. Cuando
ol ol . o . .
en aproximadamente ¢ cifras decimales significativas. Por ejemplo, si
a—b
a = 0.0054371893444555 v b = 0.0054371452222222, entonces | ] | ~
a
8.11 x 107% ~ 107°, por lo que b aproxima a a en aproximadamente
cinco cifras significativas (los ceros la izquierda no cuentan como cifras
significativas).

~ 1077, se traduce en que a y b se «parecen»

3. Pérdida de precisién al calcular promedios

El calculo de una suma de m ntmeros positivos a; +as+ - - - +a,, puede
producir pérdida de precision cuando los sumandos y sumas se redon-
dean, y m es grande. La pérdida de precisén en este caso depende del
algoritmo que se use para calcular la sumatoria. El siguiente ejemplo
muestra que el cdlculo de un promedio (o suma) de m nimeros puede
perder hasta r cifras significativas de precision si m &~ 10" y si se calcula
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acumulando las sumas:

Ejemplo. Calcular el promedio de m = 10® = 100 millones de ntimeros,
ai,as, ..., a4y, cada nimero es constante e igual a 1/3. Usar redondeo
a 8 cifras decimales.

Para calcular el promedio, primero calculamos la suma a; +as+- - -+
a,,. Un algoritmo sencillo y muy usado es el siguiente (al que llamaremos
suma acumulada): en el primer paso, se define s; = a;. Luego se
calculan sy, s3,...,5,, como sj;1 = s; + a1, para j=1,2,....m— 1.
Entonces s, es el valor de la suma buscada. Finalmente se calcula el
promedio dividiendo s, entre m. ;En qué parte se pierde precisiéon?

Recordemos que en el algoritmo suma acumulada anterior, los su-
mando a; y las sumas s; se redondean a 8 cifras decimales, por lo
que en realidad s; = fls(a1) v sj41 = fls(s; + fls(aj+1)). En el pa-
so j = 60 millones, la variable s; ha calculado de manera aproxima-
da a; + as + - - - 4+ agooooooo- Notar que el valor exacto de dicha suma
es 60000000/3=20000000. Aun si la variable s; en dicho paso hubiera
calculado de manera exacta dicho valor, en el siguiente paso se cal-
cula s;41 = fI3(20000000 + 0.33333333) = f3(20000000.33333333) =
20000000. Por lo que en presencia de redondeo a 8 cifras, se tendria:
S5 = 560000000 = 20000000 para j = 60000001, e 100000000 Es decir,
la suma acumulada ya no acumula més sumando a partir del suman-
do 60 millones, por lo que los ultimos 40 millones de sumandos no
son tomados en cuenta. Entonces el promedio seria calculado como
20000000,/100000000=1/5=0.2, en lugar de 0.33333333 (ninguna cifra
correcta en el cdlculo del promedio). La situacién es ain peor debido a
que la suma de los primeros 60000000 de términos no es calculada de
manera exacta.

., Cémo remediar la situacion anterior? El problema del algoritmo an-
terior radica en que al calcular la suma de los primeros 60 millones de
sumandos, el resto de los sumandos son demasiado pequenos como para
seguir contribuyendo a la suma acumulada; como quedan 40 millones
de términos por sumar, que en su conjunto suman una cantidad im-
portante para el promedio, se pierde precision. Para evitar la situacion
anterior, supongamos por un momento que la suma >; de los primeros
50 millones de sumandos es calculada de una manera «aceptable», y
que la suma >, de los restantes 50 millones de sumandos también. En-
tonces la suma total ¥; +X, es calculada de una manera «aceptables.
Pero para calcular ¥; con una precision «aceptable», no podemos cal-
cularla con el algoritmo suma acumulada ya que se pierde precision.
En su lugar, para el calculo de >, los 50 millones de sumandos los
separamos en 2 partes de 25 millones de sumandos cada una; se hace lo
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mismo para el calculo de 5. El cdlculo de una suma de 25 millones de
términos con el algoritmo suma acumulada puede ser poco preciso
en aritmética de redondeo a 8 cifras decimales, asi que cada uno de
esos grupos de 25 millones de sumandos se separa en 2 grupos de 12.5
millones de sumandos, y asi sucesivamente, hasta llegar a grupos de 1
0 2 sumandos.

Para ilustrar la idea anterior, supongamos que deseamos calcular la
suma § = a; + as + az + - - - + ag de 8 sumandos. Separamos la suma
en 2 grupos X1 = a; + as + az + ag y Yo = as + ag + a7 + ag. Ahora
los sumandos de la suma >; se separan en dos grupos: w; = a; + as
y we = ag + ay; los sumandos de X5 se separan en: ws = as + ag y
wy = a7 + ag. La suma buscada s de los 8 sumandos es calculada como
sigue: se calculan wy, we, w3 y wy directamente como la suma de dos
sumandos. Luego se calculan ¥ = wy +ws, Y9 = w3 + wy. Finalmente,
se calcula la suma total s = 37 + .

Esquematicamente:

ay+a + aztas + as+ag + ar+ag
—— —— —— N——

w1 = a1 + a2 w2 = a3 + a4 w3 = as + ag wq = a7 + ag
NS o

VvV Vv
31 = w1 + w2 Yo = w3 + wy

N J/

s=21+ 32

Si el nimero de sumandos no es potencia de 2, podria haber un
sumando sin «pareja». Para ejemplificar, supongamos que deseamos
calcular una suma con 11 términos: s = a; +ax +as + - -+ + aq1. Es-
quematicamente:

ay+ay + az+ag + as+tag + ar+ag + ag+aypn + an
—— ~—— ~—— —— ~—— ~—~

w1 = a1 + a2 w2 = a3 + a4 w3 = as + ag wq = a7 + ag ws = ag + a10 We = a11
> NS A

WV ' WV
B1 = w1 + w2 B2 = w3 + wa B3 = ws + we

N J/ N J/

TV TV
Y1 =p1+ B2 Yo =3

s=3%1+ X2

Al algoritmo anterior le llamaremos suma por parejas (en inglés es
conocido como pairwise summation o como cascade sum, véase [3]).
Para que la pérdida de precision del algoritmo suma acumulada
sea notable, el nimero de sumandos debe ser significativamente gran-
de: si el nimero de sumandos es m = 2 x 10%, con sumandos constantes
redondeados a 8 cifras decimales, a; = 0.33333333, 7 = 1,2,...,m,
la suma acumulada (exacta y redondeada) de los primeros 10° su-
mandos es 10°(0.33333333) = 333333.33, que al anadirle un sumando
més, se obtiene flg(333333.3340.33333333) = f15(333333.66333333) =
333333.66, lo que significa que la suma acumulada de los primeros 10°
sumandos, Unicamente «vera» las primeras 2 cifras significativas del
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resto de los sumandos, por lo que la suma acumulada total perdera 6
cifras significativas de precisién de las 8 cifras. Si se usa redondeo a p
cifras decimales para calcular una suma de m =~ 10" sumandos cons-
tantes e iguales a 1/3, se pueden perder hasta r cifras significativas de
precision de las p cifras. En general, para el calculo de promedios de
nimeros positivos no necesariamente constantes, a, as, . . ., a,,, Se pue-
de perder poca o mucha precisiéon con suma acumulada dependiendo
de algunas variables como: redondeo de los sumandos, el niimero y dis-
tribucion de los sumandos. El ejemplo que hemos discutido indica qué
tanta precision se puede perder.

. Por qué suma por parejas pierde poca precision? Si analizamos
el algoritmo vemos que se evita hacer sumas acumuladas con mu-
chos términos, que es donde se puede perder precisién. Si el nume-
ro de sumandos m es muy grande, el algoritmo de suma por pare-
jas hace sumas acumuladas de aproximadamente log,(m) términos. Si
m es enorme, por ejemplo m = 10%° ~ 2644 entonces el algoritmo
calculard sumas acumuladas de aproximadamente 67 términos. Como
67 < 100 = 102, se pueden perder aproximadamente 2 cifras de preci-
sion.

4. Ejemplos numéricos

En los siguientes ejemplos usaremos MATLAB 2023b, Python 3.12.4, y
Octave 9.2.0 para hacer los calculos de sumas y promedios. Estos len-
guajes de programacién incluyen dos instrucciones para calcular pro-
medios o sumas: la instrucciéon sum y la instruccién mean. Si x es un
arreglo de m nimeros, con la instruccion sum se calcula la suma de las
entradas de z; si se desea calcular un promedio, la suma calculada se
divide entre m. La instruccion mean calcula el promedio de las entra-
das de z; si se desea calcular la suma de las entradas del arreglo z, el
promedio se multiplica por m. En MATLAB y Octave se pueden usar
ambas instrucciones con los tipos de variables numéricas: a) precisiéon
sencilla (single) b) precisién doble (double).

La precision sencilla es similar a hacer un redondeo a 8 cifras de-
cimales; no es equivalente ya que en MATLAB, Octave y Python, los
nimeros se representan con cifras binarias en lugar de decimales (véase
[2]). De la misma manera, la precisién doble es similar a hacer redon-
deo a 16 cifras decimales. Una ventaja de usar variables de precisién
sencilla sobre doble, es que se usa menos memoria : una variable en pre-
cision sencilla requiere 4 bytes en lugar de los 8 bytes de una variable
de precision doble, lo cual es una ventaja cuando se almacena una gran
cantidad de datos en la memoria de la computadora. Una desventaja
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es que, como veremos en los siguientes ejemplos, al calcular promedios
o sumas de una gran cantidad de ntimeros (por ejemplo 10® nimeros)
con suma acumulada, se pueden perder hasta 8 cifras de precisién, y
como consecuencia, el promedio calculado en precision sencilla podria
tener cero cifras significativas correctas. En cambio, en precision doble,
si el calculo tiene 8 cifras incorrectas, atin quedan 8 cifras correctas ya
que precision doble usa aproximadamente redondeo a 16 cifras deci-
males. Por otra parte, si el promedio es calculado en precision sencilla
con suma por parejas, el cdlculo perderd poca precisién aunque el
nimero de sumandos sea enorme (102°; por ejemplo), por lo que vale la
pena usar precision sencilla en combinaciéon con algoritmos apropiados
en el calculo de promedios.

En Python las instrucciones mean y sum se usan Unicamente en
precisién doble (si el arreglo = se define en precisién sencilla, dichas
instrucciones primero convierten el arreglo x a precisién doble). Por lo
que no incluiremos ejemplos con Python en precision sencilla.

4.1 Ejemplos con precision sencilla

En estos ejemplos se usard precision sencilla para aproximar prome-
dios o sumas con muchos términos. En el mejor de los escenarios se
aproximaran los resultados exactos con 8 cifras significativas correctas.
Calcularemos los promedios de 6 maneras: a) suma acumulada, b)
con la instruccién mean de MATLAB y de Octave, ¢) con la instruc-
cién sum de MATLAB y Octave, d) suma por parejas.

Ejemplo 1. El cuadro [1| muestra los resultados del cdlculo del pro-
a;+ag+ -+

medio de m = 10°, con a; = 1/3 para toda j. Cada

m
a; se calcula en precision sencilla. Si se usa la instruccién sum, el re-
sultado se divide entre m. En este caso el promedio exacto redondeado
a 8 cifras es: 0.33333333.

Método de célculo | Valor calculado No. de cifras
significativas correctas
suma acumulada 0.0083886078 0
Octave, mean 0.33333334 7
Octave, sum 0.0083886078 0
MATLAB, mean 0.33324367 3
MATLAB, sum 0.33324367 3
suma por parejas 0.33333334 7

Cuadro 1
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Notamos que Octave con las instruccién sum produce el mismo re-
sultado que suma acumulada, que en este ejemplo da cero digitos de
precision. Por otra parte, la precision mas alta se obtiene con la ins-
truccién mean de Octave y con suma por parejas.

o)

Ejemplo 2. Deseamos calcular el valor numérico de s = Z e con
n=1
7 u 8 cifras decimales significativas correctas, usando una suma parcial
con precision sencilla.
Para comenzar, debemos estimar cuantos sumandos de la serie de-

bemos tomar para obtener la precisiéon deseada sin tomar en cuenta el
m

1
redondeo. Necesitamos encontrar una suma parcial s, = E — que
n=1 n
. . |s — Sl _8 .
aproxime a s con un error relativo tal que ——— < 107°, es decir,

5]

Zzozm+1 #

s
y tomando z € {m +1,m +2,m + 3,...} se tiene que 1/n*> = f(n).

Como f es decreciente y positiva, se sigue que (véase la figura 1),
o0

< 107, Para ello, tomando la funcién f(z) = 1/2% x > 0,

R | 1
/ lar< S 2
x? n?
m+1 n=m+41
y
Figura 1. La suma de las dreas de los rectangulos es mayor que el drea bajo
la grafica de y = 1/2%, = € [m + 1, ).
=1 > 1
Similarmente (véase la figura 2), g — < —dz.
n mi1 T
n=m-+2
>~ 1 1 ) .
Dado que —dr = ——, de las desigualdades anteriores se ob-
mal T m+1
tiene:

1 - Z 1 - 1 N 1
m+1 n?2 m+1 (m+1)%
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Figura 2. La suma de las dreas de los rectdngulos es menor que el drea bajo
la grafica de 1/22, x € [m + 1, 00].

o [ee]
1 1
Adema = —>1 =1 —<14+1/2+1/4=7/4
emas, s 7?:1 — LV S + 7;:2 p +1/2+1/ /4, por
lo que 1 < s < 7/4. Por lo tanto,
4 - 1 1
< 2onmm 7 < + . (1)
7(m+1) s m+1  (m+1)2

Usando la desigualdad (1), tomemos el minimo entero positivo m tal

1
que + < 107%. Para ello, sea x = 1/(m + 1). Las raiz

m+1 (m+1)2 —
1+ /TF4(10%)
5 -

1
= 9.999999900000001..x 10, Tomar m = [~—1] =
x

positiva de la ecuacién z + 22 = 1078 es x =
2(107%)
14 /1+4(10-8)

10%. Cuando m = 10%, se cumple 5.7 x 107 < m < 1078, por lo

sl
108 1 00 1
que la suma parcial g — estima el valor de E — con 8 (sin llegar
n n
n=1 n=1

a 9) cifras decimales significativas correctas. El cuadro 2| muestra los
resultados de calcular dicha suma parcial en precisién sencilla. Si se usa
la instruccién mean, el resultado se multiplica por m = 10%. En este
caso, la suma exacta es m2/6 =1.64493406684822643. . .

En este caso los resultados mas precisos se obtienen con suma por
parejas y con la instruccién mean de Octave. El resultado menos pre-
ciso es con suma acumulada y con la instruccién sum de Octave.

Ejemplo 3. Se generan m=100 millones de ntimeros aleatorios (o
seudoaleatorios) ay, asg,. .. ,an, con distribucién uniforme en [0,2/3]. En
teorfa, el promedio de dichos niimeros debe ser cercano a 1/3, que es el
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Método de célculo | Valor calculado No. de cifras
significativas correctas
suma acumulada 1.6447253 4
Octave, mean 1.6449342 7
Octave, sum 1.6447253 4
MATLAB, mean 1.6449391 6
MATLAB, sum 1.6449391 6
suma por parejas 1.6449340 8

Cuadro 2

punto medio del intervalo [0, 2/3]. Con m = 10® nimeros, se espera que
el promedio aproxime a 1/3 con aproximadamente 4 cifras decimales
(véase [I]). La sucesién de niimeros generados no es la misma en los
distintos lenguajes de programacion. El cuadro [3] muestra los promedios
calculados al usar precision sencilla.

] Método de célculo \ Promedio calculado \ Esté en el rango esperado \

suma acumulada 0.16777216 No

Octave, sum 0.16777216 No

Octave, mean 0.33332801 Si

MATLAB, mean 0.33330747 St

MATLAB, sum 0.33330747 Si

suma por parejas 0.33330745 Si
Cuadro 3

4.2 Ejemplos en precisién doble

En los siguientes ejemplos usaremos precisiéon doble para aproximar
promedios o sumas con muchos términos. En el mejor de los casos
podremos aproximar los resultados exactos con 16 cifras significativas
correctas. Usaremos los 6 métodos de la secciéon anterior junto con las
instrucciones numpy.mean y numpy.sum de la biblioteca numpy de
Python, ademds de la instruccién no optimizada sum de Python (es-
tas instrucciones no estan disponibles con precision sencilla en Python.
Debido a esto no se incluy6 Python en la seccién anterior).

Ejemplo 1. Calcularemos el promedio de ittt am’ m =

m
10°, con a; = 1/3 para toda j. Usaremos MATLAB, Octave, y Python
en precisién doble. Los resultados se muestran en el cuadro [4]
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Método de céalculo Valor calculado No. de cifras
significativas correctas
suma acumulada 0.3333333326651181 8
Octave, sum 0.3333333326651181 8
Octave, mean 0.3333333326651181 8
MATLAB, mean 0.3333333333335002 12
MATLAB, sum 0.3333333333335002 12
Python, numpy.mean | 0.3333333333334148 12
Python, numpy.sum | 0.3333333333334148 12
Python, sum 0.3333333326651181 8
suma por parejas 0.3333333333333333 16
Cuadro 4

Del cuadro se observa que Python con la instruccién no optimizada
sum, y Octave con las instrucciones sum y mean, dan el mismo re-
sultado que suma acumulada, que en este ejemplo produce 8 digitos
de precision. Dicha precision es la mas baja de los resultados mostrados.

o0

. 1
Ejemplo 2. Calcular el valor numérico de s = g — con 15 0 16
n
n=1
cifras decimales significativas correctas, usando una suma parcial con

precisién doble.

En este caso, de forma analoga al ejemplo 2 de la seccién anterior, si
m

1
S = Z —, ¥y tomando f(z) = 1/x3, x > 0, se obtiene la desigualdad:
n
n=1
1 =1 1 1
— < — < + :
2(m+1)2 n:zm:ﬂ nd  2(m+1)2  (m+1)3
de donde se concluye ues—1+§: ! <1+ L + L_2 Por
A s T AT L0 202)2 2B 4
. 2 ls — Sl
lo tanto, 1 < s < 5/4, con lo cual se obtiene < <
5(m + 1)2 |s]
1 1
2(m+ 1) + mt 1P Para estimar un entero positivo minimo m tal
1
que ~ 107 usemos el hecho de que para m

dm+ 12 mt 1
grande, 1/(m + 1) es muy pequeno comparado con 1/(2(m + 1)?), asi
que tomamos m+1 = [1/4/2 x 10-16] < 71x10°. Se puede verificar que
tomando m=71 millones, se garantiza que la suma parcial s, aproxima
a s con 16 cifras significativas.
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En este caso no hay una expresion analitica para el valor de la serie
[e.9]
I . . . .
§ = g —; . Dicha serie es el valor ((3) de la funcién zeta de Riemann, la
n
n=1

cual se puede evaluar con software especializado. Por ejemplo, con Wol-
framAlpha se obtiene: ((3) = 1.2020569031595942853997381 ... En el
cuadro [5| se muestran los resultados del calculo de la suma parcial con
71 millones de términos.

Método de céalculo Valor calculado No. de cifras
significativas correctas
suma acumulada 1.202056903150321 12
Octave, mean 1.202056903150321 12
Octave, sum 1.202056903150321 12
MATLAB, mean 1.202056903159559 14
MATLAB, sum 1.202056903159559 14
Python, numpy.mean | 1.202056903159572 14
Python, numpy.sum | 1.202056903159572 14
Python, sum 1.202056903150321 12
suma por parejas 1.202056903159594 16
Cuadro 5

Ejemplo 3. Mismo ejemplo que el ejemplo 3 de la seccién anterior,
pero en precision doble. De nuevo, el promedio de dichos niimeros debe
ser cercano a 1/3 en aproximadamente 4 cifras decimales, ya que son
10® niimeros pseudoaleatorios con distribucién uniforme en [0,2/3]. El
cuadro [0] muestra los resultados del célculo del promedio en precisién

doble.

5. Conclusiones

El célculo aritmético con ntimeros redondeados hace que se pierda pre-
cision en ciertos casos. En el calculo de promedios o sumas con muchos
términos positivos, se puede producir pérdida de precision si el algorit-
mo que se usa es el de suma acumulada. Para el caso en que se usa pre-
cision sencilla, que es aproximadamente redondeo a 8 cifras decimales,
la pérdida de precision puede ser total cuando el nimero de sumandos
es cercano a 108. Si se usa el algoritmo de suma por parejas, la pérdida
de precisién es muy baja aunque se procese una cantidad enorme de su-
mandos. En precisiéon sencilla, el algoritmo de suma por parejas produce
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Método de calculo Valor calculado Esta en
el rango esperado
suma acumulada 0.3333232569110475 Si
Octave, mean 0.3333311524303167 Si
Octave, sum 0.3333311524303167 Si
MATLAB, mean 0.3333240168830786 Si
MATLAB, sum 0.3333240168830786 Si
Python, numpy.mean | 0.33332491352753746 Si
Python, numpy.sum | 0.33332491352753746 Si
Python, sum 0.33332491352734794 Si
suma por parejas 0.3333477967616926 Si
Cuadro 6

mayor precisiéon que los algoritmos programados con las instrucciones
mean'y sum en Octave y MATLAB. En la versién analizada de Octave,
la instruccién sum produce la mayor pérdida de precision ya que sus re-
sultados son idénticos al los del algoritmo de suma acumulada. Por otra
parte, los lenguajes aqui analizados son actualizados constantemente,
por ejemplo, en Octave se actualizd la instruccién mean en precision
sencilla (pero no en precisiéon doble), con la cual Octave ahora produce
alta precision en el calculo de promedios o sumas de una gran cantidad
de ntimeros positivos en precision sencilla.

Para el caso de precision doble, que es aproximadamente redondeo
a 16 cifras decimales, en el calculo de promedios y sumas de nimeros
positivos usando 10® sumandos, se pueden perder hasta 8 cifras de pre-
cision con los siguientes métodos: suma acumulada, las instrucciones
mean y sum de Octave, y la instruccion no optimizada sum de Python.
En este caso, aun quedan al menos 16 — 8 = 8 cifras de precisién en los
calculos. Para que en precision doble el algoritmo de suma acumulada
pueda perder 16 cifras de precision, se requiere calcular promedios de
10*® sumandos positivos. En este caso, el algoritmo de suma por parejas
perderd a lo mas 2 digito de precision. Los calculos con las instrucciones
numpy.sum 'y numpy.mean de Python producen resultados con la mis-
ma precisién que las instrucciones mean y sum de MATLAB, aunque
pierden un poco de precision con respecto a suma por parejas, para el
caso de sumas de nimeros positivos.

Si el lector o lectora desea programar el algoritmo de suma por parejas
en MATLAB, Octave, o Python, se debe tener cuidado en la forma de
programarlo. Para obtener una mayor rapidez de ejecucion, se debe usar
una version vectorizada. Con ChatGPT se puede obtener un cédigo de
este tipo (usar el nombre pairwise summation en lugar de suma por
parejas y pedir una versién vectorizada).
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En resumen, el cdlculo de sumas de una gran cantidad de datos
numéricos requiere tener cuidado con el tipo de variables en las que
se almacenan los niimeros y del algoritmo con el que se hacen los célcu-
los. Problemas de este tipo aparecen en el cdlculo de promedios, normas,
sumas parciales de una serie, un producto punto, etcétera.
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