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Resumen

Una grafica G es hamiltoniana si tiene un ciclo hamilto-
niano, es decir, un ciclo que recorre todos sus vértices.
Uno de los problemas NP-completos més estudiados en
la teoria de graficas es el problema de hamiltonicidad.
La existencia de graficas no hamiltonianas di6 lugar a la
siguiente pregunta: jexistirdn graficas no hamiltonianas
tal que al quitarles cualquier conjunto de r vértices se
obtenga una grafica que si es hamiltoniana? Las grafi-
cas que responden a la anterior pregunta son llamadas
graficas r—hipohamiltonianas. En este trabajo se presen-
ta una vista panoramica de resultados clasicos y actuales
en graficas y orientaciones de graficas.

1. Conceptos basicos

Los primeros estudios que conocemos sobre las graficas hipohamiltonia-
nas datan de los afios sesenta, ver por ejemplo, Sousselier [7], Gaudin,
Herz y Rossi [4] y Lindgren [6].

Sin embargo, el actual articulo estd basado en los trabajos posteriores
de Carsten Thomassen, [§] y [9].

Una gréfica simple G consiste de un par de conjuntos finitos (V(G) y
A(Q)), donde los elementos del conjunto V' (G) son llamados los vértices
de G, A(G) C V(G) x V(G) cuyos elementos son llamados las aristas
de G y se satisfacen las siguientes dos propiedades:

e si (v,w) € A(G) implica que v # w.

e si (v,w) € A(G) entonces (w,v) ¢ A(G).

La primer condicion nos dice que la grafica no tiene lazos y la segunda
nos garantiza la existencia de a lo mas una arista entre dos vértices.
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El orden de una grafica GG es la cardinalidad del conjunto de vértices
de G.

Con frecuencia escribiremos la arista a = (v,w) como a = vw y
diremos que los vértices v y w inciden en la arista a y que son vecinos o
adyacentes. Siv € V(G), N(v), llamada la vecindad de v, es el conjunto
de todos sus vecinos, es decir, N(v) = {w € V(G)|vw € A(G)}. La
cardinalidad de N(v) o el nimero de vecinos de v se conoce como el
grado de v y se denota como d(v). El grado minimo de una gréfica G
se define como 0(G) = min 6(v) tal que v € V(G).

Un ciclo C en una grafica G es una sucesion de aristas a, ag, . .., a,
con a; = v;v;41 parat = 1,2, ..., p tal que:
e los vértices vy, v9, ..., v, son todos diferentes, y

o el vértice v = vpq1.

La longitud de un ciclo es el niimero de aristas que recorre. Por la
definicién de grafica simple, si C' es un ciclo tiene longitud mayor o igual
a tres. Un ciclo de longitud p > 3 se denota como C), = (v1vz ... vp).

Un ciclo C' en una gréafica se llama hamiltoniano si tiene longitud
igual al orden de G, es decir, recorre todos los vértices de la grafica. La
grafica G' es hamiltoniana si tiene un ciclo hamiltoniano.

Es claro que no toda grafica es hamiltoniana, lo cual da lugar al
siguiente problema, jexistiran graficas no hamiltonianas pero tal que
al quitarles un numero fijo de vértices se obtenga una grafica que si es
hamiltoniana? Esta pregunta di6 lugar a la siguiente definicion.

Definicién 1.1. Sea r un entero positivo mayor o igual a uno, una
grafica G es r—hipohamiltoniana si G no es hamiltoniana, pero al quitar
cualquier subconjunto de vértices de GG de cardinalidad r y sus aristas
adyacentes, se obtiene una grafica hamiltoniana.

Nos concentraremos primero en el caso de r = 1 y diremos simple-
mente que la grafica es hipohamiltoniana.

2. Graficas hipohamiltonianas de orden minimo

Sea G una gréfica y v € V(G), denotamos como G — v la grafica que
se obtiene al eliminar en G el vértice v y todas sus aristas adyacentes.

Definicién 2.1. Una grafica hipohamiltoniana G es una gréafica que
no es hamiltoniana pero tal que para todo vértice v € V(G), la grafica
G — v si es hamiltoniana.

Iniciamos con un lema que nos da una cota inferior y superior para
el grado minimo de una gréafica hipohamiltoniana.
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Lema 2.2. Si G es una grdfica hipohamiltoniana de orden n entonces

3<0(G) < |25

Demostracion. Supongamos que existe un vértice v € V(G) tal que
d(v) < 3. Sea w adyacente a v en G, en la grafica G — w, el vértice v
tiene grado d(v) < 2, por lo tanto, no puede haber un ciclo hamiltoniano
en G—w que lo contenga, lo cual contradice que G—w sea hamiltoniana.

Ahora supongamos que existe un vértice v € V(G) con §(v) > L”T_lj
Sea C' un ciclo hamiltoniano en G — v, por el grado de v, existen dos
vértices adyacentes a v, w y z que son consecutivos en el ciclo C', en-
tonces cambiando la arista wz por las aristas wwv, vz se tiene un ciclo
hamiltoniano en G, lo cual contradice que G no es hamiltoniana. [

Una gréfica G es ctbica si 0(v) = 3 para todo vértice v € G. Es un
resultado bésico de teoria de las graficas que para toda grafica G se
cumple la siguiente igualdad, 2|A(G)| = -, cy(g) 6(v). Lo cual implica
directamente que si una grafica es cibica entonces tiene orden par.

Lema 2.3. Si G es una grdfica hipohamiltoniana ciubica entonces G no
tiene triangulos o ciclos de longitud tres.

Demostracion. Supongamos que G tiene un ciclo (abc) y sea C' un ciclo
hamiltoniano en G — a. Como G es ctbica, los vértices b y ¢ tienen
grado dos en G — a y el ciclo C pasa por la arista bc. Pero entonces
(C — (b,c)) U (b,a) U (a,c) es un ciclo hamiltoniano en G. O

Pregunta 1: jcudl es el orden minimo de una gréafica hipohamilto-
niana?

Teorema 2.4. No existen grdficas hipohamiltonianas de orden n < 10.

Demostracion. Los casos 3 < n < 7 son inmediatos del lema

1. Sea G una gréfica hipohamiltoniana de orden n = 8 con V(G) =
{1,2,3,4,5,6,7,8} y C = (1234567) un ciclo hamiltoniano en
G — 8. Por el lema 2.2 G es cibica, por lo que podemos supo-
ner sin pérdida de generalidad que N(8) = {1,3,5}, con lo cual
los vértices {1,3,5,8} ya tienen grado tres en G. Por el lema 2.3
en GG no puede haber ciclos de longitud tres. Por otro lado, por
ser G cubica, todos sus vértices tienen grado tres por lo que de-
bemos tener las aristas (2,6) y (7,4), con lo cual tenemos el ciclo
hamiltoniano (762345817) en G, lo cual es una contradiccién.

2. Sea GG una grafica hipohamiltoniana de orden n =9 con V(G) =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Por el lema , GG no es ctbica y todo vérti-
ce tiene grado minimo tres y mdximo cuatro. Sea v € V(G)
con §(v) = 4. Sea v = 9, C = (12345678) un ciclo hamilto-
niano en G — 9 y supongamos sin pérdida de generalidad que
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N(9) ={1,3,5,7}. El siguiente cuadro nos demuestra que el con-
junto de vértices {2, 4,6, 8,9} es un conjunto independiente, es de-
cir, no existen aristas entre sus vértices, en otro caso llegariamos
a que la grafica G es hamiltoniana.

’ Arista agregada H Ciclo hamiltoniano formado en G ‘

2,4) (2439567812)
(2,6) (2654397812)
2,8) (3219345673
(6,4) (4659781234)
(8,4) (3432195678)
(6,8) (6870123456)
Cuadro 1. Ciclos hamiltonianos.

Por otro lado, cada vértice par debe ser adyacente al menos a
un vértice impar para tener grado mayor o igual que tres, y cada
vértice impar, a excepcién del 9 ya tiene grado tres, por lo tanto, el
conjunto de vértices {1, 3,5, 7} también es independiente en G. Si
V(G) =V1UV, donde Vi = {2,4,6,8,9} v Vo = {1,3,5,7} y para
toda arista a = vw, se cumple que v € V; y w € V5, es inmediato
ver que en la grafica G — {1} no existen ciclos hamiltonianos, por
lo tanto G no es hipohamiltoniana. O]

Pregunta 2: ;Qué sucede para graficas de orden n mayor o igual
que diez?

En el trabajo de tesis de T. Hoekstra ([5]), se demuestran de manera
exhaustiva las siguientes dos afirmaciones:

e para n = 10 existe, salvo isomorfismo, una tnica grafica hipoha-
miltoniana, a saber, la gréifica de Petersen (figura 1).
e no existen graficas hipohamiltonianas de orden 11 y 12.

Por otro lado, en [2] se demuestra que no hay graficas hipohamilto-
nianas de orden 14 y en [I] se demuestra que no hay graficas hipoha-
miltonianas de orden 17.

3. Graficas hipohamiltonianas de orden 10 < n y
n=#11,12,14,17

Una vez que sabemos de la existencia de una tnica grafica hipohamilto-
nina de orden minimo 10, y que no existen graficas hipohamiltonianas
de orden n € {11,12,14,17}, es natural hacernos la siguiente pregunta.

Pregunta 3: ;Existen graficas hipohamiltonianas diferentes a la
grafica de Petersen?
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Figura 1. Gréfica de Petersen.

A continuacién vamos a definir una familia infinita de graficas hi-
pohamiltonianas de orden 3m + 4 para m > 2, conocidas como las
graficas Gs(m), ver [3].

Para m > 2, se define el conjunto de vértices de G5(m),

V(Gs(m)) = {b,u1,uz,uz, a, as, . . . azm}

y su conjunto de aristas,

(@i, ait1), (azm,a1) st 1=1,2,...,3m —1
A(Gs(m)) = (ui, b) si i=1,2,3
(a;,u;) si ¢ = j(mod 3).

Teorema 3.1. Las grdficas Gs(m) son hipohamiltonianas para m > 2.

Demostracion. Primero veamos que G3(m) no es hamiltoniana. Supon-
gamos lo contrario y sean 7 un ciclo hamiltoniano en Gz(m) y « el
ciclo formado por los vértices a;’s. Como ~ debe pasar por el vértice
b, v debe contener un segmento de la forma u;bu; con 7,5 € {1,2,3}.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que + =1y j = 2. De la
misma forma como 7 debe pasar por todos los vértices de «, tenemos
que vy contiene a o — {(ag, ag+1), (@n, ani1)}. Esto quiere decir que
contiene a las aristas (ax,u;) y (an,w;) con i, € {1,2,3} .

Caso 1: j = 1, esto implicaria que existe la arista (ax;1,us) por lo
que n = 3 pero también tendria que existir la arista (a,,1,u3) lo cual
es una contradiccion.

Caso 2: j = 2, tenemos que existe la arista (ag.1,u3) por lo que
n = 3 lo cual genera un ciclo distinto de v contenido en v lo cual es
una contradiccion.

Caso 3: j = 3 entonces existe la arista (axi1,u1), n = 2 y existe la
arista (an41,us) pero en este caso vy serfa la unién de dos ciclo ajenos
lo cual es una contradiccion.

Para ver que G3(m) — v es hamiltoniana basta considerar 3 casos:
Gs(m) — a;, Gs(m) — u; y Gs(m) — b que contienen los ciclos hamilto-
nianos que se muestran en la figura 2. O]
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Gs(m) - ui Ga(m) - ai Gs(m)-b

Figura 2. Ciclos en G3(m) — v.

Pregunta 4: ; Existe alguna operacién de gréficas que nos permita
construir una grafica hipohamiltoniana a partir de una o mas graficas?

A continuacién, daremos la construccién de Thomassen (ver [§]), para
obtener una nueva grafica hipohamiltoniana a partir de dos gréficas
hipohamiltonianas.

Sean (G y G5 dos graficas hipohamiltonianas que contienen cada una
un vértice de grado 3, x y y respectivamente. Sean N(x) = {z1, z9, 23}
y N(y) = {yl,yQ,yg}. Sean H1 = G1 — Xy H2 = G2 — Y.

Entonces nuestra nueva grafica G = Gy * G4 es la grafica obtenida al
tomar la uniéon de Hy con Hjy identificando los vértices x; con y; en un
solo vértice para ¢ = 1,2, 3 como se puede ver en la figura 3.

Xo
Gy Gz f Vo

Figura 3. La construccién de Thomassen.

Teorema 3.2. 5t G y Gy son grdficas hipohamiltonianas entonces la
grifica G = G x Gy es hipohamiltoniana.

Demostracion. Primero veamos que G no es hamiltoniana. Supongamos
lo contrario y sea v un ciclo hamiltoniano en G. Tenemos que v =
P, U P, U P donde cada P; es una x;x;,1 trayectoria.

Como V(H;) N V(Hy) = {1, 29,23} tenemos que P, U P; C Hj
con 7,7,k € {1,2}. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
1 =k=1y 7 =2 Entonces P, UP; es una trayectoria hamiltoniana en
Hyy PUP,U{z1zx3} es un ciclo hamiltoniano en G lo cual es una
contradiccion.

Para ver que G — z es hamiltoniana para todo z € V(G) tenemos dos
casos:
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Caso 1: z ¢ Hy N H,. Podemos suponer que z € H;. Sea I' un
ciclo hamiltoniano en Gy — z, entonces I' — x es una x;x; trayectoria
hamiltoniana en H; con {7, j} C {1,2,3}. Andlogamente sea I un ciclo
hamiltoniano en G — z, con {i, 7, k} = {1,2,3}, entonces IV — y es una
x;x; trayectoria hamiltoniana en Hs,. Por lo tanto (I' —2) U (I" — y) es
un ciclo hamiltoniano en G — z.

Caso 2: z € H; N Hy . Supongamos sin pérdida de generalidad que
z = x1. Consideremos G — z, como G; es hipohamiltoniana G; — z
tiene un ciclo hamiltoniano I'; para ¢« = 1,2. Entonces I'; — z es una
Toxg trayectoria hamiltoniana en H;. Por lo tanto I'y U T’y es un ciclo
hamiltoniano en G — z. O]

Observacién 3.3. Si los érdenes de las graficas G y G2 son m y n,
respectivamente, entonces la grafica G = G * G4 tiene orden m +n —5.

Olvidémonos por un momento de la teoria de graficas y veamos el
siguiente teorema de teoria de los ntimeros.

Teorema 3.4. Sean z,y € N definimos la operacion * : N x N — N
como xxy =x+y—>5 Sea A= {10,13,16,19,22}, entonces dado
x> 10 € N—{11,12,14,17} existen x1,22,...,x; € A tales que x =
l’l*{L'Q*---*J)j.

Demostracion. Primero notemos que: 15 = 10 % 10, 18 = 10 % 13, 20 =
10 %10 % 10, 21 = 10 % 16.

Procederemos por induccién tomando como base n = 22. Sea k €
N,k > 23 y supongamos que para todo m tal que 23 < m < k se
cumple la hipodtesis de induccién. En particular tenemos que existen
T1,T2,...,0; € Atales que k —2 =z x xo % - - *x x5

Caso 1: x; # 22. En este caso tenemos que x; + 3 € A. Entonces
E+1=x1 4+ 3%xx9%...%x;.

Caso 2: x; = 22. Observemos que 25 = 10 % 10 % 10 * 10. Entonces
r1+3 =25y tenemos que kK +1=10*10* 10 * 10 x z9 * ... ¥ ;. [

La construccion de Thomassen junto con este teorema de teoria de
los niimeros nos permiten tener el siguiente resultado sobre la existencia
de graficas hipohamiltonianas.

Teorema 3.5. Para todo n > 10 € N — {11,12,14,17} existe una
grafica hipohamiltoniana de orden n.

4. Digraficas hipohamiltonianas

Si a las aristas de una gréafica les ponemos orientacion o hablamos de
pares ordenados de vértices, tenemos flechas en lugar de aristas y damos
lugar a lo que se conoce como una digrafica.
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Observemos que en el caso de digraficas la flecha (u,v) # (v, u).
Ademas en una digrafica G podemos tener un ciclo de longitud dos de
la forma (uvu).

Si G es una digrafica y v € V(G), definimos el exgrado e ingrado de
v, respectivamente, como 6 (v) = [N (v)| = {w € V(G)|vw € A(G)}|
y o (v) =|N"(v)| = {w € V(G)|wv € A(G)}|, respectivamente.

Un ciclo orientado C' en una digrafica se llama hamiltoniano si tiene
longitud igual al orden de GG. La digrafica G es hamiltoniana si tiene
un ciclo orientado hamiltoniano.

De manera similar al caso de graficas, sea r un entero positivo ma-
yor o igual a uno, una digrafica G' es r—hipohamiltoniana si G no es
hamiltoniana, pero al quitar cualquier subconjunto de vértices de G de
cardinalidad r y sus flechas adyacentes, se obtiene una digrafica hamil-
toniana.

Si r = 1 diremos simplemente que la digrafica es hipohamiltoniana.
Veamos ahora dos propiedades basicas de digraficas hipohamiltonianas.

Lema 4.1. Sea G una digrdfica hipohamiltoniana. Entonces para todo
v € V(G) tenemos que 67 (v) > 2 y o~ (v) > 2.

Demostracion. Sea v € V(G). Consideremos z € NT(v). Como G es
hipohamiltoniana tenemos que G — z tiene un ciclo hamiltoniano. Esto
quiere decir que existe y € V(G), y # = tal que y € NT(v). Por lo
tanto 7 (v) > 2. Andlogamente si tomamos z € N~ (v) obtenemos que
0 (v) > 2. O

Lema 4.2. Sea G una grafica orientada hipohamiltoniana de orden n.
Entonces para todo v € V(G) tenemos que §+(v) + 4~ (v) <n — 1.

Demostracién. Supongamos lo contrario y sea x € V(G) tal que 67 (x)+
0 (z) = n— 1. Como G es hipohamiltoniana existe un ciclo hamil-
toniano C' en G — x. Como C' es hamiltoniano tiene longitud n — 1
esto quiere decir que = es adyacente a todos los vértices de C. Pero
esto implica que existen w,v € C tales que la flecha (w,v) € C'y
(w, ), (z,v) € A(G) por lo que podemos sustituir la flecha (w,v) en C
por la trayectoria wzv obteniendo un ciclo hamiltoniano en G lo cual
es una contradiccion. O

Finalizamos esta seccién con el siguiente resultado de C. Thomassen,
ver [9].

Teorema 4.3. Existen digrdficas hipohamiltonianas de orden n para
toda n > 6.
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5. Graficas y digraficas r-hipohamiltonianas para
r>2

En esta seccion presentamos los resultados més actuales y conocidos de
graficas y digraficas r-hipohamiltonianas para r > 2.

Iniciamos con la siguiente definicién que nos permitira entender el
resultado principal de esta seccién.

Definicién 5.1. Para un entero n > 2 y un conjunto de saltos S C
ﬁ
{1,2,...,n — 1}, la digréfica circulante (), (S) se define como

V(G (8) = {0,1,.on — 1}

ACn (8)) = {(i,(i+5) médn):0<i<n—1,j€S}

Finalizamos nuestro articulo con los siguientes:

e Hasta el momento no se conoce la existencia de graficas r- hipoha-
miltonianas para r > 2.

e Hasta el momento no se conoce la existencia de digraficas r-hipo-
hamiltonianas para r > 3.

e Las tnicas familias de digraficas 2-hipohamiltonianas son las dos
siguientes, que pueden verse en detalle en [10].

1. Si k =6my m > 2, la digréfica circulante 8’% (2,3,k+2) es
r—hipohamiltoniana para r = 1, 2.

2. Sik = 15m y m es impar, la digrafica circulante 5% (5,6, k+5)
es r—hipohamiltoniana para r = 1, 2.
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