LNS  CONJUNTOS,

Por Manuel Lépez Mateos (*)

Lo primero que se nos viene a la cabeza al cir hablar de

este tema es lo sigulente: bueno, v ¢{qué es un conjunto? Esta

no es una pregunta ficil. Escuchemos:
- Un conjunto es una coleccidn de obJetos.
- Muy bien, y :{qué es una coleccidn?
- iAh! Una coleccidn es una reunidn de objetos.
- i0h!, yv... :qué es una reunidn?
- Ejem, ejem, una re..., una reunidn...

~ 81, dime ahora que es una reunidn

- Una reunidn es un..., jva sel, es algo asi como un montdn

de objetos, como un conjuntc de objetos.
- Y, ¢{qué es un conjunto?

- al muere.

Nos damos cuenta en el didlogo anterior que en cada intento

de definir confuntce, empleamos un sindnimo. jNada mis lejano de

la definicidn de definicidn!

Esto no significa que es imposible definir el concepto de -

conjunto, peroc si nos hace ver gue la manera de definirlo debe

ser muy camplicada » ¥ de hecho lo es. Pero el gue no podamos de-

finir por ahcra el concepto de conjunto no nos impediri manejar
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lo {(tecdavia no estd muy claro lo que es el {tilempo vy nadie se -
inmuta cuando en la XEQK dicen muy serios -...ponga a tiempo

su reloj. Son las 11 hrs. con 13 minutos...piip).

Asi que partamos de 1o sigulente: Todos tenemos un cono-
cimientc intuitivo del concepto de conjunto. Esto quiere de-
cir que si, por ejemplo, hablamos del conjunto de personas -
inscritas en Cdlculo 1 en la Facultad de Ciencias de la UNAM,
sabremos de qué estamos hablando. Queremos decir con esto que
sl nos muestran cualquier persona o cosa, tendremos capaci--
dad de saber 3i la persona o cosa en cuestidn pertensce o nd

al conjunto.

Pues bien, esto es precisamente lo que vamos a exlgir de
un conjunto: que dade cualquier objete podamos decir =i ese
obJjeto partenece o no pertenece al conjunto, entendiendc gue
no se puede pertenecer y no pertenecer al mismo tiempe a un
conjunto.

(Es posible que mucha gente no esté de acuerdo con la ul-
tima frase, pero actualmente se maneja asi 1a Teoria de Con-

juntos).

Un ejemplo: Consideremos el conjunto de calificaciones fi-
nales obtenidas por los estudiantes de la Facultad de Ciencias
de la UNAM el segundo semestres de 197Y4.
Este conjunto estd bien definido, es decir, que si mostra -

mos cualquier objeto somos capaces de deciv si pertenece o nd



al conjunto. Por ejemplo: el nimero 3.14159265358979323846,..
comunmente llamado N, no pertenece al conjunto, mientras que
las letras MB si pertenecen al conjunto; el {l1timo discurso -
de Fcheverria no pertenece al conjunto, mientras que las le--
tras juntas NA si pertenecen al conjunto. De hecho, los ele—-
mentos del conjunto en cuestidn son los objetos NA, S, B, MB.
Para saber si alglin cbjeto pertenece o nd al conjunto que nos

ocupa, bastard comprobar si es ¢ nd uno de los elementos men-

cionados.

Parsceria entonces que cada vez que dijéramos: sea C el -
conjunto de objetos con determinada propiedad, estariamos ha
blando de un conjunto bfen defindide. La cuestidn no es agi de
simple. Construiremos a continuacidn un "conjunto" que no esté
bien definido. Es decir, construiremos algo a lo que no podremos

llamar un conjunto. Para ello escuchemos el siguiente relator

/"‘\_o_/\/

HISTORIA DEL ALFAJEME AS-SAMET, EL STILENCIOSO

(noches 1002 a 1004)

Dijo Schahrasad:

- He podido averiguar, ye monarca el afortunado, que ha--
bia en los tiempos antiguos vy en &pocas y siglos pretéritos -
en una ciudad de Az-7Zin un barbero, ducho en afeitar cabezas
y barbas, maestro en escamoﬁdar pilies y piernas y en pdner ven
tosas y sanguijuelas.

Al contrario de sus hermanos de oficio este alfajeme mos-



4

traba discresidn al hablar. Ademds su rostro reflejaba el do--

lor causado por un constante Fesar.

Asi las cosas, un dfa de los dias, se presentd en la ciudad
un muy bien vestido viajero que dijc a su criado:

- Ve al zoco y trdeme un barbero que sea callado y listo,
Que no me mareg con su hablar desmedido.

Fuese alli el criado v volvid en compafiia de As-Samet, el
cual al entrar lo saludd con el selam, contestando el viajero
“en igual forma. Y despuds dijo:

- 1Ahuyente Al3d tus pends y tus pesares y tus tristezas v
tus males!
: - Que Al& te oiga- vespondid el viajero.

- 8idi :Quieres que te pele o que te sangre?

- Afé&itame la cabeza en seguida.

Al oir esto el barbero con cara seria exclamd

- iYe mulai! No tomes a mal lo que te pregunto pero necesi
to saber por que no lo haces tu mismo, porque A4 fu puedes yo
no puede y 54 tu no puedes Yo AL puedo,

A lo cual contestd asombrado el viajero:

- iQué es esto? Me ahogas y mareas, yo te llam@ tan solo -

bPara que me afeitases la cabeza ¥ tu me sales con frases incog

prensibles. (Qui es eso de poder y no poder? D&jate de sandeces.

~ Por Ala -dijo el barbero- que si supieras de lo que se -
trata, comprenderias mi congoja vy no me reprocharfias con esas

palabras. Que t{i por venir de lejos no puedes saber del peli--



gro que corre mi cabeza.

El viajero era un hombre muy sabio y conocia muchas extra-
flas y raras historias, mostrd interés por oir la del barbero,
pensando que le haria conocer nuevas cosas y aumentar su sabi-
duria v guiar mejor sus pasos. Y se acordd de los versos del

poeta: -

" Siempre que algo hayas de hacer
consulta a hombre de experiencia

v déjate guiar de &1 "

Asi que dijo:
- :Cu8l es tu historia?
A lo cual contestd el barbero...
Pero al 1ilegar aqui sorprendid a Schahrasad la aurora y cor
+5 el hilo de sus palabras seductoras.
¥ ﬁA NOCHE 1003 PROSIGUIO SU RELATO EN ESTA FORMA:
- Ha llegado a mis oidos, ye monarca el afortunado, que el
viajero de mi cuento le dijo al barbero:
- Cuéntame entonces tu historia.
A lo que el barbero respondié diciendo
_ iYe, sidi! Has de saber (pero Ald es el més sabio) que el
emir de los creventes dandose cuenta de la escasez de maesiros
en mi oficio, que el nuestro es de categeoria y vya dijo un poeta
nombrado:
" Son los oficios todos comparables
al hilo de un collar
v el barbero la perla inapreciable

que en é1 prendida v&



En el saber a todos aventaja
¥ s tanto su poder
que los reyes agachan la cabeza

bajo la mano de &1".

— Por favor -dijo el viajero- continfia con la historia.

Y asi siguid diciendo el barbero

- Pues ante la escasez de maestros en mi oficioc, el emipr -
de los creyentes did drdenes de que Los banrberos afeitdnamos -
8680 aquellas pernsonas que no puddieran hacerlo por 551 mismas.

- Justo es, me parece —comentd el viajero-

- iGuay de mi ! No Dermita Al& que lo dude. Y es por eso, -
ve el viajero, lo que me quita el suefio; el pensar si he deso-
bedecido o nd a mi sefor.

- iYe scheij ! Explicame que no acierto a comprender

- El asunto es asi, poderoso sefior, que al agfeltarme el --
viernes (pues cuentan de Ibn-Abbas que decfa: "A quien se pela
en dia viernés, libralo AlX de setanta enfermedades'") plenso -
que puedo afeltarme por mif mismo Y entonces no deberfa afeitan-
me el barbero jque oy Yoi

Othas veces plenso que Ai noe me agelito, entonces como no --
puedo hacenlo, Lo debe hacer un barberg pern mi, iPerc no hay -
mds barbers aqui que yoi iComprendes ahora mi trhibubtacifn?

Al oir esto el viajero se levantd admirado de la profundi-
dad de pensamiento del barbero y le dijo

- Ye barbero, =1 discrefo, me parece que nunca (Ald lo sa-

be) habia ofdo historia tan interesante. Cesen tus tribulacio-



nes, estas ante el emir de los creyentes.
Pero al llegar aqui sintidé Schahrasad que venia va la ma-

fana y atajd el flujo de sus fluyentes paiabras.

Y LA NOCHE 1004 SIGUIO DICIENDO LA MUCHACHA:

- He llegado a saber, ye monarca el afortunadc, que el
rey de Az-Zin, maravillado por las palabras de As-Samet, se
le did a conocer, al instante el barbero cayd al sueloc postra
do e invacando el nombre de Al4 dijo, como anunciaban el selam
del viernes en los alminares.

- 1B—Ismi—1»1ahiﬂr—rahmani—r—rahimil

No hay mas dios gque el Dic y Mohammed es, con teoda verdéd,
el profeta de Al& |

Regocijose el rey de Az-Zin al ver ¥y oir esto y rompid a
peir con tal gana que perdid el sentido.

Llamé despuds el rey de Az-2Zin a Ira-Ma, la mas bella de
sus concubinas v mandd que pusiesen aquella historia por escri
to y asi lo hicileron sus cronistas y luego la colocaron en la
alhacena del soberano.

En seguida dijo al barbero que no temiera, que podia afeil
tarse cuantas veces quisiera. Acto seguido lo gratificd con
un traje de honor. le asignd estipendios y le nombrd, ademis,
barbero del reino y su comensal.

Y vivid, el barbero, de allil en adelante vida regalada, -
de continua delicia y no intérrumpida dicha, hasta que fue
por &1, la rematadora de los goces y dispersadora de reunio--

nes.

//ﬂ_h\\“—r o) ~_,f”—-ﬁ‘\‘



Nota aclaratoria: Esta historia guarda alguna semejanza
con la "Histeria del Alfajeme de Bagdad" (noches 33 a 37) y ~
no aparece en ninguna de las 1001 noches porgue Schahrasad la

guardaba como Gltimo recurso. jPero Ald es el mis sabio!

Tratemos de construir un conjunto con personajes del rela
to anterior.
Sea B el conjunto de personas a las que afeita el barbero.

(B es un conjunto?

¢Dado cualquier objeto, podemos decir si pPertenece o né a

Llamemos b al barbero.
1. ¢Pertenece b al conjunte B?

2. ¢No pertenece b al conjunto B?

Supongamos que la respuesta a la pregunta 1 sea: Si,b per
tenece a B. Es decir que b estZ en el conjunto de Fersocnas a
las que afeita el barbero;ipero b ez el barberoi, es decir, -
que al barbero lo afeita el barbero; se desprende de aqui que
b es una persona que se puede afeitar a si misma y por lo tan
to a b no lo puede afeitar el barbero (el barbero solo afeita
a aquellos que no lo pueden hacer por si mismos), es decir que
iii b no pertenece a B !}!

E1l suponer que b pertenece a B nos lleva a concluir que b

no pertenece a B.

De manera aniloga, si suponemos que bno pertenece aB ten-

ir




"

dremos que b no es de las personas a las que afeita el barbe-
fo ( B es el conjunto de las personas a las que afeita el bar
bero), es decir gque b es de las personas gue se pueden afeitar
por si mismas, pero b es el barberoc y el que b se afeite por
sf mismo quiere decir que a b lo afeita el barbero, esto nos

conduce a afirmar que ib es un elemento del conjunto Bj

Al suponer gue b no pertenece a B llegamos a la conclu--
si6n de que b pertenece a B,

Podemos sacar en claro lo siguiente:

El "conjunto" B no estd bien definido ya que hay al menos
un objeto, a saber b (el barbero), del cual no podemos decir
si pertenece o nd al "conjunto".

Pues bien, a este tipo de cosas no les llamaremos conjun-
tos. Para que a algo le podamos llamar conjunto debemos ser -
capaces de decir acerca de cﬁaﬂquien objeto, si es elemento o

nd del conjunto en cuestidn.

Supongamos que A @s un conjunto y X es un objeto. 51 x es
un elemento del conjuntc A , escribiremos xXeA; que se puede -
leer: " x es un elemento de A", " x pertenece a A" & " X estd
en A".

Si x no es un elemento del conjunto A, escribiremos xéA

" 1"t

x no es un elemento de A ", " x no perte

que se puede leer:

" x no estid en A M.

nece a A " 5
Por ecjemplo, si denotamos por N el conjunto de los nimeros

naturales, sabemos que:
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leN, -8 ¢N, 1/3 ¢N, 1 ¢N,/2 ¢N, 8624« N, 0 N . 8i denota--
mos por Z el conjunto de los nimeros enteros, sgabemos que:
le 2, -3 €2, 1/34 2,1 2, /3 ¢ Z, 862UcZ, 0 ¢a,

Y s1 denotamos por Q al conjunto de los niimeros raciona-
les, sabemos que:

1€Q, -3¢Q, 1/3¢Q,wdQ ,vyT¢ Q, 8624eQ, 0eQ.

Asimismo si denotamos Por I el conjunto de los nfimeros -
irracionales sabemos (v si no 1o sabemos, lo sabremos dentro
de pocec) que:

1¢ I, -3 4T, 1/34 I, 7 ¢ I,/7 I, 8524 i, 0 41 .

Y si (jufi) por Gltimo, denotamos Por R a los niimeros —-
reales, sabemos que:

leR, -3 ¢R, 1/3¢ R,me R,/Z ¢ R, 8624 R, 0c¢R,

Cuando hablamos de un conjunto lo podemos hacer, esencial
mente, de dos maneras: diciendo explicitamente cuales son --
sus elementos & enunciando alguna propiedad que caracteriza
& es0s elementos, es decir, alguna propiedad que cumplan los
elementos del conjunto pero que s0fo effos cumplan. Por ejem-

plo:

51 B es el conjunto de los miltiplos de 10 comprendidos

entre el 1 y el 100, podemos escribir:

B ={10, 20, 30, u0, 50, 60, 70, 80, 90, 100}

(@1

oe]
I

{x M |x= 10n ; n = 1yee.,10 }
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Si P es el conjunto de los pares positivos, podemos es--

cribir:

o
1]

{2, 4, 6, ... }

O bilen

o
n

[x €2 1% = 2n, neN }

En cada caso escogeremos la notacidén mis adecuada.

Consideremos ahora los conjuntos Ny Q. Vemos que cada
elemento de N es un elemento de Q, es decir que cada nimero -
natural lo podemos representar como el cociente de dos ente--
ros; esto lo podemes escribir simbdlicamente de la siguiente

manera:
X eN => xe Q,

que se puede leer: "Si x estd en N, entonces x estd en Q" & "x en N,
implica x¢@Q". Todo lo anterior lo expresamos diciendo que N -
estd contenido en Q & que Q contiene a N & que N es un sub-

conjunto de Q.
Es natural entonces definir la contencidén de la siguiente
manera:

Vefinicibn. Sean A y B dos conjunteos. Decimos que A estd -
contenido en B (o que A es un subconfjunte de B) si cada elemen
to de A es a su vez un elemento de B.

Simb&licamente:

Ac B <> - Ne A = X €B .



Sabemos por ejemplo que:

NecZ2 ; 2cQ y QcR

Vefindicion, Diremos que los conjuntos A y B son iguales
¥y lo escribiremos A = B s1 A es un subconjunto de B y B es

un subconjunto de A. i,e,

si A< B y B cA
Esto es equivalente a decir que A=B si xeA <=> xeB

Defindaibn, A es un subconjunto piropie de B si:
i) AgcB
1i} existe algin x¢B tal que x €4,

es decir si A es un subconjunto de B pero no es B, o sea que

existe algln elemento de B que no estd en A.

Ejemplo: Sea N el conjunto de los nimeros naturales, y

P = { xelN | X = 2n, n €N } el conjunto de

los pares.

Vemos claramente que PcN y que hay elementos de N, a sa
ber cualquier nimero impar, que no son elementos de P. Por

lo tanto, P es un:subconjunto propioc de N.

Cuando trabajamos con conjuntos, generalmente lo hace--

mos pens@ndolos como subconjuntos de un conjunto "mayor" --
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( 1a palabra"mayor" estd perfectamente mal empleada. Mis ade-
lante, cuando veamos correspondencia biunivoca, aclararemos
el porqué&), como subconjuntos de un conjunto con otros ele--
mentos, ademis del & de los conjuntos consiZerados, A ese -
AY
conjunto"mds general” & a ese conjunto que nos sirve de con-

texto, lo llamaremos conjunto universal y ilo denotaremos por

Q . (fig. 1)

Fig. 1

Por ejemplo, 2i estamos hablando de ntmeros naturales y
estamos trabajando con conjuntos cuyos elementos son niimeros
naturales, v no vamos a emplear mas gque este tipo de nilmeros,

es claro que nuestro conjunte universo serd el conjunto N.

Dado el conjunto A< podemos construir un conjunto aso--
ciado al conjunto A, & ese conjunto lo llamaremos el comple-
menio de A y estd definido como el conjunto de "puntos" de
¢ que no pertenéden a h. Iste conjunto sera denotado por -

A® . Tenemos entonces que:

A = { xef@|xén}
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Podemos representar gré&ficamente a A°S por medio de los -

llamados "Diagramas de Yenn" (fig. 2)

: RN Lo

OO \\;\

T

) ™, .\\
.

La parte sombreada de iz figupa 2 representa a los pun-
tos de f que no estin en A. Representan a"lo que le falta a

A para ssr Q".

Aseguramos 1o siguiente: que { A%)¢ = A

Para mostrar que la afirmacién anterior es cierta, debe-
mos hacer ver que se cumple la definicidn de igualdad entre

conjuntos, es decir, que:
i) (a%)° ca

y 1ii) Ae(a®)€

(i) Para que ( A%)® sea un subconjunto de A, debemos te
ner que cada elemento de ( A®)® sea un elemento de A (defi-

nicidn de subconjunto).

Sea entonces xe(a9°¢
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El que x sea un elemento del complemento de A® significa que x & AC.
Los elementos de AS cumplen la propiedad de no pertenecer a A.
1 que x¢A® quiere decir que x no cumple esa propiedad, por lo

tanto % ¢ A.

Tenemos entonces que xe (AS)% =» xe A, lo cual demuestra -
(id.

La demostracidn de (ii) es andloga vy la sugerimos como --
ejercicio.

Pueg bien, al haber demostrado

(i) (A%)% ¢ a
y o (1i) A< (A%)E

hemos demostrado que (AS)S = A

A continuacidn definiremos algunas operaciones entre con--
juntos y enunclaremos sus propiedades fundamentales como propo

sicilones.

La Infenseccidn,

Definicidn. Sean A y B dos conjuntos, La {nterseccddn de -
Ay B se denota por A n B y es el conjunto formado por los ele

mentos comunes de A v B, i.e.

AnB={x e | %x eAyx eB}
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La zona sombreada de la figura 3 representa An B

n

Fig. 3
Ejémplos.
1. 08iAa=1{1,2,3,4,5 } yB=1{2,u,57,8 }, tendremocs que:
AnB = {2,4,5 }
2 i C = {a,c,d,f,h } v D= {d,h,j,i,x }. entonces:
CnD = {d,h }
3 Si E = {1,3,5,9 } v F = {2,4,6,8,10 } vemos no existe al--

gln elemento comfin a E Yy F. En este caso diremos que la in

terseccidn es vacia y escribimos En F = ¢

De hecho consideraremos a ¢ como un conjuntoc, como un conjun
to 44n elementos y le llamaremos el conjunto vacfo. Este con--—
junto ¢ serd subconjumto de cualquier conjunto, es decir, ten-

dremos que: ¢ < A para cualquier conjunto A.

Definicaedn. Si A v B son conjuntos diferentes del vacio y

tates que AnB = ¢, diremos que son ajencs.
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Asi, el conjunto Q de los nmeros racionales y el conjunto I

de los niimeros irracicnales son ajenos.

La operacidn n es una operacidn {dempotente,es decir que pa-
ra cada conjunto A, se tiene gque An A = A, La demostracidén de es

ta propiedad queda como ejercicio.

la operacidn n es conmutaidiva, es decir que dados dos conjun
tos arbitrarios A v B, se tiene que An B = Bn A. Para mostrar --

que. esto es cilerto, hay que mostrar que para cualesquiera A y B:

i) AnB ¢ Bn A

y ii) BmA ¢ An B

(i) Si xe An B entonces x¢ A y ®xe B. Podemos decir que xe¢ B y X e A,
esto es, por definicidn de interseccidn, xe Bn A. Tenemos en-
tonces gue:

xe AnB => we Bn A,

es decir que An B c BnA.
La demostracidn de (ii) es andloga y se deja como ejercicio.

La operacidn n es asccdativa, es decir An (BnC) = (AnB)nC

Proposdicifn 1, Si A y B son dos conjuntos diferentes del va-
cio, se cumple que:

. Ac B <=> AnB = A

E]l enunciado de la proposicidn nos dice que si A es subcon--
junto de B, entonces la interseccidn An B es el conjunto A, y vi

ceversa, Si1 A v B son dos conjuntos tales que AnB = A, entonces
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A < B, Entonces hay dos cosas por demostrar:

i) Ag B =>AnB =A ’

i1) AnB = A => Ac B = 4

Ataquemos primero a (i)

i) Nuestra hipdtesis es que A < B, Es decir que cada vez que
xe A, tendremos que xe B. A partir de esto v de las definiciones
de interseccibn y de igualdad de conjuntos, queremos demostrar -

que An B = A, Como de costumbre, tenemos que hacer ver que:
a) AnBc A

b) Ag AnB

(a) Sea xe AnB. Si x es un elemento de la interseccidn, en-

tonces x tiene que ser un elemento de A. i.e.

e AnB => xwe A,

Por lo tanto AfwB c A,

(b) Sea xe A. Por hipdtesis A < B, es decir que xe A => xe B,

por lo tanto

XeA => xe Ay xe B

e .
0 lo gque esg lo mismo

e A => e An B

A AnB
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Hemos demostradc gue (a) y (b} se cumplen bajo la hipdte-

sis de que AcB. Es decir hemos demostrado (i).
Concentremos ahora nuestras fuerzas sobre (ii)

ii) En este caso la hipdtesis es que A y B son conjuntos -
tales que An B = A, Tenemos que demostrar que cada vez due pa

ca eosto, se tiens que Ach,

ma v A, Cornoe A= An B,

0

wxeh => Xe An B,

Y si xe An B, % tiene que estar en B. &s decir

weh => xe AnB => xe B,

FTinalmente

Con esto queda demostrado (ii), y con ello la proposicidn.

g.e.d.

De acuerdo a la definicidn de interseccidén de dos conjun-

. . c . .
tos, vemos gque los conjuntos A y A7 son ajenos ya dque no tTie~
nen elementos comunes. De hecho Af es el conjunto de objetos

que ne son clementos de A, Podemos entonces escribir:



An A® = 4

La Unidn.

20

Definicifn., Sean A v B dos conjuntos. La unddn de A v B,

que denotamos por Au B, es el conjunto de objetos que son ele-

-

mentos de A 6 de B & de ambos, i.e.

AUB = { xef| xe A & xeB |}

donde el "&" utilizado es <nclusivo. La zona sombreada de la -

figura 4 representa a Au B,

Fig. u

Ejemplos
1. 8i A = {1,2,3,4,5 } vy B = {2,4,5,7,8 }, entonces:
AuB = {1,2,3,4,5,7,8 }
i si ¢ = {a,e,d,f,h } v D = {d,x,h,3,i}, entonces:

Cub = {a,c,d,f h,x,9,i}
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3. La unidn 421 conjunto de nfimeros raciocnales Q y el conjunto
de los niimeros irracionales I, es el conjunto R de los nime

ros reales. -
s JQul=nr

Como en el caso de la interseccidn, la operacidn unidin (v )
e5 una opevacidn:

+) idempotente

11y conmutativa

Y iil) asociativa.

Se deja como ejercicio demostrar que la operacidn u cumple

con las propledades mencionadas.

Propoasicibn 2. Si A v 3 son dos conjuntos diferentes del vacio,

se cumple que:

AuB = B <=> AcB

Demostracidn

3.

i} Supongamog que Au B
Sea xe A, Claramente x es elemento de la unién de A con cual-
quiern conjunto, en particular con B. Es decir xec Au B. Pero

por hipdtesis AuB = B, esto es, xe B.
Hemos mostrado que xe A => xe B L AcB

Conclusidn: Au B = B => AcB,.
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11) Supongamos ahora que AcB. Tenemos que demostrar gue Au B

H
jwel

Sea xe Au B, por definicién de u, tenemos que

xeA H xne B,

Pero por hipdtesis AcB (i.e. xe A => xe B).. xe B

Hemos mostrado que ¢ AUR => xe B

i.e. AUP;C_ B
Obviamento 3 ¢ Avu B.
. AUB = B,

(1) y (ii) demuestran la proposicidn.

Hay dos propiedades que relacionan a las operacicnes de unidn
e interseccidn. Las llamaremos feyes disthibutivas v las enuncia-

remos en la siguiente

Proposdicdidn 3. Si A, 3 v C son conjuntos cualesquiera, tenemos que

1) An (Bu ()

14

(AnBYu (AnC)

ii)Y Au (Bn Q)

(AuB)n (AuC)

Demostrnacibn.

1) Para corroborar la igualdad de los conijuntos An (Bu C) A
(An B)u (An C), debemos mostrar que se cumple la contencidn

mutua, es decir, que se cumple



(a)

(b
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a) An(BuC) ¢ (AnB)u (AnC)

y b) (AnB)u (AnC) ¢ An (BuC)

Debemos mostrar que cada elemento del primer conjunto es

un elemento del segundo conjunto.

Sea pues

xehn (Bul)

por definicidn de interseccidn, tenemos que

xeA yv xeBul

25to quiere decir que x es5 un elemento de A vy al menos de
uno de los conjuntos B & C. Por lo tantc x es un elemento
de AnB & x es un elemento de AnC, es decir

%e AnB & x e AnC.,

Esto implica que
xe (AnB)u (An C)

1o cual demuestra la afirmacidn (a).

Si % es un elemento arbitrario de (An B)u (AnC), x por la
definicidn de unidn deberd pertenecer al menos a uno de
los conjuntos AnB & AnC. Es decir

x e (AnB) U (AnC) => x e AnB & x e AnC.

Vemos entonces que x 5 siempre elemento de A v le queda
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'la alternativa de pertenecer a B & a C.

De aqui que podamos afirmar que
xeA y xeBuC,

=> xe¢ An{Bu C)
lo cual demuestra la afirmacién (b).

(a) y (b) corroboran que la parte (1) de la proposicidn

es cierta,

La parte (ii) se demuestra de manera aniloga.

Podemos preguntarnos como se transforman las propiedades
anteriores al obtener su complemento. A esto nos ayudaran las

llamadas Leyes de De Morgan,

Proposicién 4. (Leyes de De Morgan) Si A y B son dos conjun-

tos arbitrarios, se cumple que:

i) (AuB)® = An B®

y ii) (an B = AuB

1t

1) Mostremos -que se cumple la contencidn mutua.

Sea . xe (AuB)®, E1 que x sea un elemento del complemento

de Au B significa que x n¢ es un elemento del conjunto
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AuB, Y esto a su vez significa que X no pertenece ni a A
ni{ a B (bastaria que perteneciera a alguno de los dos pa-
ra pertenecer a la unidn).

Tenemos. entonces hasta ahora que:
xe (AuB)® => x ¢ AuB
=> x¢A y x¢B
Por definicidn de complemento, esto implica que
x ¢ A v x e B°
y de aqui que
x € A¢ n B®
Hemos mostrado que (AuB)® ¢ A%a B
Sea ahora x ¢ A% n B®. Esto implica que

x e AS Yy Xe€ B®

=> x¢A y x¢B

Si x no pertenece a A ni{ a B entonces seri imposible que

pertenezca a la unidn de esos conjuntos i.e.

x¢ Au B,

de donde obtenemos que x e (Au B)C.

Hemos mostrado que A®nB%c(Av B)C,
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Es decir, se cumple la doble contencién y por lo tanto

la igualdad (i).

(ii) Sea xe (An B)®, Por definicidn de complemento,

x¢ An B

Como x no pertenece a la interseccidn de A y B, se tendri enton
ces que X no pertenece a A 8 que X no pertenece a B
(s1 perteneciera a los dos, perteneceria a la inter--

seccidn), es decir

x ¢A & x¢ B
=> xe A & xe B

=> xe A%y B®

Hasta aqﬁi hemos demostrado que (An B)%cA®y B®

Si xe A®uB® , entonces xe¢ A® & xe B®, esto implica
que x ¢ A & x¢B, tendremos que x no podrd pertenecer
a la interseccidn de esos conjuntos (se necesita que

pertenezca a los dos), por lo tanto podemos escribir

x¢An B

y de aqui

x ¢ (AnB)C

Esto es A®uB® c(An B)C

Hemos mostrado la doble contencidn y con ello la

igualdad (ii)
g.e.d.
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Efercicios

1.- Demostrar que es una relacidn transitiva , es decir que

si AcB y BecC, entonces AcC.
2.~ iCufl es Qc?.y {97
3.- Demostrar que Ac (A®)€

4.- Demostrar que
i) AnA = A

ii) BnAcAnB

S5.- Demostrar que

i) An (BnC) = (AnB)nC
1i) An ¢ = ¢

1ii) An2 = A

6.- Demostrar que

i) AvuvA A

ii) AuB

Bu A

iii) (AuB)uC = Au (Bu(C)

7.- Demostrar que Au (BnC) = (AuB)n (AuC)

8.~ Demostrar que (An (BuC)® = A%y (B% C©)

y (Av (BnC))S = A®n (B®uC®)





