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Resumen

En este articulo damos informacién introductoria sobre
procesos estocasticos de memoria larga. Lo hacemos a
partir del movimiento browniano quitandole algunas de
sus propiedades.

1. Introducciéon

La teoria de la probabilidad nos permite razonar y hacer calculos sobre
el azar con el rigor de las matematicas. Jacob Bernoulli dio un paso
enorme en la teoria con su libro «Ars Conjectandi». Este articulo es
una contribucion para la conmemoracion de los 300 anos de esa obra
fundamental.

El propdsito de este articulo es dar informacién de manera simpli-
ficada y breve sobre procesos estocasticos de memoria larga (también
llamada dependencia de largo alcance), que pueda atraer al lector a
interesarse en el tema. Esta escrito para lectores que tienen al menos
conocimientos basicos de probabilidad y procesos estocésticos de nivel
licenciatura, en particular el movimiento browniano, que es el proce-
so gaussiano mas importante (p.e. los libros [22) 21]). El principio de
invariancia, o teorema limite central funcional, del movimiento brow-
niano se puede ver p.e. en [28]. Un lector que sienta curiosidad por este
tema pero que no tenga conocimientos de procesos estocéasticos puede
formarse una idea general de lo que son con el articulo [20], donde se
explica de manera elemental el movimiento browniano, que es el punto
de partida de este articulo.

Los procesos que veremos toman valores en los reales, son centra-
dos, gaussianos (salvo el tltimo), autosimilares, y tienen trayectorias
continuas pero no diferenciables (excepto en un caso). El proceso més
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conocido de este tipo es el movimiento browniano, también llamado pro-
ceso de Wiener. Una de sus propiedades principales es la independencia
de los incrementos en intervalos ajenos, lo que implica la propiedad de
Markov; es decir, que la evolucion futura del proceso no depende de su
historia pasada. La caracteristica principal de los procesos de memoria
larga es que los incrementos en intervalos son dependientes sin impor-
tar qué tan alejados entre si estén los intervalos. El proceso de memoria
larga mas conocido es el movimiento browniano fraccionario, y hay va-
rios otros que también son estudiados por su interés mateméatico y por
sus aplicaciones.

Tomaremos como punto de partida al movimiento browniano y qui-
tandole propiedades (incrementos independientes, incrementos estacio-
narios, distribucién gaussiana), presentaremos algunos de los procesos
de memoria larga mas conocidos: el movimiento browniano fracciona-
rio, el movimiento browniano subfraccionario, el movimiento browniano
bifraccionario, el proceso de Rosenblatt. Los tres ultimos tienen rela-
cién con el primero. Hay muchas referencias sobre diversos aspectos de
dichos procesos. La bibliografia que aqui se incluye puede servir como
gufa de iniciacién. El capitulo 1 del libro [54] trata sobre el browniano
fraccionario y otros procesos gaussianos relacionados con él. El libro
[2] contiene informacién abundante sobre procesos de memoria larga,
aplicaciones y aspectos estadisticos. En todos los casos veremos algo
sobre la forma como fueron encontrados esos procesos.

Recordemos algunas cosas.

La distribucién de un proceso gaussiano centrado X = (X (¢),t > 0)
estd determinada por su funcién de covariancia,

Cx(s,t) = Cov(X(s), X (1)) = E(X(s) X (1)). (1)

En general la covariancia de dos variables aleatorias X y Y esta definida
por

Cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY)).

Para un proceso gaussiano X, dados cualesquiera t; < to < ... < 1,
el vector aleatorio (X (t1),...,X(t,)) es gaussiano, y todos esos vec-
tores aleatorios determinan la distribuciéon del proceso. La funcién de
densidad de un vector aleatorio gaussiano (X7, ..., X)) tiene la forma

1 1 1v—1
flxy, ... x,) = mexp{—é(x—u) C (x—p)},

donde
T EX1
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C' es la matriz de covariancias
Cov(X1,X3) ... Cov(Xy,X,)
C — . . ,

Cov(Xn, Xy) ... Cov(X,,X,)

C~! es la matriz inversa de C'y detC es el determinante de C'. Por lo
tanto un proceso gaussiano estd determinado por su funcion de valor
medio y su funcién de covariancia.

Una condicion necesaria y suficiente para que un proceso gaussiano X
tenga la propiedad de Markov es que su funcién de covariancia cumpla
la relacién

Cx(s,7)Cx(r,t)

COx(s,1) = Cx(r,r) ’

s <r<t, (2)

(ver [28], p. 254).

Se dice que un proceso X (no necesariamente gaussiano ni de segundo
orden) es autosimilar si existe una constante K > 0, llamada exponente
de autosimilitud, tal que para cualquier constante ¢ > 0 se cumple la
igualdad en distribucion

(X(ct),t >0) < (KX(t), t>0). (3)

(ver [17]).

No existe una definicion precisa de memoria larga, y esta nocién
puede concebirse de maneras distintas (ver [44]). Una idea general para
procesos X de segundo orden (no necesariamente gaussianos) es que la
covariancia de los incrementos en intervalos decaiga de manera lenta
cuando la distancia entre los intervalos tiende a infinito; es decir: dados
u<wvys<t, existe una constante k > 0 tal que

Cx(u,v,s,t;7) = Cov(X(v) — X(u), X(t+7) — X(s+ 7))
k

~ CypstT " cuando 7 — 00, (4)

donde C),, s es una constante. Algunos autores distinguen entre los
casos en que la serie

D Cov(X(1) = X(0), X(n+1) — X(n)) (5)

converja o diverja y les llaman memoria corta y memoria larga, respec-
tivamente, pero otros consideran como memoria larga simplemente una
propiedad de la forma ().

En todo lo que sigue, C significa una constante determinada por lo
que hay en paréntesis o en subindices, y puede ser distinta cada vez que
aparece.



62 LUIS G. GOROSTIZA
2. El movimiento browniano

El movimiento browniano (estdndar, en dimensién 1), W = (W (t),t >
0), es un proceso gaussiano de incrementos independientes y estacio-
narios. Es el nico proceso que tiene esas propiedades. Su funcién de
covariancia es

Cw(s,t) = min{s, t}. (6)

De la covariancia es claro que este proceso es autosimilar con exponente
K = 1/2. Sus trayectorias son continuas y no diferenciables en ningiin
punto. En todo lo que sigue, W denota al movimiento browniano.

. Qué procesos existen si se omiten una o varias de las propiedades
bésicas del movimiento browniano, pero que tengan cierto parecido con
é1?7 Si se omite la independencia de incrementos, se tiene el movimien-
to browniano fraccionario. Si se omite ademds la estacionariedad de
incrementos, se tienen el movimiento browniano subfraccionario y el
movimiento browniano bifraccionario. Si se omiten la independencia de
incrementos y la propiedad gaussiana, se tiene el proceso de Rosenblatt,
que es un caso especial de los procesos de Hermite. Existen muchos otros
procesos de memoria larga, pero los mencionados son representativos
de ciertas clases de procesos.

3. El movimiento browniano fraccionario

El movimiento browniano fraccionario de pardmetro H € (0,1), By =
(Bg(t),t > 0), es un proceso gaussiano con funcién de covariancia

1
Oy (s.1) = 5[ + 22 — |t = 5", (7)

El caso H = 1/2 corresponde al movimiento browniano, de modo que
el fraccionario es una extension del usual. Hay informacion bésica sobre
el movimiento browniano fraccionario en [45], 38| 4 [36), [44].

El movimiento browniano fraccionario fue introducido por Kolmogo-
rov [29] en 1940 (sin ese nombre y sin probabilidad) en relacién con
curvas en espacio de Hilbert, y fue estudiado inicialmente, més de 20
anos después, por Mandelbrot y van Ness [35], motivados en parte por
el andlisis estadistico que hizo el hidrélogo Hurst [25], 26] de las crecien-
tes del rio Nilo, basado en registros hechos entre los anos 622 y 1469.
Hurst estudié la estadistica R/S definida por

E(Xl,...,Xn) = maXi<i< (1 nn ) Hilnlﬁﬁ ( n )7
(L3 (X — 25,)2)1/2

S
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donde X1, ..., X, son observaciones del flujo de agua 'y S; = 23:1 X;.
Si las variables aleatorias X7, Xo, ... fuesen independientes e idéntica-
mente distribuidas, entonces la estadistica R/S creceria de acuerdo con
n'/? al incrementar n indefinidamente (como en el teorema limite cen-
tral), pero Hurst encontré que el crecimiento era de orden nf, donde H
es aproximadamente igual a 0.74. Este resultado empirico sugeria que
debia haber alguna forma de dependencia entre las variables aleatorias
X1, Xs,..., y eso condujo al movimiento browniano fraccionario. Por
ello se llamo6 a H parametro de Hurst. El efecto de memoria larga en
el flujo de los rios tiene varias causas (ver [47] y sus referencias); uno
que no es hidrélogo puede pensar por ejemplo en que el agua de la llu-
via que cae en una cuenca llega al rio de manera gradual (y aleatoria)
durante un intervalo de tiempo que puede ser largo, lo que implica que
los incrementos sean dependientes, pero influyen también las descargas
de las presas, el cambio climatico, y mas. El movimiento browniano
fraccionario también se puede obtener como limite funcional de mane-
ra analoga al teorema de Donsker para el movimiento browniano (ver
[48, 46]). Se puede ver algo de la historia de este proceso en [15], 44].

El movimiento browniano fraccionario también ha surgido como mo-
delo matematico en muchos otros campos de aplicacién ademas de la
hidrologia: turbulencia, meteorologia, geofisica, astronomia, fisica es-
tadistica, neurociencias, secuencias de ADN, biofisica, redes de comu-
nicacién, finanzas, seguros, ingenieria eléctrica, entre otros (ver [15] 2]
para aplicaciones en algunos campos).

El movimiento browniano fraccionario tiene las propiedades siguien-
tes, entre otras.

La covariancia es positiva si H > 1/2 y negativa si H < 1/2.

Se tiene

E(By(t) = Bu(s))* = [t — s|*", (8)

por lo tanto sus incrementos son estacionarios.

La forma de la covariancia indica que el proceso es autosimilar con
exponente K = H y que no es un proceso de Markov (si H # 1/2) (ver
2).

El movimiento browniano fraccionario es el tinico proceso gaussiano
autosimilar con incrementos estacionarios. Sus trayectorias son conti-
nuas y no diferenciables.

Una consecuencia de con H # 1/2 es que el movimiento brow-
niano fraccionario no es semimartingala (una semimartingala es la suma
de una martingala local y un proceso localmente de variacién acotada,
ver p.e. [6]). Esto se puede probar como en [38], usando la estacionarie-
dad de los incrementos, o de manera més general como en [§], aplicando
el hecho de que si un proceso gaussiano centrado continuo X cumple la
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condicién

alt — s < B(X(t) — X(s))* < bJt — s, (9)
con H € (0,1/2)N(1/2,1) y constantes positivas a y b, entonces X no
es semimartingala.

El calculo estocastico clasico (calculo de 1t6) es vélido solamente para
semimartingalas, (ver p.e. en [5] una version introductoria con movi-
miento browniano, y en [6] una versién avanzada con semimartingalas).
En el articulo [37] se explica la imposibilidad de definir la integral es-
tocastica con respecto al movimiento browniano de la misma manera
que en el calculo clasico. Para desarrollar un calculo estocastico re-
lativo al movimiento browniano fraccionario es necesario usar nuevos
métodos. Esto ha sido hecho de varias maneras (ver p.e. [38] 4, 36}, 56]).

La memoria larga del movimiento browniano fraccionario (con H #
1/2) estd dada por (4] con

Covse = H2H — 1)(v—u)(t —s), k=2(1—H).  (10)

El movimiento browniano fraccionario tiene la representacion integral

[35]
H-1 H

By(t) = C(H) / (s s

que es una integral de Wiener, donde (), significa la parte positiva,
y para H > 1/2

Bul(t) = C(H)/R (/Ot@s _ mf%) aW (r), (12)

donde W es el movimiento browniano definido en todo R. En intervalo
finito, para H > 1/2 se tiene la representacién integral

Bu(t) = /Ot Ut 8;? (s,r)ds] AW (), (13)

Eaw(), (1)

donde
Kuls,r) = C(H)T%H/ (=) dd, 0<s<t  (14)
0

4. El movimiento browniano subfraccionario

El movimiento browniano subfraccionario de parametro H € (0, 1),
Xp = (Xg(t),t > 0), fue introducido en [§]. Es un proceso gaussiano
con funcién de covariancia

Cx, (s,1) = 21 21 %[(s SO =P (15)

El caso H = 1/2 corresponde al movimiento browniano, de modo que
el subfraccionario también es una extensién del usual.



PROCESOS DE MEMORIA LARGA 65

La covariancia es positiva si H > 1/2 y negativa si H < 1/2.

De se sigue
E(Xu(t) — Xp(s))? = —22H71(#2H 4 g2H)
+(t+s) (=9, s <t, (16)

por lo tanto los incrementos no son estacionarios, y

(2 =227t — 9)*" < BE(Xu(t) — Xu(s))?
<(t—s)* siH>1/2, (17)

(t— )" < E(Xnu(t) — Xu(s))®
<(2-22NHt -9 i H <1/2. (18)

La forma de la covariancia indica que el proceso es autosimilar con
exponente K = H y que no es un proceso de Markov (si H # 1/2). Sus
trayectorias son continuas y no diferenciables.

De y (18] se tiene que el movimiento browniano subfraccionario
no es semimartingala (ver (9))).

La memoria larga del movimiento browniano subfraccionario (con

H # 1/2) esté dada por (4] con
Cuwst=H2H —1)(2H — 2)(v* —u?®)(t —s), k=3—2H. (19)
El movimiento browniano subfraccionario tiene representacién inte-
gral
H-1 H-1 H-1

Xu(t) = C(H) /R[(t —8) A (t+s) P —2(=s)y *JdW(s),

donde ( )_ es la parte negativa.

En [§ se demuestra que los coeficientes de correlacién de los incre-
mentos del subfraccionario no son mayores (en valor absoluto y en los
mismos intervalos) que los del fraccionario. Este hecho y el decaimiento
mas rapido en con que con muestran que el subfraccionario
estd en cierta forma «entre» el browniano usual y el fraccionario. Eso
es lo que motivo el haberlo llamado subfraccionario.

Varias otras propiedades del subfraccionario se encuentran en [8, [39,
52, 51, B8] y articulos de otros autores. Algunos autores consideran
que el subfraccionario puede ser 1til en aplicaciones donde no se puede
suponer que los incrementos sean estacionarios.

Las motivaciones para el movimiento browniano subfraccionario fue-
ron los articulos [I3] y [27], que tratan sobre tiempos de ocupacién de
sistemas de Poisson de particulas brownianas y de procesos ramifica-
dos en un espacio de medidas, respectivamente. En ellos aparecen casos
especiales de covariancias de las formas y (15), respectivamente,
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pero no hay menciones a procesos de memoria larga, quizas porque ta-
les procesos todavia no eran muy conocidos cuando se escribieron esos
articulos. Yo no sabia nada de esos procesos, pero habia leido [13, 27].
Cuando supe lo que eran el movimiento browniano fraccionario y la me-
moria larga, pensé que lo que después se llamé movimiento browniano
subfraccionario, con H > 1/2, deberia poder ser obtenido por medio de
un sistema de particulas ramificadas, de manera anéloga a [13, 27]. Eso
se hizo en [§]. En [12] se obtuvo para H < 1/2 con el mismo sistema
de particulas pero de manera distinta. Posteriormente, en [I1] se en-
contrd que el subfraccionario también se obtiene por medio del sistema
de particulas sin ramificaciéon pero con una condicién inicial diferente
(no Poisson). En el mismo ano que [8] aparecié el subfraccionario (sin
ese nombre) en [I6] en un contexto completamente distinto, como la
«parte par» de un movimiento browniano fraccionario. Suele suceder
que casi lo mismo aparezca de manera simultanea en investigaciones de
distintas personas que no sabian nada unas de las otras.

5. El movimiento browniano bifraccionario

Si un proceso gaussiano X definido en todo R tiene funcién de cova-
riancia de la forma

Cx(s,t)=r(s)+rt)—r(t—s|), stekR,

donde r es una funcién par sobre R tal que 7(0) = 0 (un tal proceso
tiene incrementos estacionarios porque E(X (t) — X (s))? = 2r(|t — s|)),
entonces a partir de X se pueden obtener otros procesos gaussianos con
funcion de covariancia de la forma

Cs,t) = (r(s) + ()" = (r([t = s)",

con una constante k € (0,1). Esto se puede hacer usando la férmula

k oo
A / (1—e ™)z, A>0, ke (0,1),
0

o= ———
I'(1-

y el hecho de que el ntcleo

e&lr(s)+r@®)—r(t—=sDl _ 1

es positivo definido para cualquier z (ver [3], Ejercicio 2.12 (h)). Esos
procesos no tienen incrementos estacionarios.

El movimiento browniano bifraccionario fue introducido por Houdré
y Villa [24], haciendo lo anterior a partir del movimiento browniano
fraccionario (extendido a (—o00,0)). Definieron el proceso gaussiano
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By x = (Buk(t),t > 0), parametros H € (0,1] y K € (0,1], con
funcién de covariancia

1
Chp e (8:1) = Q—K[(tm + M) — |t — s[5, (20)

Lo llamaron movimiento browniano bifraccionario debido a que tiene
dos parametros y a que el caso K = 1 corresponde al fraccionario. Por
lo tanto es una extension de este tltimo, y también es una extension
del browniano usual.

Las propiedades del bifraccionario con pardmetros H y K son andlo-
gas a las del fraccionario con parametro H K, pero sus incrementos no
son estacionarios, por lo que también es de interés para algunas apli-
caciones. Dichas propiedades han sido estudiadas en [24], y también en
[31), 43, 55, 54], y en varios articulos de otros autores.

El bifraccionario fue obtenido de manera analitica, como se ha visto,
a partir del fraccionario, y también en un resultado tipo Donsker en
[31].

6. Un proceso acompanante

Otro proceso gaussiano autosimilar de memoria larga es Ay = (Ag(t),
t > 0), con funcién de covariancia

Ca(5,1) = %sgn(QH L )[(s 02— 2 2] (9

H € (0,1/2) N (1/2,1), donde sgn es la funcién signo, sgn(x) = 1 si
x> 0,= —1si x <0. Los incrementos no son estacionarios.
Este proceso tiene representaciéon integral

An(t) = C(H) /0 T = e s S (s). (22)

Fue introducido y estudiado por Lei y Nualart [30] (ver también |1, 42]).
Aunque la covariancia tiene cierto parecido con las covariancias
y , en contraste con los anteriores este proceso si es semimartingala
y tiene una versién infinitamente diferenciable en (0, 00).

La memoria larga de este proceso es del mismo tipo que la del brow-
niano fraccionario.

La razon por la que he llamado «acompanante» a este proceso es
que nunca ha salido solo (hasta ahora), sino solamente en compania de
otros procesos. En [30] aparece en descomposiciones (en distribucién)
que relacionan al fraccionario con el bifraccionario, y en [, [42] aparece
en relaciones entre el fraccionario y el subfraccionario. También apare-
ce en [I1] en un limite de un sistema de particulas, en compania del
subfraccionario.
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7. El proceso de Rosenblatt

El proceso de Rosenblatt fue introducido y estudiado por Taqqu [4§].
Empecemos por mencionar la manera como fue encontrado. Esto esta
tomado de [50].

Comencemos por recordar el teorema limite central clésico. Si X, j =
1,2,..., son variables aleatorias independientes, con la misma distribu-
cibn, EX =0, EXi =1y S, = > Xjyn=1,2,..., entonces S, /\/n
converge en distribucién cuando n — oo a N (0, 1), la distribucién gaus-
siana de media 0 y variancia 1. ;Qué sucede si las X son dependientes?,
se sigue obteniendo N (0, 1), o se encuentran otras distribuciones limi-
tes?

Un ejemplo. Si {X;,j =...,—1,0,1,...} es una sucesién estacionaria
con EXy = 0,ES? = 02 — oo cuando n — oo, y la sucesién es

n
fuertemente mezclante, es decir que se cumple

sup |P(ANB) — P(A)P(B)| — 0 cuando n — oo,
AB

donde A y B pertenecen respectivamente a las o-algebras generadas por
{X;,7 <0} y {X,,j > n}, entonces S, /0, converge en distribucién a
N(0,1) siy sélo si {S2/c2} es uniformemente integrable.

Rosenblatt [40] presenté el siguiente contraejemplo. Sea {Y;,j = ...
—1,0,1,...} una sucesién estacionaria gaussiana, EYy = 0, EY? = 1,
con correlacién r; = EYyY; tal que

ri = (1 + 3722 ~ 7P cuando j — oo,

con una constante D € (0,1/2), y sea X; = Yj2 — 1 para cada j, S, =
Z?:l Xj’

o
nlfD

Zn = Sn

con una constante o > 0. Se tiene que Z, converge en distribucién
cuando n — oo a la variable aleatoria Z(1), cuya distribucién estd
determinada por su funcién caracteristica

. 1 (2if0)k
i0Z(1)
Ee —exp{2]§2 ’ ck}, 0 eR, (23)

donde
C =

/ 2y — 9| P |wy —as| 7P |wpy — | P |ag - - 2| Pday . day.
[0,1]%

(24)
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El valor ¢ = [(1 — 2D)(1 — D)/2]"/? implica la estandarizacion
E(Z(1)*) = 1. (Las sucesiones {X;} y {Y;} no son fuertemente mez-
clantes.)

Con base en el contraejemplo de Rosenblatt, Taqqu [48] demostré el
siguiente resultado del tipo del teorema de Donsker. Sea

[nt)

t) =
n
nl-D 4

donde |- | significa parte entera. Entonces Z,, converge cuando n — oo,
en el espacio de Skorohod DJ0, 1], al proceso Z = (Z(t),t € [0, 1]) cuya
distribucion esta determinada por las funciones caracteristicas de sus
distribuciones finito-dimensionales, es decir, de los vectores aleatorios

(Z(t1),...,4(ty)), que son

Eexp {Z i QJZ(t])} =

1 o0
exp{éz R]”c 91,...,9p;t1,...,tp)}, (25)
donde
RH,K(Qla e ,(9p; tl, Ce ,tp)
= [ ela) el = T ea -l (20
Rk
\zp1 — x| T o — 2 [P Ny L day,
p
r) = 0ilp ()
j=1
H=1-De€(1/2,1),
o= [H(2H —1)/2]"/? (implica E(Z(1))* = 1).
La serie en (25) converge para 6q,...,6, en una vecindad pequena

del origen, pero eso basta para determinar a la distribucion de
(Z(t1),...,Z(t,)). El proceso no estd definido para H = 1/2.

Taqqu llamé proceso de Rosenblatt al proceso Z (definido para toda
t > 0), y lo ha estudiado en [48, [50] y otros articulos. Otras personas
también lo han estudiado (p.e. [53), 32, 33]).

El proceso de Rosenblatt tiene las propiedades siguientes, entre otras.
Valor medio 0, versiéon continua no diferenciable. Es autosimilar con
exponente K = H, y sus incrementos son estacionarios, lo que implica

B(Z(t) - Z(s))? = *(t — s, (27)
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y que su funcién de covariancia sea

2
o
Cy(s,t) = 7(52]{ + 2 |t — s|2H), (28)
que tiene la misma forma que la del movimiento browniano fraccionario
(0 =1, ver (7). Los incrementos de Z son positivamente correlaciona-
dos y se tiene

o0
> EZ()(Z(k+1) - Z(k)] = oo, (29)
k=1

de modo que el proceso tiene memoria larga en el sentido mencionado
anteriormente. No es semimartingala. Es infinitamente divisible, lo cual
fue probado recientemente en [57, B3] (los procesos vistos antes son
infinitamente divisibles por ser gaussianos).

En todas las propiedades anteriores el proceso de Rosenblatt se pa-
rece mucho al movimiento browniano fraccionario, pero la diferencia
esencial es que el proceso de Rosenblatt no es gaussiano.

El proceso de Rosenblatt aparece también como limite en el teorema
limite no central [14].

El proceso de Rosenblatt es un caso especial de los procesos de Her-
mite, estudiados en [49]. Al respecto nétese que la variable aleatoria
X; = Y7 — 1, definida antes, corresponde a X; = Hy(Y}), donde H,
es el polinomio de Hermite de orden 2. Los polinomios de Hermite de

orden m = 0,1,2,..., estan definidos por
H (I) _ (_1)m6x2/2d_me—12/2
m dl’m )

y por medio de ellos se obtienen los procesos de Hermite como limites,
analogamente al proceso de Rosenblatt.

El proceso de Rosenblatt tiene las siguientes representaciones inte-
grales.

Integral estocéstica en tiempo,

2 =cn [ [=rf -

RZ

1ds) AW (r1)dW (1),
(30)

donde W es el movimiento browniano definido en todo R, con

[H(2H —1)/2]'/?

B(H/Z - H) ,

C(H) =

B(-,-) es la funcién beta. ( fﬂéQ significa que se excluye la diagonal r; =
7“2) .
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Integral estocdstica en intervalo finito [53],

Z(t) =

C(H) /[0 N ( /tv agif’ (u,rl)%(u,m)du) AW (r)dW (r2), (31)

Ky como en con H' = Tl

Las expresiones en los lados derechos de (30) y (31) son integrales
multiples de Wiener-Ito de orden 2. El movimiento browniano fraccio-
nario, expresado por , estd en el primer caos de Wiener, y el proceso
de Rosenblatt, expresado por , estd en el segundo caos de Wiener.
Los procesos de Hermite en general tienen representaciones como in-
tegrales multiples de Wiener-1t6 [49]. Unas referencias para integrales
multiples de Wiener-It6 son [23], 34].

Si se intercambian los 6rdenes de integracién en las representacio-
nes integrales ((12) y (lo cual no estd permitido porque aparecen
integrales estocdsticas que no estan definidas), se obtiene

2(t) = C(H) /0 (Bl (s))2ds, H' — % (32)

Esta expresion (formula (43) en [50]) es interesante porque relaciona
al proceso de Rosenblatt Z con un movimiento browniano fraccionario,
By, pero es una relacion informal porque no existe la derivada de By
en el sentido ordinario. Se le puede dar un sentido riguroso a la férmula
por medio de variables aleatorias generalizadas y producto de Wick
[.

No he podido encontrar informacién acerca de que el proceso de
Rosenblatt tenga o no la propiedad de Markov. Debido a que tiene
memoria larga y por analogia con el movimiento browniano fraccionario,
se podria suponer que no la tiene, pero hace falta una demostracién.

8. Comentarios adicionales

Hay otros procesos autosimilares de memoria larga. Por ejemplo, movi-
mientos brownianos fraccionarios ponderados [10], procesos de Rosen-
blatt de dos parametros [32], y otros.

La memoria larga de los procesos de segundo orden caracterizada
por se ha referido solamente al caso de decaimiento de la covarien-
cia de los incrementos, ya que se ha supuesto k > 0, y asi ha sido con
los procesos gaussianos que hemos visto, pero también existen procesos
gaussianos para los que ocurre con k < 0, lo que también puede ser
considerado como memoria larga; hay ejemplos en [I8]. Para procesos
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que no son de segundo orden, se puede usar la codiferencia (ver defi-
nicién en [45, 41]) en lugar de la covariancia. Esto se ha hecho en [J]
para un proceso estable de memoria larga que surge de un sistema de
particulas.

Ademas de las representaciones integrales anteriores del movimien-
to browniano fraccionario y del proceso de Rosenblatt, esos procesos
tienen representaciones espectrales, que son integrales estocasticas con
respecto a una medida gaussiana compleja (ver p.e. [50]).

De los procesos que hemos visto, el movimiento browniano fraccio-
nario, el subfraccionario y otros pueden ser obtenidos por medio de
limites de sistemas de particulas. Eso es interesante porque permite
darles representaciones o interpretaciones «fisicas» a esos procesos. El
principio de invariancia del movimiento browniano, que lo representa
como un limite de caminatas aleatorias, es un resultado de ese tipo, si
se piensa en una sola particula que se mueve haciendo saltos aleatorios.
El proceso de Rosenblatt también puede ser obtenido por medio de un
sistema de particulas [7]. El movimiento browniano bifraccionario y el
proceso acompanante han sido definidos de manera analitica. Es natu-
ral preguntarse si dichos procesos pueden relacionarse con sistemas de
particulas y obtenerse por medio de limites (por si solo en el caso del
proceso acompanante).

Para las aplicaciones es conveniente tener formas de simular trayecto-
rias de procesos. En muchos casos las simulaciones se sustentan en apro-
ximaciones en distribucién. Para algunas aplicaciones es 1til tener apro-
ximaciones fuertes (para que tenga sentido la diferencia X (t) — X, (),
donde X es el proceso dado y X, es el proceso aproximante, es nece-
sario que ambos estén definidos en el mismo espacio de probabilidad)
y que tengan una rapidez de convergencia. Una aproximacién de ese
tipo para el proceso de Rosenblatt estd en [19], donde se encuentran los
antecedentes para esa clase de aproximaciones.
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