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Las Quebraditas(Propiedades din�amias de una peuliarfamilia de funiones en el Intervalo)H�etor M�endez LangoDepartamento de Matem�atiasFaultad de Cienias, UNAMCiudad Universitaria04510 M�exio, D.F.hml�hp.fienias.unam.mx1 Introdui�on.La teor��a de los Sistemas Din�amios es la parte de las matem�atias queestudia m�as diretamente el movimiento. Ah�� donde hay objetos quese mueven, planetas, part��ulas, poblaiones, et., ah�� un matem�atioespeializado en el �area de sistemas din�amios puede trabajar.Algunas �areas de las matem�atias, as�� omo otros muhos espaiosde la ultura y la ienia, experimentaron el iniio de lo que podr��amosllamar una nueva etapa de su desarrollo en la d�eada de los sesentas(1960-1970). �Este es el aso de los Sistemas Din�amios. Si bien lapopularidad que hoy gozan oneptos omo onjunto fratal y din�amiaa�otia se explia omo el resultado del trabajo de muhos a~nos en lasmatem�atias, y en otras disiplinas, es innegable que en las �ultimasd�eadas del siglo XX vimos un reimiento explosivo en la antidad depersonas interesadas en su estudio y una difusi�on sin preedentes desus resultados m�as interesantes.Muhos matem�atios han partiipado en este proeso. Una listade todos ser��a imposible. Sin embargo queremos menionar aqu�� auno de ellos: Stephen Smale. El trabajo de S. Smale, y del grupo dematem�atios relaionados on �el, tiene muh��simas faetas y ha impa-tado positivamente en varias ramas de las matem�atias. Uno de susmuhos aportes fue el siguiente: La presentai�on de un modelo de sis-77



78 H�etor M�endez Langotema din�amio disreto en el plano (es deir, de una funi�on ontinuade una regi�on de R2 en s�� misma) que reune dos arater��stias: i) unadesripi�on geom�etria muy senilla de su regla de orrespondenia yii) la presenia de varios de los omportamientos din�amios m�as om-plejos (presenia de �orbitas homol��nias, entrop��a positiva, estabilidadestrutural, y un atrator que es un ontinuo indesomponible son al-gunos de ellos). A partir de su publiai�on en 1965 (v�ease [Sma℄) estemodelo se onoe omo la Herradura de Smale.La Herradura de Smale nos permiti�o, a los no espeialistas en es-tos temas, aeder por un amino direto y agradable a la observai�onde las propiedades din�amias de los omportamientos que hoy se o-noen omo a�otios. Un poo despu�es, y de manera tal vez un poosorpresiva, uno puede darse uenta que existe una relai�on profundaentre la Herradura y otro modelo simple de desribir de�nido en el in-tervalo I = [0; 1℄ de la reta real: la funi�on onoida omo la tienda,T : I ! I. La gr�a�a de T es una l��nea quebrada on s�olo dos segmen-tos retos: el primero va del punto (0; 0) al punto �12 ; 1� ; y el segundova del punto �12 ; 1� al punto (1; 0) (v�ease la sei�on 3). La Herraduray T omparten, desde el punto de vista de la din�amia que generan,muhas propiedades.Aunque en este art��ulo onoeremos varias de las propiedades di-n�amias de T , nuestra presentai�on se guiar�a por un punto de vista unpoo m�as general: Nuestro inter�es prinipal es el estudio de las pro-piedades de la din�amia generada por funiones ontinuas de�nidas deel intervalo I = [0; 1℄ en s�� mismo. De todas estas funiones, nos que-daremos s�olo on aquellas uya gr�a�a es una l��nea quebrada formadapor una antidad �nita de segmentos retos. Pediremos adem�as quela pendiente en ada uno de estos segmentos sea, en valor absoluto,mayor que uno. Las funiones que umplen todas estas ondiiones lasllamaremos quebraditas. Claramente T es una quebradita. No obstantela relativa senillez on la que de�nimos estas funiones, varias de laspropiedades din�amias que ellas presentan son muy interesantes. In-vitamos a nuestros letores a onoer algunas de estas propiedades (yon ello iniiar su onoimiento de T ) en las siguientes p�aginas.Demostraremos que si f es quebradita, entones el onjunto de lospuntos en I tales que su �orbita es peri�odia o tiende a ser peri�odiaforma un onjunto denso en I. Mostraremos tambi�en que el onjuntode los puntos en I tales que su �orbita es aperi�odia (esto es, de ompor-tamiento ompletamente distinto a las anteriores) tambi�en forma unonjunto denso en I. Es deir, el onjunto de puntos en el intervalo que



Las quebraditas 79dan lugar a �orbitas senillas y el onjunto de puntos en el intervalo quedan lugar a �orbitas ompliadas, ambos son densos en I:El onepto de aos, uya de�nii�on reordaremos m�as adelante,tambi�en aparee al estudiar esta familia. Mostraremos que si f : I ! Ies quebradita, entones existe un onjunto errado, invariante bajo f ,f (A) � A; tal que f jA : A ! A es a�otia seg�un la de�nii�on de R.L. Devaney (v�ease [Dev℄, p�agina 50). Adem�as mostraremos que esteonjunto a�otio es grande en el sentido de que su interior no es va��o,int (A) 6= �:2 Presentai�on de la familia.Iniiemos on la presentai�on de la familia.Sea I el intervalo [0; 1℄ en la reta real R. En este art��ulo s�oloonsideraremos funiones de I en I: Todas las funiones se asumir�anontinuas en I. La familia de las quebraditas (que denotaremos on laletra L) es la siguiente:De�nii�on 1. La funi�on f : I ! I est�a en la familia L si umple lassiguientes dos ondiiones:i) Su gr�a�a es una linea quebrada (una poligonal). Es deir, existeuna partii�on �nita del intervalo [0; 1℄, digamos P =ft0=0; t1; t2,: : : ; tl=1g, ti�1 < ti, tal que la parte de la gr�a�a de f que une(ti�1; f (ti�1)) on (ti; f (ti)) es un segmento de reta para adai 2 f1; 2; : : : ; lg, yii) la pendiente mi en ada uno de esos l segmentos, es mayor que 1en valor absoluto, jmij > 1:Los siguientes funiones son dos elementos de la familia L.



80 H�etor M�endez LangoEsta familia posee algunos rasgos interesantes. En partiular estu-diaremos aquellas propiedades que ada elemento de esa familia exhibeuando es onsiderado el sistema din�amio disreto a que da lugar.En la presentai�on de esas propiedades (y en la demostrai�on dealgunas a�rmaiones) haremos uso de algunos resultados onoidos delC�alulo Diferenial e Integral y de un primer urso de An�alisis Ma-tem�atio (en partiular el Teorema del Valor Intermedio y del Teoremade Baire). Para evitar que nuestra presentai�on sea exesivamente lar-ga, algunas de las a�rmaiones no vienen aompa~nadas de su demos-trai�on. La letora y el letor est�an invitados a aportar, en estos asos,los argumentos neesarios.De aqu�� en adelante, salvo que se indique algo distinto, todas lasfuniones que onsideraremos ser�an elementos de la familia L:3 Propiedades din�amias.Dada f 2 L de�nimos f 0 = id; f 1 = f; y para toda n � 2, fn = fÆfn�1:De manera inmediata tenemos tres impliaiones:i) Si g 2 L, entones h = f Æ g tambi�en es elemento de L.ii) Para toda n 2 N se tiene que fn 2 L:iii) Para toda x 2 I y para toda n 2 N se tiene que fn (x) 2 I:Esto nos permite de�nir para ada punto x en I el siguiente on-junto: o(x; f) = �x; f(x); f 2(x); :::	 � I;que llamaremos la �orbita de x bajo f:

La din�amia de f aparee uando onsideramos ada �orbita, o(x; f),omo las distintas posiiones que va reorriendo un objeto al paso deltiempo. En t = 0 estaba en x; en t = 1 en f (x); en t = 2 en f 2 (x); y



Las quebraditas 81as�� suesivamente.tiempos 0 1 2 3 � � � nposiiones x f (x) f 2 (x) f 3 (x) � � � fn (x) :Cada x en I da lugar a una �orbita, es deir, a una seuenia de mo-vimientos. Bajo este punto de vista la funi�on f genera un sistemadin�amio disreto. Deir que nos interesa estudiar las propiedadesdin�amias de f es s�olo otra manera de expresar que nos interesa o-noer �omo son todas las �orbitas que ella y los puntos de I produen.De�nii�on 2. Sea x 2 I: Deimos que x es:i) un punto �jo de f si f (x) = x;ii) un punto peri�odio de f de per��odo n, n 2 N , si fn (x) = x ypara toda 1 � k < n se tiene que fk (x) 6= x;iii) un punto preperi�odio de f si existen un punto peri�odio de f ,digamos z; y una n 2 N tal que fn (x) = z:Dada x en I; la �orbita de x bajo f es un onjunto. Si lo pensamosun poo m�as, la o(x; f) es tambi�en una suesi�on: el primer elemento esx, el segundo es f (x) ; el terer elemento es f 2 (x) ; y as�� suesivamente.Por ejemplo si x es un punto �jo de f , entones o(x; f) = fxg o, sinfaltar a la verdad, podr��amos deir que o(x; f) = fx; x; x; : : :g, unasuesi�on onstante:Obs�ervese que si x es un punto �jo de f , entones el punto (x; f (x))pertenee tanto a la gr�a�a de f omo a la gr�a�a de la funi�on iden-tidad, id : I ! I, id (x) = x para todo x 2 I: Consideraremos a lospuntos �jos omo puntos peri�odios de per��odo 1. Al onjunto de todoslos puntos peri�odios de f lo denotaremos Per (f) : Si x es un puntoperi�odio, diremos que x tiene una �orbita peri�odia. De manera similarde�nimos �orbita preperi�odia.Sean [s; t℄ y [; d℄ dos subintervalos de I: Supongamos que existen 2 N tal que [; d℄ � fn ([s; t℄). A partir de la ontinuidad de fn sepueden demostrar las siguientes dos a�rmaiones:i) Existe un subintervalo [�; �℄ � [s; t℄ tal que [; d℄ = fn ([�; �℄) :ii) Si [; d℄ = [s; t℄ ; entones existe un punto x 2 [s; t℄ tal que esperi�odio bajo f:Un elemento muy importante de la familia L es la funi�on T : I ! Idada por T (x) = � 2x si x 2 �0; 12�2� 2x si x 2 �12 ; 1� :



82 H�etor M�endez LangoObs�ervese que la o �19 ; T � es preperi�odia, y la o �27 ; T � es peri�odiade per��odo 3.En la literatura matem�atia en ingl�es, la funi�on T , es onoidaomo tent map (nosotros le llamaremos simplemente T ). El sistemadin�amio que ella genera usualmente aparee omo uno de los primerosejemplos uando se estudia din�amia a�otia en el intervalo (ver [Dev℄).De�nii�on 3. Deimos que x es un punto asint�otiamente peri�odio(tiene �orbita asint�otiamente peri�odia) de f si existe y 2 Per(f) talque limn!1 jfn(x)� fn(y)j = 0:Es inmediato que todo punto peri�odio o preperi�odio es asint�oti-amente peri�odio.Sea g : I ! I dada por g (x) = x2: Considera la �orbita de x = 12bajo g: Se puede probar (la letora queda invitada a haerlo) que esta�orbita umple las siguientes arater��stias:i) Para todo n 2 N se tiene que 0 < gn+1 �12� < gn �12� < 12 , yii) limn!1 gn �12� = 0:Por lo tanto la o �12 ; g� no es peri�odia ni preperi�odia bajo g, peros�� es asint�otiamente peri�odia.Mostraremos a ontinuai�on que una funi�on quebradita no tiene�orbitas asint�otiamente peri�odias distintas a las �orbitas peri�odias opreperi�odias.Proposii�on 4. Si x 2 I es un punto asint�otiamente peri�odio de f ,entones x es un punto peri�odio o preperi�odio.Demostrai�on: Sea P = ft0 = 0; t1; : : : ; tl = 1g la partii�on menionadaen la de�nii�on de f: Llamaremos a los puntos ti; i = 0; 1; : : : ; l; lospuntos r��tios de f: Sea z 2 Per (f) : Esta �orbita tiene dos opiones:o (z; f) \ P = � �o o (z; f) \ P 6= �:Caso 1. o (z; f) \ P = �:Supongamos que el per��odo de z es k; y que o (z; f)=fz0; z1; : : : ; zk�1gdonde zj = f j (z) :Sea Æ = minfjzj � tij j0 � j � k � 1; 0 � i � lg > 0: Supongamosque para alg�un x 2 I la o (x; f) es asint�otiamente peri�odia a la �orbitade z: Como el limm!1 jfm (x)� fm (z)j = 0; existe n0 2 N tal que sin � n0 se tiene que jfn (x)� fn (z)j < Æ:



Las quebraditas 83Dada la de�nii�on de Æ, el intervalo [fn (x) ; fn (z)℄ ; o, en su aso,el intervalo [fn (z) ; fn (x)℄, est�a totalmente ontenido en alguno de losintervalos [ti�1; ti℄ si n � n0:Sean mi la pendiente de la gr�a�a de f en el intervalo [ti�1; ti℄ ; ymf = min fjmij j1 � i � lg :Si suponemos que para toda m 2 N se umple que fm (x) 6= fm (z) ;entones para toda � � 0 se tiene lo siguiente:i) jfn0+� (x)� fn0+� (z)j < Æ; yii) jfn0+� (x)� fn0+� (z)j � (mf)� jfn0 (x)� fn0 (z)j :Como jfn0 (x)� fn0 (z)j > 0 y el lim�!1 (mf )� = 1 (ya quemf > 1), obtenemos una ontradii�on. Por tanto, si la o (x; f) esasint�otiamente peri�odia, entones ella es peri�odia o preperi�odia.Caso 2. o (z; f) \ P 6= �:Consideremos ahora en la de�nii�on de Æ s�olo las antidades jzj � tijuando ellas son distintas de ero.Æ = minfjzj � tij 6= 0 j0 � j � k � 1; 0 � i � lg :Siguiendo el argumento empleado en el aso anterior se onluyetambi�en en este aso que si una �orbita es asint�otiamente peri�odia ala �orbita de z; entones esa �orbita es preperi�odia o peri�odia. utNo es senillo, pero se puede demostrar que para la funi�on T : I !I suede lo siguiente: x 2 I es un punto peri�odio o preperi�odio si ys�olo si x es un n�umero raional.Los tipos de �orbitas menionados hasta ahora representan movi-mientos senillos. En todas las �orbitas de estos tres tipos (peri�odias,preperi�odias y asint�otiamente peri�odias) se tiene que la suesi�on devalores que va tomando fn (x) tiende a un movimiento peri�odio uandon tiende a in�nito.En el aso de que la �orbita de x sea asint�otiamente peri�odia a la�orbita de y; punto peri�odio de per��odo m, o (y; f) = fy1; y2; : : : ; ymg ;tenemos que dada " > 0 muy peque~na, existe n0 2 N tal que si n � n0,entones jfn(x)� fn(y)j < ": Esto quiere deir que a partir de un iertomomento la �orbita de x esta muy era de m puntos del intervalo. Deheho, a partir n0, toda la �orbita de x se enuentra en la uni�on de mbolas de radio " uyos entros son los puntos de la �orbita peri�odia dey; ffn (x) jn � n0g � [mi=1B" (yi) :



84 H�etor M�endez LangoLa siguiente de�nii�on nos servir�a para formalizar lo que entende-remos por movimientos senillos.De�nii�on 5. Sean x y z dos puntos en I. Deimos que z es puntol��mite de la �orbita de x si existe una subsuesi�on de o (x; f) ;ffni (x) jn1 < n2 < n3 < � � � g ;tal que limni!1 fni (x) = z: Al onjunto de todos los puntos l��mite deo (x; f) lo llamaremos el omega onjunto l��mite de x, y lo denotaremospor ! (x; f) :Sea T : I ! I la funi�on que de�nimos antes. Entonesi) ! �23 ; T � = �23	, ya que o �23 ; T � = �23 ; 23 ; 23 ; : : :	 :ii) ! �27 ; T � = �27 ; 47 ; 67	, ya que o �27 ; T � = �27 ; 47 ; 67 ; : : :	 y toda sub-suesi�on de ella onvergente es onstante a partir de un ierto momento.iii) ! � 128 ; T � = �27 ; 47 ; 67	, ya que T 3 � 128� = 27 y a partir de esemomento la �orbita de 128 es, en esenia, la �orbita de 27 :Sea g : I ! I una funi�on no neesariamente en nuestra familia.Observa que si x 2 I es asint�otiamente peri�odio bajo g, digamos ala �orbita de z, z 2 Per (g) ; entones ! (x; g) � o (z; g) : En partiular,la ardinalidad de ! (x; g) es �nita. �Orbitas asint�otiamente peri�odiastienen ! onjuntos l��mite de ardinalidad �nita. El siguiente teore-ma ontiene la a�rmai�on re��proa a este heho. Su demostrai�on seenuentra en la p�agina 72 de [Blo℄.Teorema 6. Sean x 2 I y g : I ! I una funi�on ontinua (no nee-sariamente en nuestra familia). Si la ardinalidad de ! (x; g) es �nita,entones x es un punto asint�otiamente peri�odio. utDado un punto, x 2 I, diremos que el movimiento representado porsu �orbita es senillo si la ardinalidad de su ! (x; f) es �nita. Observaque las �orbitas senillas orresponden a movimientos que onvergen a�orbitas peri�odias.De�nii�on 7. Sea x un punto en I. Deimos que x es un punto ape-ri�odio (o tiene �orbita aperi�odia) de f si la ardinalidad su ! (x; f) esin�nita.Las �orbitas aperi�odias desriben movimientos no senillos (a veesllamados omplejos, ompliados o a�otios). Dediaremos el �nal deesta sei�on a la demostrai�on de que tales �orbitas s�� se presentan en



Las quebraditas 85funiones ontinuas de�nidas en el intervalo. En partiular demostra-remos que todos los elementos de la familia L presentan este tipo de�orbitas. De heho, una de nuestras metas es demostrar que dada f 2 L;existe un onjunto denso en I, digamos � (que depende de ada f), talque si x 2 �, entones la �orbita de x bajo f es aperi�odia.Considera nuevamente la funi�on T : I ! I: De seguro ya puedesdemostrar lo siguiente:i) Si x 2 Q \ I, entones ! (x; T ) tiene ardinalidad �nita.ii) Si x =2 Q \ I, entones ! (x; T ) tiene ardinalidad in�nita.Proposii�on 8. Sea f 2 L. Entones existe x 2 I tal que la ardina-lidad de su ! (x; f) es in�nita.Demostrai�on: Es su�iente mostrar que debe existir un punto x 2 Ital que su �orbita no es peri�odia ni preperi�odia.La funi�on f es mon�otona en una antidad �nita de subintervalos deI: En ada uno de ellos la pendiente es distinta de 1. Por tanto el on-junto fz 2 I jf (z) = zg tiene ardinalidad �nita. El mismo argumentodie que para toda n 2 N , el onjuntofz 2 I jfn (z) = z gtiene ardinalidad �nita. Y as�� el onjuntoE = [1n=1 fz 2 I jfn (z) = z ges numerable, de heho es in�nito numerable. La parte de que la ardi-nalidad de E es in�nita no es neesaria en esta argumentai�on, as�� quesu demostrai�on la presentaremos en la siguiente sei�on.Es asi inmediata la siguiente igualdad: E = Per (f) (la demostra-i�on se deja a la letora).Ahora, sea z 2 Per (f) : Nuevamente por el heho de que f esmon�otona en una antidad �nita de subintervalos, se sigue que paraada n 2 N la ardinalidad del onjuntofy 2 I jfn (y) = zges �nita. Por lo tanto el siguiente onjunto es numerable ya que es launi�on numerable de onjuntos numerables:F = [z2Per(f) fy 2 I jfn (y) = z para alguna n 2 N g :As�� el onjunto formado por todos los puntos peri�odios de f ypor todos los puntos preperi�odios de f , esto es F; es un onjunto



86 H�etor M�endez Langonumerable. Por tanto, su omplemento en [0; 1℄ es denso en I e in�nitono numerable.Cada x 2 I nF tiene �orbita que no es peri�odia ni preperi�odia, portanto no es asint�otiamente peri�odia. Y on ello la ardinalidad de su! (x; f) es in�nita. utEn la siguiente sei�on daremos otra demostrai�on de la existeniade estas �orbitas aperi�odias para elementos de nuestra familia. La ar-gumentai�on que desarrollaremos es m�as general en tanto que se puedeapliar tambi�en a funiones que no neesariamente son quebraditas.Adem�as de esta ventaja, tal argumentai�on nos llevar�a de la mano aldesubrimiento, para elementos de nuestra familia, de puntos uyo ome-ga onjunto l��mite no s�olo es de ardinalidad in�nita sino que ontieneun intervalo on interior distinto del va��o.4 �Orbitas aperi�odias.La existenia de �orbitas aperi�odias est�a relaionada on una propiedadllamada transitividad topol�ogia. He aqu�� su de�nii�on.De�nii�on 9. Sea f : I ! I una funi�on ontinua (no neesariamenteen nuestra familia). Deimos que f es topol�ogiamente transitiva (os�olo transitiva) en I si para todo par de intervalos abiertos no va��os,A = (a; b) y B = (�; �) ; A � I y B � I; existen x 2 A y n 2 Ntales que fn (x) 2 B (o, de manera equivalente, existe n 2 N tal quefn (A) \ B 6= �).Esta de�nii�on puede modi�arse para el aso de onjuntos no va��ose invariantes bajo f: Sea J � I un onjunto errado e invariante bajof; f (J) � J: Deimos que f jJ : J ! J es transitiva en J si paratodo par de subintervalos abiertos de I; A = (a; b) y B = (�; �) ; talesque A \ J 6= � y B \ J 6= �, existen x 2 A \ J y n 2 N tales quefn (x) 2 B \ J:Un ejemplo, y una nueva tarea para el letor, lo da la funi�on T :I ! I que de�nimos anteriormente. Demuestra estimado letor que Tes transitiva en I.El onepto de la transitividad nos ayudar�a muho. Resulta que,omo veremos en seguida, transitivo implia aperi�odio para funionesde�nidas en el intervalo.



Las quebraditas 87La herramienta prinipal en esta sei�on es el llamado Teorema deBaire. A ontinuai�on te presentamos una versi�on de �el. Su demostra-i�on la puedes enontrar en [Roy℄, p�agina 139.Teorema 10. (Baire). Sea J un subonjunto errado no va��o de R.Sea fO1; O2; : : :g una olei�on numerable de subonjuntos de J; abier-tos y densos en J. Entones la intersei�on de todos ellos forma unonjunto distinto del va��o, \1n=1On 6= �. utAhora te mostraremos un puente entre la idea de transitividad y laexistenia de �orbitas aperi�odias.Teorema 11. Sea f : I ! I una funi�on ontinua (no neesariamenteen nuestra familia). Si f es transitiva en I, entones existe x 2 I talque su �orbita es aperi�odia. M�as a�un, si f es transitiva en I, entonesexiste x 2 I tal que su �orbita es densa en I.Demostrai�on: Construiremos una familia numerable de onjuntos abier-tos y densos en el intervalo I. Por el Teorema de Baire, la intersei�onde todos ellos ser�a no va��a. Mostraremos luego que ada punto en estaintersei�on tiene una �orbita aperi�odia. De heho, la �orbita de adapunto en esa intersei�on formar�a un onjunto denso en I:Sean B11=�0; 12� y B12=�12 ; 1� :A�rmai�on 1. La uni�on in�nita [1n=1f�n (B11) es un onjunto densoy abierto en el intervalo I:Observa que f y ada una de sus iteraiones, f 2; f 3; : : :, es unafuni�on ontinua. Dado un subonjunto abierto en el intervalo, digamosA; la imagen inversa de �el bajo ada iterai�on de f es a su vez unonjunto abierto en I: Adem�as, f�n (A) = (fn)�1 (A) para toda n 2 N .Y, por �ultimo, la uni�on de onjuntos abiertos es a su vez un onjuntoabierto. Por lo tanto la [1n=1f�n (B11) forma un onjunto abierto.Mostremos ahora que esa uni�on forma un onjunto denso en I.Sea (a; b) un intervalo no va��o en I: Es su�iente mostrar que (a; b)\[1n=1f�n (B11) 6= �:Como f es transitiva en I; existe k 2 N y x 2 (a; b) tales quefk (x) 2 B11. Por tanto, (a; b) \ f�k (B11) 6= �, y on ello, (a; b) \[1n=1f�n (B11) 6= �:De manera similar a omo hemos proedido se puede argumentarque la uni�on in�nita [1n=1f�n (B12) forma un onjunto abierto y densoen I:



88 H�etor M�endez LangoSeaN1 = ([1n=1f�n (B11))\([1n=1f�n (B12)) : Es inmediato (el letores llamado a aportar los detalles) que N1 es un onjunto abierto y densoen I: N�otese que si x 2 N1, entones existen dos n�umeros naturales, ky l, tales que fk (x) 2 B11 y f l (x) 2 B12:Para onstruir N2 proederemos de manera an�aloga. Consideramosahora 4 = 22 subintervalos abiertos en el intervalo I: Sean B21=�0; 14� ;B22=�14 ; 12� ; B23=�12 ; 34�, y B24=�34 ; 1� : La prueba de la siguiente a�r-mai�on se obtiene haiendo ambios m��nimos a la argumentai�on utili-zada en la demostrai�on de la A�rmai�on 1.A�rmai�on 2. Las siguientes uniones de onjuntos son, ada una deellas, onjuntos densos y abiertos en el intervalo I :[1n=1f�n (B21) ;[1n=1f�n (B22) ;[1n=1f�n (B23) y [1n=1 f�n (B24) :De�nimos N2 as��:N2 = \4k=1 �[1n=1f�n (B2k)� :Nuevamente es inmediato que N2 es un onjunto abierto y denso enI: Adem�as, si x 2 N2, entones su �orbita visita, en distintos momentos,los uatro intervalos B2k, k = 1; 2; 3; 4:Para de�nir Nk; k un n�umero natural ualquiera, seguimos el pro-edimiento desrito anteriormente.Primero. Sean Bkl=� l�12k ; l2k � ; l = 1; 2; 3; : : : ; 2k:Segundo. Los onjuntos [1n=1f�n (Bkl) son abiertos y densos en Ipara ada l = 1; 2; 3; : : : ; 2k:Terero. Sea Nk = \2kl=1 ([1n=1f�n (Bkl)) : Este onjunto es abiertoy denso en I:Por �ultimo, una vez que hemos de�nido para ada k 2 N el onjuntoNk; sea N = \1k=1Nk: Por el Teorema de Baire, este onjunto es nova��o.A�rmai�on 3. Si x 2 N , entones la �orbita de x forma un onjun-to denso en I: Es deir, la erradura del onjunto o (x; f) es todo elintervalo I:Tomemos x 2 N . Sea (a; b) un intervalo no va��o en I: Es su�ientedemostrar que (a; b) \ o (x; f) 6= �:Sea k2N tal que 12k < b�a3 : Es inmediato que existe l2�1; 2; 3; : : : ; 2k	,tal que � l�12k ; l2k � � (a; b) : Como x 2 Nk; x 2 [1n=1f�n (Bkl). Por tantoexiste j 2 N tal que f j (x) 2 � l�12k ; l2k � : Y on ello nuestra a�rmai�ones ierta.



Las quebraditas 89A�rmai�on 4. Si x 2 N , entones ! (x; f) = I:Sean x 2 N y y 2 I: La idea es onstruir una subsuesi�on de la�orbita de x que sea onvergente a y:Para ada k 2 N onsidera "k = 1k : El primer elemento de nuestrasubsuesi�on lo determinamos de la siguiente manera: Como la o (x; f) esdensa en I; existe n1 tal que jfn1 (x)� yj < "1: Para deidir el segundoelemento de la subsuesi�on onsideramos a "2: Como el onjuntoo (x; f) n fx; f (x) ; : : : ; fn1 (x)ges denso en I; existe n2 > n1 tal que jfn2 (x)� yj < "2. Y as�� nosseguimos. Supongamos que ya esogimos a nk on las dos propiedadessiguientes: nk > nk�1 y jfnk (x)� yj < "k: Dado que, nuevamente,el onjunto que se obtiene al quitarle a la �orbita de x una antidad�nita de puntos es denso en I, es laro que existe nk+1 on propiedadessimilares a las menionadas: nk+1 > nk y jfnk+1 (x)� yj < "k+1: Esahora inmediato que limk!1 fnk (x) = y:Con las a�rmaiones anteriores en la mano podemos onluir quesi x 2 N , entones la ardinalidad de ! (x; f) es in�nita (de heho, esin�nita no numerable ya que ! (x; f) = I). Y on ello, la �orbita deada punto del onjunto N es aperi�odia. utLas siguientes dos observaiones son interesantes y sus demostraio-nes pareen no ser dif��iles:i) El onjunto N; enontrado en el teorema anterior, es in�nito nonumerable.ii) Si f tiene una �orbita densa en I, entones f es transitiva en I:Un poo m�as adelante utilizaremos una versi�on del teorema queaabamos de presentar ligeramente distinta. A ontinuai�on la reda-taremos. Su demostrai�on es, on ligeros ambios, la misma que yaofreimos.Teorema 12. Sea f : I ! I una funi�on ontinua (no neesariamenteen nuestra familia). Sea J un subonjunto de I errado y de ardina-lidad in�nita. Supongamos que J es invariante bajo f; f (J) � J: Sif jJ : J ! J es transitiva en J, entones existe x 2 J tal que su �orbitaes aperi�odia (de heho, densa en J). utPara que esta idea de transitividad tenga utilidad en la b�usquedade �orbitas aperi�odias para funiones de nuestra familia, f 2 L, esneesario enontrar un subonjunto J de I; errado e in�nito, tal que



90 H�etor M�endez Langosea invariante bajo f y tal que f jJ : J ! J sea transitiva en J . Lasseiones 5 y 6 se orientan a esta meta. En la sei�on 5 proporionamosalgunos lemas t�enios y en la 6 obtenemos el onjunto J (pasando enel amino por el onepto de aos).5 Regreso a la familia.En esta sei�on presentamos algunas propiedades que umplen los ele-mentos de la familia L. Y luego en la siguiente haremos uso de ellas.Sea f 2 L. Sea P = ft0 = 0; t1; t2; : : : ; tl = 1g la partii�on menio-nada en la de�nii�on de f , y sean m1; m2; : : : ; ml; las pendientes de lossegmentos de reta que omponen la gr�a�a de f .

Sea mf = minfjmij j1 � i � lg :Lema 13. La siguiente desigualdad es ierta: mf2 � (mf )2 : De heho,para toda n � 2; se tiene que mfn � (mf)n :Demostrai�on: Sea x 2 I tal que x 6= ti y tal que f (x) 6= ti para todai; 1 � i � l: Utilizando la regla de la adena obtenemos lo siguiente:����f 2�0 (x)��� = jf 0 (f (x))j jf 0 (x)j � (mf)2 ;de aqu�� se sigue que mf2 � (mf )2 :Por un argumento similar y utilizando indui�on matem�atia obte-nemos que para toda n 2 N se tiene que mfn � (mf)n : ut



Las quebraditas 91Una observai�on antes de ontinuar. Como mf > 1, entoneslimn!1mfn =1:Lema 14. Supongamos quemf > 2: Sea Æf = min fti � ti�1 j1 � i � lg :Sea J un subintervalo de I on interior distinto del va��o, int (J) 6= �:Entones existe k � 1 tal que la longitud de fk (J) es mayor que Æf :Denotaremos esto �ultimo as��: l �fk (J)� > Æf :Demostrai�on: Sea J un intervalo on las arater��stias menionadas.Supongamos que para todo k � 1 se tiene que l �fk (J)� � Æf : Se sigueque para ualquier k el intervalo fk (J) tiene en su interior a lo m�asun punto de la partii�on P: Por tanto las longitudes de los intervalosfk (J) satisfaen las siguientes desigualdades:l (f (J)) � mf2 l (J) ;l �f 2 (J)� � �mf2 �2 l (J) ;... ...l �fk (J)� � �mf2 �k l (J) :Dado que mf2 > 1; tenemos que �mf2 �k !1 uando k!1: Y as��,l �fk (J)�!1 uando k !1: Pero esto �ultimo es una ontradii�onya que siempre nos mantenemos en el intervalo [0; 1℄. utCorolario 15. Dada f 2 L; existe Æ > 0 tal que para todo subintervaloJ de I on interior distinto del va��o, int (J) 6= �; existe k � 1 tal quel �fk (J)� > Æ:Demostrai�on: Sea n 2 N tal que mfn > 2. Sea Æ = Æfn > 0; donde Æfnes el siguiente m��nimo:Æfn = minfti � ti�1 j1 � i � lg ;y donde P = ft0 = 0; t1; t2; : : : ; tl = 1g es la partii�on que se menio-nar��a en la de�nii�on de fn:Sea J un intervalo on interior distinto del va��o. Por el lema ante-rior se onluye que existem � 1 tal que l (fnm (J)) = l ((fn)m (J)) > Æ:Tomando k = mn la demostrai�on est�a ompleta. ut



92 H�etor M�endez Lango6 La familia L y las digr�a�as.En esta sei�on a ada miembro de nuestra familia le asoiaremos unadigr�a�a.Sea f 2 L: Sea Æ > 0 tal que para todo subintervalo J de I oninterior distinto del va��o, int (J) 6= �; existe n � 1 tal que l (fn (J)) >Æ: Considera una partii�on, Q = fs0 = 0; s1; s2; : : : ; sm = 1g, de I uyanorma umpla la siguiente propiedad: kQk < Æ2 :Las digr�a�as est�an formadas por una olei�on de v�erties y unaolei�on de ehas. Dada f y la partii�on Q onstruimos la digr�a�aG: Pondremos un v�ertie por ada uno de los m intervalos de la forma[si�1; si℄ = Ai: Por omodidad llamaremos a esos m v�erties tambi�enAi, i 2 f1; 2; : : : ; mg. Pondremos una eha de Ai haia Aj si existen 2 N tal que fn(Ai) � Aj y la longitud del intervalo fn(Ai) es mayoro igual que Æ; l (fn(Ai)) � Æ:A ontinuai�on ofreemos un ejemplo de f y su digr�a�a G:Ejemplo 16. Sea f : I ! I la funi�on uya gr�a�a es as��:

Sea Æ = 12 . No es inmediato pero la letora est�a invitada a probarlo siguiente:i) Si (a; b) � �15 ; 1� ; a < b; entones existe n � 1 tal que fn ((a; b)) =�15 ; 1� :



Las quebraditas 93ii) Si (a; b) � �0; 15� ; a < b; entones existe n � 1 tal que fn ((a; b)) =�15 ; 1� :De estas dos a�rmaiones se sigue que para todo subintervalo de Ion interior distinto del va��o, llamemosle J; existe un n�umero naturalk tal que l �fk (J)� > Æ:La partii�onQ = �0; 15 ; 25 ; 35 ; 45 ; 1	 umple la ondii�on kQk < Æ2 = 14 :La digr�a�a asoiada a f , y que Q nos ayuda a onstruir, es la siguiente:

Regresemos a nuestra argumentai�on general. La funi�on f; la Æ >0; y la digr�a�a G umplen las ondiiones que menionamos antes delejemplo.Los siguientes dos lemas desriben propiedades de G.Lema 17. Desde ada v�ertie Ai; 1 � i � m; sale al menos una eha.Demostrai�on: Dada i; 1 � i � m; es inmediato que existe ni 2 N talque l (fni (Ai)) � Æ (ya que Ai tiene interior distinto del va��o): Comopara ualquier j tenemos que l (Aj) < Æ2 (ya que kQk < Æ2); podemosenontrar un Aj tal que Aj � fni (Ai). utLema 18. Si existe una eha que va de Ai a Aj y existe una ehaque va de Aj haia Ak; entones existe una eha que va de Ai a Ak:Demostrai�on: Las ehas Ai ! Aj y Aj ! Ak nos proporionan dosn�umeros naturales ni y nj tales que fni(Ai) � Aj y fnj(Aj) � Ak.Adem�as, l (fni(Ai)) � Æ y l (fnj(Aj)) � Æ: Por lo tanto fni+nj(Ai) �fnj(Aj) � Ak; y l (fni+nj(Ai)) � Æ. ut



94 H�etor M�endez LangoEl grado de Ai; que denotaremos por gd (Ai) ; ser�a el n�umero deehas que iniian en Ai: Si existe una eha de Ai haia Aj diremosque Aj es aesible desde Ai:Observai�on. Es inmediato, a partir del lema 18, que si Aj es aesi-ble desde Ai; entones gd (Ai) � gd (Aj) : Todos los v�erties que sonaesibles desde Aj son tambi�en aesibles desde Ai.Tomemos un n�umero �jo i; 1 � i � m; y onsideremos el v�ertieAi: De entre todos los v�erties aesibles desde Ai esogemos el v�ertieAj que umple la siguiente propiedad:gd (Aj) = minfgd (Ak) jAk es aesible desde Aig :Sea g = gd (Aj) y sean Aj1; Aj2; :::; Ajg los g v�erties aesiblesdesde Aj:

Como ualquier Ajk ; 1 � k � g; es aesible desde Ai; entonesgd (Ajk) � g = gd (Aj) : Por otro lado, gd (Ajk) � gd (Aj) = g: As��,para ualquier Ajk se tiene que gd (Ajk) = g: De heho, omo todov�ertie aesible desde Ajk es aesible desde Aj, los g verties aesiblesdesde ada uno de los Ajk deben ser Aj1 ; Aj2; :::; Ajg :Tomemos ahora el intervalo Aj1 y on todas sus posibles im�agenesbajo las distintas iteraiones de f formamos el siguiente onjunto:B = [1n=1fn (Aj1) :Las demostraiones de las siguientes observaiones no son dif��iles.Observaiones:i) �Aj1 [ Aj2 [ ::: [ Ajg� � B:ii) Para ualquier par de n�umeros k y l; 1 � k � g; 1 � l � g; setiene que: [1n=1fn (Ajk) = [1n=1fn (Ajl) :



Las quebraditas 95iii) f (B) = B:Sea A la erradura del onjuntoB; A = [1n=1fn (Aj1): En el onjuntoA, omo veremos en seguida, la funi�on f muestra propiedades muyinteresantes desde el punto de vista del estudio de su din�amia.Lema 19. El onjunto A satisfae las siguientes tres ondiiones:i) int (A) 6= �:ii) Para ada x 2 A y ada " > 0; existe un intervalo errado[; d℄ � I; on  < d; tal que [; d℄ � (x� "; x+ ") y [; d℄ � A: Observaque esta ondii�on implia que todo punto de A es punto de aumulai�onde A (y on ello, A es un onjunto perfeto).iii) f (A) = A:Demostrai�on: i) Es inmediata, ya que int (B) 6= �:ii) Observemos primero que f umple la siguiente ondii�on: Si Ces ualquier subintervalo de I on la propiedad de que int (C) 6= �;entones int (f (C)) 6= � tambi�en:Ahora, sean x 2 A y " > 0: Existe y 2 [1n=1fn (Aj1) tal quejx� yj < "2 : Sea n1 2 N tal que y 2 fn1 (Aj1) : Por tanto,fn1 (Aj1) \ (x� "; x+ ") 6= �:Como fn1 (Aj1) es un intervalo errado on interior distinto del va��o,existen u y � > 0 tales que(u� �; u+ �) � fn1 (Aj1) y(u� �; u+ �) � (x� "; x+ ") :Tomando [; d℄ = �u� �2 ; u+ �2� la demostrai�on de ii) est�a omple-ta. Conviene aqu�� haer la siguiente observai�on: Como [; d℄�fn1 (Aj1),entones existe un subintervalo de Aj1 on interior distinto del va��o,[s; t℄ � Aj1; tal que fn1 ([s; t℄) = [; d℄ :iii) Sea y 2 f (A) y sea x 2 A tal que f (x) = y: Sea fbig unasuesi�on que umple lo siguiente: fbig � B y limi!1 bi = x: Como f esontinua se sigue que la suesi�on ff (bi)g onverge a f (x) = y: Y omof (B) = B; onluimos que ff (bi)g � B, y on ello y 2 B = A: Portanto f (A) � A:Dado que B = f (B) � f (A) ; y que f (A) es un onjunto errado;entones A = B � f (A). ut



96 H�etor M�endez LangoProposii�on 20. El onjunto de los puntos peri�odios de f jA : A! Aforma un onjunto denso en A:Demostrai�on: Sea (a; b) � I tal que (a; b) \ A 6= �: Es su�ientedemostrar que la intersei�on Per (f jA ) \ ((a; b) \ A) es distinta delva��o.Graias a la parte ii) del lema 19, existen dos subintervalos erradoson interior distinto del va��o, [; d℄ y [s; t℄ ; y un n�umero natural n1tales quea) [s; t℄ � Aj1 ,b) [; d℄ � ((a; b) \ A) ; y) fn1 ([s; t℄) = [; d℄ :Por otro lado, existe n2 2 N tal que l (fn2 ([; d℄)) > Æ: Por tantofn2 ([; d℄) ontiene a alg�un Ajk :La eha Ajk ! Aj1 nos proporiona un terer n�umero natural, n3,on la propiedad de que Aj1 � fn3 (Ajk) :En suma, [; d℄ � fn ([; d℄) donde n = n1 + n2 + n3: y on elloonluimos que existe y 2 [; d℄ tal que fn (y) = y: Es inmediato quey 2 Per (f jA ) \ ((a; b) \ A). utObs�ervese que la proposii�on anterior implia que para ada f ennuestra familia el onjunto Per (f) tiene ardinalidad in�nita. Paraada n 2 N el onjunto de puntos peri�odios de per��odo n es �nito.Por tanto, existen puntos peri�odios de f de per��odo arbitrariamentegrande.Proposii�on 21. La funi�on f jA : A! A es transitiva en A:Demostrai�on: Sean E = (a; b) y C = (�; �) dos subintervalos de I:Supongamos que las interseiones E \A y C \A ambas son distintasdel va��o. Por el lema 19, existen dos subintervalos errados on interiordistinto del va��o, [; d℄ y [s; t℄ ; y un n�umero natural n1 tales quea) [s; t℄ � Aj1 ,b) [; d℄ � (C \ A) ; y) fn1 ([s; t℄) = [; d℄ :Sea D un subintervalo de E\A on interior distinto del va��o. Seann2 2 N y Ajk tales que Ajk � fn2 (D) : Y sea n3, otro n�umero natural,on la propiedad de que Aj1 � fn3 (Ajk) :Es inmediato que fn1+n2+n3 (D)\ (C \ A) es distinto del va��o. Co-mo D � E \ A; la demostrai�on est�a ompleta. ut



Las quebraditas 97Una observai�on (y una nueva invitai�on a la estimada letora): Elonjunto A es, en realidad, una uni�on �nita de intervalos errados.Otra observai�on: Para los que onoen el onepto de sistemadin�amio disreto a�otio seg�un la de�nii�on propuesta por R. L. De-vaney (ver [Dev℄ p�agina 50) es onveniente haer aqu�� un peque~no altoen el amino. La funi�on f jA : A! A es transitiva en A y su onjuntode puntos peri�odios forma una onjunto denso en A: Es sabido queestas dos ondiiones implian, uando trabajamos en onjuntos per-fetos (ver [Ban℄), que f jA tiene sensibilidad a las ondiiones iniialesen A (esto es, existe " > 0 tal que para toda x 2 A y para toda bolaabierta on entro en x; digamos B� (x) ; � > 0; existen y 2 B� (x) \Ay m 2 N tales que jfm (x)� fm (y)j > "). Estas tres ondiiones (tran-sitividad, densidad de puntos peri�odios y sensibilidad) nos dien quef jA : A! A indue un sistema din�amio a�otio en A:Algunos letores tal vez sospehen que es posible demostrar quef jA : A! A es sensible a las ondiiones iniiales en A sin reurrir alargumento externo que menionamos antes: transitividad y densidad depuntos peri�odios implian sensibilidad. Y estos letores tienen raz�on.Para ellos es la siguiente invitai�on: Demuestren por favor que si f 2 L,entonesi) f jA : A! A tiene sensibilidad a las ondiiones iniiales en A:ii) f tiene sensibilidad a las ondiiones iniiales en I:Una vez ubierta la invitai�on, la demostrai�on de la siguiente pro-posii�on est�a ompleta.Proposii�on 22. La funi�on f jA : A! A es a�otia en A. utEl siguiente resultado resume nuestros avanes en la b�usqueda de�orbitas aperi�odias para elementos de nuestra familia a trav�es de lab�usqueda de lugares donde se presente transitividad. Su demostrai�ones inmediata a partir de lo realizado hasta aqu��.Proposii�on 23. Dada f 2 L, existe un onjunto A on interior dis-tinto del va��o y existe un subonjunto de A denso en A; llam�emosle J;tal que para todo x 2 J se tiene que ! (x; f) = A: Con ello la ardina-lidad del ! (x; f) es in�nita no numerable.Demostrai�on: De los teoremas 11 y 12, y de la proposii�on 21, se siguela a�rmai�on ontenida en esta proposii�on. utPara �nalizar disutiremos un poo sobre los siguientes dos onjun-tos: El onjunto de todos los puntos en I uya �orbita es aperi�odia,



98 H�etor M�endez Lango�; y el onjunto de todos los puntos uya �orbita es asint�otiamenteperi�odia, 	. Es deir,� = fx 2 I jla ardinalidad de !(x; f) es in�nitag	 = I n � = fx 2 I jla ardinalidad de !(x; f) es �nitag :Ya demostramos, en la proposii�on 8, que � es denso en I: La si-guiente proposii�on ontiene otra argumentai�on de este mismo hehoadem�as de informai�on extra sobre el onjunto 	:Proposii�on 24. Los onjuntos � y 	 son ambos onjuntos densosen I.Demostrai�on: Sean x 2 I y " > 0: Iniiemos modi�ando ligeramen-te la partii�on que de�nimos al iniio de esta sei�on. Adem�as de laondii�on que ya umple, kQk < Æ2 ; le pediremos que tambi�en umplalo siguiente: La norma de Q es tal que existe un subintervalo Ai queest�a totalmente ontenido en (x� "; x+ ")\ [0; 1℄ : Para este v�ertie Aienontramos los v�erties Aj y Aj1 ; Aj2; :::; Ajg omo hiimos antes.Graias a las ehas Ai ! Aj y Aj ! Aj1 y a la de�nii�on delonjunto A; existe un n�umero naturalm tal que el onjunto fm (Ai)\Atiene interior distinto del va��o. Por tal raz�on existen a 2 I y b 2 Itales que jx� aj < "; jx� bj < "; fm (a) 2 Per (f jA ) y fm (b) = donde  es un punto aperi�odio bajo f: Esto implia que !(a; f) tieneardinalidad �nita y !(b; f) tiene ardinalidad in�nita. utUna posible redai�on m�as simple de lo que hemos demostrado esla siguiente: Letor(a) toma un l�apiz; dibuja una l��nea quebrada en eluadradito [0; 1℄� [0; 1℄ � R2 : Comenzando en el punto (0; a) ; mante-niendo el trazo de izquierda a dereha y terminando en el punto (1; b),0 � a; b � 1. Cuida de que en ada segmento de reta la pendiente seamayor que uno o menor que menos uno. Al �nal obtendr�as la gr�a�ade una funi�on de�nida del [0; 1℄ en el [0; 1℄ on las siguientes propieda-des: los puntos que tienen �orbita aperi�odia forman un onjunto densoen [0; 1℄; los puntos uya �orbita es asint�otiamente peri�odia tambi�enforman un onjunto denso en [0; 1℄; y existe un subonjunto errado,invariante, on interior distinto del va��o, donde la funi�on presentaaos desde el punto de vista de R. L. Devaney.Agradeimientos. Estas notas naieron a partir de una onferenia queel autor ofrei�o en el maro del XXXII Congreso Naional de la So-iedad Matem�atia Mexiana (Guadalajara, 1999). Todas las gr�a�as



Las quebraditas 99fueron realizadas por H�etor Miguel Cejudo Camaho del Laboratoriode Visualizai�on Matem�atia (Departamento de Matem�atias, Faultadde Cienias, UNAM). Pilar Valenia Saravia ley�o una versi�on prelimi-nar y sus omentarios ayudaron a mejorar esta versi�on �nal. El profesorJe�erson King sugiri�o el aertado (ree el autor) t��tulo de LAS QUE-BRADITAS.Referenias[Ban℄ J. Banks, J. Brooks, G. Cairns, G. Davis and P. Staey, OnDevaney's De�nition of Chaos, Amer. Math. Monthly, 1992, 332-334.[Blo℄ L. S. Blok y W. A. Coppel, Dynamis in One Dimension, Le-ture Notes in Math. 1523, Springer Verlag, 1991.[Dev℄ R. L. Devaney, An Introdution to Chaoti Dynamial Systems,Seond Edition, Addison Wesley, 1989.[Roy℄ H. L. Royden, Real Analysis. Segunda edii�on. Mamillan Com-pany, 1968.[Sma℄ S. Smale, Di�eomorphisms with many periodi points, Di�eren-tial and Combinatorial Topology, Prineton Univ. Press, Prine-ton, NJ, 1965, 63-80.


