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A comienzos de 1992, el matematico inglés A. Wilkie de la Univer-
sidad de Oxford, Inglaterra, circulé6 un manuscrito donde demostraba
que la estructura R = (R,+,-,—, <,€%,0,1) es O-minimal. Su teorema
es la solucién a un problema cuyos origenes se remontan a un trabajo
de A. Tarski (polaco, uno de los 16gicos mas distinguidos de este siglo
(1901-1983)) de 1930.

El trabajo de Tarski al cual nos referimos, es su teorema de elimi-
nacién para el 4lgebra real (esto quedara mds claro en la seccién 2). En
su articulo deja como problema extender su resultado de tal manera
que se incluya la funcién exponencial, f(z) = €. Esto es lo que se
conocié como el “Problema de la exponencial de Tarski”.

El objetivo de esta nota es presentar la historia de este problema
y dar algunas ideas de la hermosa demostracién de A. Wilkie. Por
este trabajo, la Asociacién de Logica Simbdlica le otorgé a Wilkie el
prestigioso Premio Karp.

El problema de Tarski (y su posterior reformulacién en las manos
de L. Van den Dries) pertenece propiamente al drea de la Légica Mate-
matica; sin embargo, es posible formularlo de manera que no aparezcan
nociones de Légica. En este articulo trataremos de no usar mucho el
formalismo 16gico por razones mas o menos obvias: muchas personas
lo desconocen. En iltimas, esto no tiene sentido y si alguien desea
estudiar la demostracién de Wilkie, necesariamente debe aprender las
partes bdsicas de la teoria de modelos (por ejemplo, el capitulo 1 de [V]
es suficiente).

En la primera seccién, daremos las definiciones basicas necesarias
para la formulacién del problema de Tarski, asi eomo su conexién con

95



56 CARLOS R. VIDELA

la Légica. Bésicamente, se necesita saber qué es una férmula de pri-
mer orden y cémo se interpreta. En la segunda seccién, consideramos
un ejemplo importante, los conjuntos semialgebraicos de R", n € IN.
El importante Teorema de Eliminacion de Tarski aparece aqui como
un resultado basico. En la tercera seccién, introducimos la nocién de
estructura O-minimal y presentamos un resultado de A. Khovanski que
es importante en la demostracién de Wilkie.

En la cuarta seccién, nos dedicamos a la exponencial y en la ltima
parte coleccionamos algunos resultados nuevos y problemas abiertos.

1 Estructuras y lenguajes

1.1 Empezamos con algunas definiciones. Sea A un conjunto no vacio.
Definimos una estructura sobre A como una sucesién S = (Spy)men tal
que para cada m > 0 tenemos:

(E1) S, es un &lgebra booleana de subconjuntos de A™. En otras
palabras, S,, es una coleccién de subconjuntos de A™ tal que
A™ € S, ysi X,Y € Spentonces XUY € S,,, XNY €Sy
X € Sn.

(E2) SiX€Sn=>AXx X, X XAE Sppa-
(E3) {(z1,...,Zm) € A™:Z1 =T} € Spn.

(E4) Si Y € Sy entonces m(A) € Sn donde m: A™! — A™ es la
proyeccién en las primeras m coordenadas.

Decimos que un cojunto X C A™ pertenece a la estructura S (sobre
A) si X € Sp,. Una funcién f: X —Y con X C A™, Y C A" pertenece
a S si su grafica G(f) C A™™™ pertenece a S.

Las siguientes propiedades de una estructura S sobre A son féciles
de demostrar y las dejamos a cargo del lector.

Lema 1.2 (i) SiT € S, yW € S, entonces T x W € Spin.
(ii) Para 1 <i< j < m, la diagonal

Dij = {(ml,...,xm) € A’"::I:,- —_-SL'J} S Sm.
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(iii) Sea B € Sy, y sean 4y,1,...,1, nimeros en {1,...,m} (no nece-
sariamente distintos). Entonces el conjunto R C A™ definido por
(Z1,-..,Zm) € R si y sdlo si (zy,,...,x;,) € B pertenece a Sp,.

SeaT C A™ y f:T — A™ una funcion en S. Entonces
(iv) T € Sn.
(v) SiRCT, R€ Sn entonces f(R) € Sp y f|r pertence a S.
(vi) Si B € S, entonces f~}(B) € Sp-
(vii) Si f es uno a uno, entonces f~! pertenece a S.

(viii) St f(T) C Y C A™ y ¢:Y — AF pertenece a S entonces
go f:T — AP pertenece a S.

1.3 En el contexto de estructuras sobre un conjunto A, el formalismo
(l6gico) de férmulas simplifica mucho los argumentos: la idea es que
una férmula es una descripcién de un conjunto. Veamos esto con més
detalle. Sean z,y variables que toman los valores en los conjuntos S
y T. Sean a(z,y) y 6(z,y) condiciones sobre puntos (z,y) € S x T.
Estas condiciones son lo que llamariamos férmulas.

Estas férmulas definen subconjuntos de S x T, a saber & = {(=z, y):
o(z,y) es verdadera} y 8 = {(r,y):0(x,y) es verdadera}. A partir
de estas férmulas y los conjuntos que definen podemos definir nuevas
férmulas y nuevos conjuntos:

(a) o(z,y) Vv O(z,y), la disyuncién de a y 0 define al conjunto & U 6.
(b) a(z,y) A6(z,y), la conjuncién de a y 8 define al conjunto &N 6.

(c) ~a(z,y), la negacién de a define al conjunto
a°={(z,y) € SxT:(z,y) g a} .

(d) Jya(z,y), el cuantificador existencial aplicado a o define el con-
junto {z € S: existe y € T con (z,y) € &} en otras palabras la
proyeccion en la primera coordenada del conjunto a.

Lo que describimos arriba son las operaciones o conectivos logicos
bésicos (llamados de primer orden). El cuantificador universal V zo(z, y)
es definido como —3z-a(r,y). La implicacién (l6gica) a(z,y) —
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0(z,y) se define como —a(z,y) V 0(z,y). La equivalencia légica
a(z,y) < 6O(z,y) se define como (a(z,y) — O(z,y)) A (0(z,y) —
(z,4))-

Tener en mente esta equivalencia entre férmulas y los correspon-
dientes conjuntos que definen es ttil. Por ejemplo, para demostrar el
lema (1.2) (iv) note que

€T < Iy (z,y) € G(f).

Como ejercicio interesante el lector puede demostrar lo siguiente. Sea,
S una estructura sobre IR y suponga que {(r,y) € R%:z < y} € S,,
entonces si A € S, A la clausura topolégica de A, también pertenece
as.

1.4 Sean A #0, S = (Sn), T = (T)n) dos estructuras sobre A. Defi-
nimos S C T si S, C T, Vn € IN. Esto define un orden parcial en las
estructuras sobre A. Dadas dos estructuras S y T sobre A, tenemos la
estructura SNT = (S, NTy)new y en general si (S )aes s una familia
de estructuras sobre A, existe el infimo de esta coleccién, definida como
la estructura inf(S,) = QS,\ con inf(Sy), = Q(SA)m-

1.5 Sea A # 0 un conjunto. Una estructura de primer orden es un
conjunto de la forma

A= (A, (R)ier, (fi)jes)

donde (R;)icr y (fj)jes son conjuntos de relaciones R; C A™ y fun-
ciones f;: A™ — Arespectivamente. Si fj: A™ — Ay m; = 0 entonces
identificamos a f; con su tnico valor (recuerde que A° se define como
un conjunto con un elemento) y decimos que fj es una constante.
Por ejemplo,
R=(R,<,+,,-,0,1)

es una estructura de primer orden sobre los niimeros reales donde <
es la relacién de orden usual, + es la suma considerada como funcién
binaria, etc. Los niimeros ¢ y 1 son (funciones) constantes como hemos
explicado en el parrafo anterior.

1.6 Sea A= (4, (S),( f;)) una estructura de primer orden. Definimos
Def (A) como la menor estructura (en el sentido de (1.1)) que contiene
a cada relacién S; y funcién f; de A.
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Los conjuntos y funciones que pertenecen a Def (A) los llamaremos
los conjuntos definibles en A.

Dada una estructura de primer orden A = (4, (S)icr, (f;) jes) pode-
mos expandirla para formar otra Ag de la siguiente manera: sea C C A
un subconjunto cualquiera, entonces Ag = (A, (Si)ier: (£3)jer, (©)eec)-
Aquf consideramos los elementos ¢ € C' como funciones de A° — A,
es, decir como constantes. A los conjuntos de Def (Zc) los llamamos
definibles en A usando constantes de C. Por ejemplo, en la estructura
R de (1.5) el conjunto {z € R:z > v2} € Def(R). Por otro lado
{z € R:z > 7} € Def (Rg). ;Puede el lector demostrar esto?

1.7 En esta subseccién, explicamos la conexién que hay entre estruc-
turas, estructuras de primer orden y lenguajes (de primer orden). Un
lenguaje L es la unién disjunta de dos conjuntos R y F donde los ele-
mentos de R son llamados simbolos de relacién y los de F' simbolos
de funcién. Para cada elemento £ de L = R U F hay un ndmero
natural n(z) asociado a z, que se llama la aridad del simbolo. Una L-
estructura es una estructura de primer orden A = (4, (S;),er, (ts)ser)
donde A # @y (S;)rer Y (t7)ser son conjuntos de relaciones y funciones
de A respectivamente tal que si 7 € Ry m = n(r) entonces S, C A™
y si f € F con n = n(f) entonces t;: A" — A. Las relaciones S, y las
funciones t; se llaman las interpretaciones de R y F respectivamente.

Por ejemplo sea L = RUF donde R = {<} con n(<) = 2 y
F = {+,,—,c} con n(+) = n(-) = n(-=) = 2 y n(c) = 0. Una
L-estructura es Z = (Z,<,+,+,—,0). Todo anillo ordenado con un
elemento distinguido es una L-estructura. Obviamente, no toda L-
estructura serd un anillo ordenado puesto que no se ha pedido ninguna
propiedad adicional sobre las interpretaciones.

Este proceso se puede invertir: a cada estructura de primer orden
A= (A, (Rs)ier, (fj)jes) te corresponde un lenguaje canénico L de pri-
mer orden de tal forma que A es una L-estructura. Simplemente a cada
R; C A™ y f; € A™ se le asocia un simbolo de relacién o funcién con
la aridad adecuada.

1.8 A cada lenguaje L = F UR se le puede asociar un conjunto
Form (L), cuyos elementos se llaman L-férmulas. No daremos la de-
finicién rigurosa de esto, pues es un poco larga y aburrida (el lector
puede encontrar la definicién en [V), [CK] y [MM]), pero si una idea
intuitiva que sera suficiente. Sea L = L U {v,A,—,3,(,),Y,=} UV
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donde V es una lista infinita de variables z, y, z, u, v, etc. Por definicién,
a € Form (L) si o es una cierta concatenacién finita de elementos de
L. La definicién precisa es por induccion, y no la daremos.

El objetivo es formar expresiones (formales) o que simbolicen ade-
cuadamente las expresiones matematicas usuales construidas con los
simbolos de L. Por ejemplo si L = {<, +,, —, c} (vea 1.7) entonces las
siguientes expresiones est4n en Form (L):

Vz (z<z), Vr(z<zAz=2)

JyVz(z-z=y)Az=12), Jyly-y=z+c)
VzIy(y>z) >~ (w=2z))AVz (z+2=2).

Unas expresiones que no estarian en Form (L) son
—zVy (y+y=0), V3Iz(2<+).

Intuitivamente, las fdrmulas son expresiones a las cuales se les puede
asignar un significado.

Dada una L-estructura A (para fijar ideas, el lector puede pensar
en L ={<,+,-,—,0,1} y Z= (Z,<,+,",—,0,1)) y una & € Form (L)
podemos preguntarnos si lo que dice a es verdadero o no en A. Esto
dependera del valor que asignemos a las llamadas variables libres (es
decir, las variables no cuantificadas) de a. En lugar de definir esto con
precision, ilustraremos con un ejemplo lo que queremos decir.

Sea o la férmula 3y (z = y?). La variable z es libre. La férmula o
la podemos escribir como a(z) para mostrar que z es libre. Preguntarse
si o es verdadera o no en Z no tiene sentido pues hay que decir cuanto
vale z. Asf pues, si z = 1, a(1) es verdadera en Z. Si z = 2 entonces
o(2) es falsa en Z. El conjunto de niimeros en Z para los cuales a(z) es
verdadera es {1,4,9,25,...}. Por el contrario, f6rmulas donde no hay
variables libres, (las llamamos sentencias) son verdaderas o falsas.

Por ejemplo,

VzVy(z+y=y+z) vy VzVy ((z<y)—= 3z (z+2=1))

son ambas verdaderas en Z mientras que 3z ((0 < z)A (z < 1)) es
falsa.

En general, dada una L-férmula a(z,,...,z,) con variables libres
T1,...,Zn y una L-estructura A podemos definir el conjunto A, C A"
donde A, = {(a1,...,a,) € A"« es verdadera en (a1,a2,...,a5)}.
Aqui entendemos que la variable z; se substituye por a;.
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Por ejemplo, sea a(z,y) la férmula z2 + 32 < 5.
Entonces

Z, = {(0,0), (%1,0), (0, %1), (£1,£1), (£2,0), (0,£2)} C Z2.

Otro ejemplo ilustrativo es el siguiente: considerando a R (vea
(1.5)) como L-estructura, el conjunto R, donde a(z,y) es 3z (22 +
zz+y=0)es

{(z, y): 2% — 4y > 0} cR".

1.9 Como ejercicio al lector dejamos la verificacién de lo siguiente.
Dada una L-estructura A podemos formar la siguiente sucesién de con-
juntos (Cp,)memw: un subconjunto B C A™ pertenece a C,, si y sélo
si existe una L-férmula o(z,,...,z,) tal que B = A,. La coleccién
C = (Cp) se llama la clase de conjuntos L-definibles de A, y la deno-
tamos L-def (4). Entonces L-def (A) es una estructura sobre A (en el
sentido de (1.1)).

Las definiciones que hemos presentado nos dan la siguiente Propo-
sici6n:

Proposicién 1.10 Sea A = (A4, (Ri)icr, (f;)jes) una estructura de pri-
mer orden. Sea L el lenguaje de A (como al final de (1.7)).

Entonces Def (A) L — def (A).

Ademds, siC C A es un subconjunto cualquiera entonces Def (A¢) =
Lc — def (A) donde Lc es el lenguage de la estructura Ac (vea (1.6)).

Esta Proposicién debe ser clara y su demostracién obvia. Gra-
cias a esto podemos usar métodos de Légica Matematica en el estudio
de estructuras. Que esto tiene consecuencias importantes es lo que
mostraremos en la siguiente seccion.

2 El teorema de eliminacion de A. Tarski
y los conjuntos semialgebraicos

2.1 El Teorema de Eliminacion de Tarski es el siguiente resultado: A
cada formula a(zy,...,z,) en el lenguaje L = {+,-,—,<,0,1} se le
puede asociar de manera algoritmica, otra formula &(z,...,z,) en el
mismo lenguaje sin cuantificadores y una demostracion (formal) de la
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equivalencia ldgica a(z) > @(z) que sdlo usa los aziomas de campos
real cerrados (o los axiomas del dlgebra real).

El lector que no sepa qué es una demostracién formal puede susti-
tuir el enunciado del teorema por los siguiente: a cada L-férmula

a(zy,...,z,) se le puede asociar algoritmicamente otra L-férmula
a(zy,...,y,) sin cuantificadores tal que para niimeros reales 7y, ..., 7,
dados, en la estructura ﬁ, a(ry,...,r,) es verdadera si y sélo si
a(ry,...,r,) es verdadera. Es decir, ambas férmulas definen el mismo

conjunto, la ventaja es que & es mds simple que o puesto que no tiene
cuantificadores.

Un ejemplo de este fenémeno que todos conocemos es el siguiente:
sea a(xy,Zs,73) la formula 32(z,2% + 22 + 73 = 0). Entonces a es
equivalente a la férmula &(2,, z2,z3) donde @ es:

(1 =0 A= - 4123 2 0) V(21 =0AZ #0) V(21 =0AZ3 =0Az3 =0)) .

No discutiré la demostracién de este teorema pero, hoy en dia, hay
por lo menos tres: vea [S], [SH] y [L]. La demostracién de Seidenberg
en [S] es parecida a la de Tarski y usa el Teorema de Sturm. En
particular queda claro c6mo construir la férmula & sin cuantificadores.
La demostracién de Shoenfield es muy corta y elegante y usa Teorfa de
Modelos, pero se pierde la construccién de &. En [L] Lojasiewicz da una
demostraciéon totalmente distinta y da informacién sobre la estructura
de los conjuntos semialgebraicos.

La demostracién de Lojasiewicz es importante en nuestra histéria.
Ma4s adelante volveremos a ella. De su Teorema de Eliminacién, Tarski
obtuvo tres consecuencias importantes:

a) Una axiomatizaci6n recursiva para la Teoria Elemental de la Es-
tructura R.

b) La decidibilidad de esta teoria y
c) la estructura de los conjuntos en R que son L-def (R).

Las partes a) y b) son interesantes pero para explicarlas necesi-
tariamos méds nociones de la légica. El punto c) es el siguiente:

—

Lema 2.2 Sea A C R, A € L-def(R). Entonces A tiene un nimero

o~

finito de componentes conezas, cada una en L-def (R).
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Demostracidn: Sea ¢(z, 7) una L-formula tal que R, = A. Por elimi-
nacién de cuantificadores podemos reemplazar a ¢ por una férmula del
tipo ¥ V- - -V ¢, donde cada 1, es de la forma 9, = 0p1 A+ Al im(n)
y cada 0;; es de la forma p(z) = 0 o g(z) > 0. Puesto que p(z) =
0 A V(z) = 0 es equivalente a p* + V2 = 0, cada ¢; tiene la forma
p(z) =0Aq(z) >0A---Ag,(z) >0 donde p, g; € R[z].

El conjunto de puntos z € IR que satisface el sistema de arriba es la
interseccién de un conjunto vacio o finito (si aparece la ecuacién p = 0)
con intervalos. En todo caso, este conjunto sélo tiene un nimero finito
de componentes conexas y por lo tanto A también. Note que cada
componente es un conjunto L-definible.

Una pregunta obvia, que Tarski no contesté y tal vez no se pregunté,
fue:

,Cémo es un subconjunto A, L-definible C R" con n > 27

La respuesta solamente se di6 25 an0s mds tarde y se debe a H.
Whitney y S. Lojasiewicz. Su trabajo se enmarca dentro del estudio de
la topologia de los conjuntos semialgebraicos. [

Definicién 2.3 Los conjuntos semialgebraicos de R (n = 1,2,...)
son la clase mas pequeiia de subconjuntos de R" que contiene a todos
los conjuntos del tipo

{(z1,...,z,) € R*|p(T) > 0}

donde p € Rz, ...,z,] y es cerrada bajo intersecciones finitas, uniones
finitas y complementacién.

Algunos ejemplos:
i) Toda variedad (algebraica) real es un semialgebraico.

ii) El siguiente conjunto

Figura 1:
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iii) {(z,y):y = €*} no es semialgebraico.
iv) {(z,y):3n € Nz = ny} no es semialgebraico.

Dos teoremas importantes demostrados por H. Whitney y S.
Lojasiewicz son:

Teorema 2.4 1) Sea S C R™! semialgebraico y sea m: R*xR — R™
la proyeccidn en las primeras n coordenadas. Entonces w(s) C R™
es semialgebraico.

2) Sea S C R? semialgebraico. Entonces S tiene un nimero finito de
componentes conezas cada una un conjunto semialgebraico.

Observe que la parte 2 del teorema en el caso n = 1 da el resultado
de Tarski en 2.2. También observe que la parte 1 del teorema es un
caso especial del teorema de eliminaci6n (es de hecho el caso principal):
la proyeccién corresponde a un cuantificador existencial.

Podemos unificar el Teorema de Tarski con los subconjuntos semi-
algebraicos de la siguiente forma

Proposicién. La clase de los subconjuntos semialgebraicos, denoté-
mosla SA, forma una estructura en el sentido de 1.1 y de hecho

SA = L — Def (RR)

2.5 En [T2] Tarski planteé el problema de extender su resultado a
la estructura (R, +,-, —, <, €%,0,1). Denotaremos esta estructura por
(R, exp).

Tarski no menciona porqué se interesé en este problema. Observe
que la exponencial es el tnico isomorfismo entre (R, +,0) y (R>°,-,1).
Un resultado reciente de Miller [M] hace ver, a posteriori, la preemi-
nencia de la exponencial, veremos esto en la tltima seccién.

Note que serfa muy deseable saber si el Teorema 2.4 2) es cierto
para conjuntos definibles en (ﬁ, exp). Esto serfa cierto, por lo menos
para n = 1 si, por ejemplo, existiese un teorema de eliminacién y un
resultado que diga que ecuaciones polinomiales-exponenciales en una
variable sélo tienen un nimero finito de soluciones en R, (tales teoremas
existian, por ejemplo en el libro de Hardy [H]).

El problema de la exponencial no atrajo mucha atencién durante
el periodo de 1930-1975, sin duda alguna porque mucha gente se en-
focé en la bisqueda de una axiomatizacién de (ﬁ, exp) (que hoy en dia
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tampoco se ha encontrado) y en la decidibilidad. Un Teorema de Elimi-
nacién no existe vea [VdD1]. Fue L. Van den Dries quien claramente en
[VdDZ2] orient6 el problema hacia el estudio de los conjuntos definibles
en (ﬁ, exp) y conjeturé que los conjuntos de esta estructura deberfan
satisfacer la conclusién en 2.4 2). En los afios ochentas el problema de
la exponencial de Tarski se convirtié en esta conjetura.

3 Estructuras 0-minimales

L. Van den Dries al estudiar la demostracién de S. Lojasiewicz del Teo-
rema 2.4 2) se di6 cuenta que la estructura de los conjuntos definibles
en R” para n > 1 estd determinada por la estructura en dimensién uno
mas la propiedad de clausura bajo proyecciones.

Definicién 3.1 Sea A = (4, <,...) una estructura de primer orden tal
que (A, <) es un orden denso sin primer ni dltimo elemento. La estruc-
tura A se llama O-minimal (0 de orden) si cada S C A4,
S € Def(A,) es una unién finita de puntos e intervalos (a,b), a < b,
a,be AU {xo0}.

Van Den Dries defini6 este concepto para (4, <) = (R, <) y lo llamé
estructura de tipo finito. Posteriormente el concepto fue generalizado
en [KPS] a ordenes densos arbitrarios y se le di6 el nombre actual.
El nombre de minimal es claro: conjuntos que son uniones finitas de
puntos e intervalos en A son elementos en Def (A 4)- Lo que se pide es
que no existan otros.

Como ejemplos de estructuras 0-minimales tenemos a (IR, +, —,<,0)
y a (R,+,—,-,<,0,1) El interés en estas estructuras se debe a que
tienen una topologia muy bien comportada. La primera evidencia de
esto es el Teorema de Descomposicién Celular debido a L. Van den
Dries. Primero definimos que es una celda.

Definicién 3.2 Sea A = (R, <,...) una estructura de primer orden y
sea X C R".

a) Si X = {r} € R, X es una celda.

b) Suponga X C R" y que es una celda.
Definimos dos nuevas celdas en R**! asociadas a X.
i) Sea f: X — R, f continua y f € Def (4).

Entonces X; = G(f) = {(Z, f(7')): T € X} es una celda
en Rn.+l
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ii) Sean fi, fo: X — R U {£o0}, continuas con f;, f; € Def(ﬁ).

Definimos
Xo=(fu, )z ={(Z,9)| Z € X, (i(T) <y < fo( D)} .

Entonces X, es una celda en R™!.

c) Nada més es una celda.

En un diagrama, X, se ve como

R

— £
/)
1

X

Y

Figura 2:

Debe ser claro que cada celda es conexa y un conjunto de Def (AR).

El Teorema de L. Van des Dries dice:

Teorema 3.3 Sea A = (R <,...) una estructura 0-minimal entonces:

a) Cualquier subconjunto X € Def (A4) es una union disyunta finita
de celdas de A.

b) Si f: X — R es definible, eziste una descomposicion de X en celdas
C; tal que f|c; es continua.

c) Si A tiene a las operaciones +, - entonces de hecho a) y b) valen
con funciones de clase C™ para cualquier n. Esto quiere decir que
las funciones que aparecen en las definiciones de las celdas son de
clase C™ y que en b) las restricciones f |c, son de clase C".

Este teorema de Van den Dries recupera el Teorema 2.4 de los semi-
algebraicos excepto por un punto delicado: los Teoremas de Lojasiewicz
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y Whitney dan una descomposicién en componentes conexas semialge-
braicas que de hecho son (sub)variedades real analiticas de R". La
descomposicién de clase C™ en el teorema anterior se debé¢ a que la
nocién de funcién de clase C™ es definible por medio de una L-férmula.
Sin embargo no hay manera directa de definir por medio de una férmula
la nocién de funcién C® o C¥.

Es claro entonces que por medios puramente logicos no se podria
obtener la descomposicién en celdas C*™ o en celdas C* mientras no se
encuentre alguna forma de definir (l6gicamente) estos conceptos. Un
resultado reciente de Wilkie [W4] demuestra que no hay esperanzas.
Sin embargo, vea la idltima secciéon donde mencionamos un teorema
reciente que da descomposicién C*.

3.4 Antes de enunciar el Teorema de Khovanskii que usa Wilkie nece-
sitamos unas definiciones .

Definicidn.

a) Una cadena Pfafiana (P-cadena) en R" es una sucesién fi,---, fi
de funciones real analiticas definidas en IR" tal que existen poli-
nomios P;j(z1,: -+, Tn, U1, ug,...,u;) sobre R parai = 1,...,k,

j=1,...,n tal que

-g;t—;(?) = Pij (?, fl(?% AR fz(?))

b) Una funci6én Pfaffiana es una funcién que pertenece a una P-cadena.
El ejemplo por excelencia es la funcién exponencial, y = €.

Teorema 3.5 (Khovanskii [K]) a) Sea fi,..., fo una P-cadena so-
bre R™". Suponga que gi,...,9% € Rz, ..., Tymin, f1y-- -5 fo]-
Entonces existe un nimero natural N tal que VQ € R" el con-

junto
{(PER™q(PQ)="=gn(P,Q)=0 y
B(gl, ey gm)
de 03] .0) 2]

tiene a lo sumo N elementos.

b) Sean fi,..., fo, y g como en la parte a). Entonces existe N € IN tal
que para cualquier Q@ € R" el conjunto {P € R™: g(P,Q) = 0}
tiene a lo sumo N componentes.
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Aqui una componente C de un conjunto X, es un conjunto que
es cerrado y abierto con la topologia inducida de X. Estos conjuntos
forman un &lgebra booleana de subconjuntos de X. Si X tiene sélo
finitas componentes, entonces las componentes conexas (usuales) de X
son los 4tomos de esta élgebré booleana y por lo tanto son finitas.
Los Teoremas de Khovanskii van claramente en la direccién del Teo-
rema 3.3, puesto que dicen que ciertos conjuntos (definidos por proyec-
ciones) tiene finitas componentes. Claro est4, que estan lejos de la
0-minimalidad de las estructuras que resultan al anadir las funciones
de la P-cadena. Esto lo discutiremos en la siguiente seccién.

4 Las estructuras (R,exp) y
(IR, f17 ceey ff) (C)CEC)

En su importante articulo [W2] Wilkie demostré que ciertas estructuras
que expanden a R = (R, +,-,<,0,1) son modelo completas. Con la
ayuda del Teorema de Khovanskii 3.5 Wilkie concluyd que estas estruc-
turas son 0-minimales. Al hacer esto Wilkie inventé una teoria elabo-
rada sobre anillos noetherianos de funciones definibles. Esta teoria ha
permitido demostrar que otras expansiones son 0-minimales.

4.1 Modelo completitud es una prepiedad de teorias y se define en
términos de los modelos de la teorfa. Es un teorema (de A. Robinson)
que modelo completitud es equivalente a una propiedad de férmulas.
Para simplificar (puesto que no hemos definido lo que es una teoria de
primer orden y otras nociones) el lector puede tomar como definicién de
modelo completitud (aunque estrictamente hablando es sélo una conse-
cuencia) lo siguiente: una estructura A = (A4, (S;)ics, (Fj)jes) es modelo
completa si cada L-férmula (donde L es el lenguaje de A) ¢(z1, ..., Zn)
se puede reemplazar por otra férmula

¢=390(zy,...,7,, 7) con (2, 7)

sin cuantificadores tal que A, = A, es decir ¢ y @ definen el mismo
subconjunto de A™.

Esta nocién es realmente interesante. Recordando la traduccién
entre operaciones logicas y operaciones conjuntistas en 1.3, modelo
completitud de A quiere decir que la descripcién del conjunto A, que
puede involucrar varias proyecciones, complementaciones, uniones e in-
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tersecciones y en cualquier orden puede ser reemplazada por una des-
cripcién ¢ donde sélo hay proyecciones y sélo de conjuntos que son
intersecciones y uniones (lo que corresponde a 0(?, ‘17) que no tiene
cuantificadores) de conjuntos mds simples. Por ejemplo, si A=R
entonces §(Z’, ) es esencialmente un sistema de ecuaciones polino-
miales puesto que las desigualdades se pueden cambiar por existenciales
(t <0 ¢ 3y(t+y? =0)). La estructura R es de hecho modelo com-
pleta, luego todo conjunto definible de R se puede describir como la
proyeccién de un nimero finito de intersecciones y uniones de varieda-
des algebraicas.

4.2. Pasamos a definir las estructuras que Wilkie estudié. Sea fi,..., f;
una P-cadena de IR". Sea C C R un conjunto que contiene a todas
las constantes de los polinomios que aparecen en la definicién de la
P-cadena. Defina las funciones G;: R - R i=1,...,¢ como

fi(2) si@elol]
G‘(?)z{o( ) si—fg;R"]—[o,u"

Uno de los resultados de Wilkie en [W2] es:

Teorema: La estructura (R, <,+,-,—, (¢)ccc, G1,---,Ge) es modelo
completa.

Es importante notar que G; no es igual a f; en todo R"; la ex-
pansién se hace aiadiendo funciones Pfaffianas restringidas ([0, 1]* se
puede sustituir por cualquier compacto). Es un problema abierto de-
mostrar modelo completitud al anadir las funciones f; globales. No
vamos a intentar explicar-la demostracién pero si como se sigue la 0-
minimalidad.

Corolario: La estructura M = (]ﬁ, (€)eec, Gh, - - -, Ge) es 0-minimal.

Demostracién: Sea ¢(z,71,...,7,) una férmula en el lenguaje de la
estructura M con constantes ry,...,7,. Tenemos que mostrar R,
tiene un numero finito de componentes conexas. Como las constantes
T1,...,Tn € R no necesariamente estan en C (vea la definicién 3.1) no
podemos inmediatamente usar la hipotesis de modelo de completitud.

Podemos cambiar las constantes 71,...,7, que no estén en C por
variables (que por lo tanto son libres) nuevas ws,...,w,, y obtener
@o(z,wr,...,w,) con ¢ ahora si una férmula en el lenguaje de M. Por
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modelo de completitud podemos reemplazar ¢ por una férmula

(E‘anlv---,ym O(xa’wl,"',wnayly"'aym)-

El conjunto definido por ¢(z, 7) es el mismo que define 3 70(z, 7, 7).

Como 9(z, 7, %) no tiene cuantificadores entonces es necesaria-
mente un sistema de ecuaciones como en 3.5 b). Por este resultado el
conjunto de (z, 7) € R™"' tal que §(z, 7, %) tiene finitas compo-
nentes conexas; por lo tanto {z € R:3P0(z, 7, 7)} también tiene
un nimero finito de componentes puesto que es una proyeccién. [ ]

4.3. En (W3] Wilkie demuestra que, en el caso especial de la funcién
Pfaffiana y = ” la estructura (IR, €%) es modelo completa. Aquf es cru-
cial la propiedad e**? = e”e¥. No daremos ninguna idea de como es la
demostracién excepto que Wilkie usa una teoria de anillos noetherianos
de funciones definibles C* que formulé en [W2] y la comparacién de
dos tipos de dimensién: una de naturaleza l6gica y otra algebraica.

5 Algunos resultados recientes y proble-
mas

En esta tltima seccién juntamos algunos resultados que se mencionaron
anteriormente.

La funcién exponencial tiene un papel bastante peculiar en todo
este asunto.

Esto es el contenido del siguiente Teorema de C. Miller.

Decimos que una funcién f:R — R, es polinomialmente acotada
st |f(z)] < =V para algin N € N y z — oc.

Teorema 5.1 ([M]) Sea M = (]R,, +, i\ :l<’ (Ri)ieh (_fj)je]) una es-
tructura de primer orden. Suponga que M es 0-minimal y que eziste
una funcion definible en M que no es polinomialmente acotada. En-

tonces la funcion ezponencial es definible.

La demostracién de este teorema es completamente elemental y usa
algunos resultados generales sobre campos de Hardy. Obviamente si to-
das las funciones definibles en una estructura que expande a (R, +, -, —,
<) son polinomialmente acotadas entonces la funcién exponencial no es
definible. Asf, el Teorema de Miller nos dice que la estructura (ﬁ, exp)
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es minima con respecto a tener funciones con crecimiento m4s que poli-
nomial.

Otro cabo que dejamos suelto fue la descomposicién en celdas ana-
liticas (vea 3.3 y la discusion que sigue).

Sea R = (R,+,-,—,<,0,1) y L = {+,-,—,<,f,0,1} donde f es
un simbolo de funcién de una variable. Es claro que en el lenguaje L
existe una proposicién ¢, tal que, para cualquier funcién f:IR — R
tenemos que en la estructura (ﬁ, f), ¢n es verdadera si y sélo si f es de
clase C™. ;Existird alguna proposicién ¢, tal que ¢, defina la clase
de las funciones C™ como ¢, define a las de clase C™?

Teorema 5.2 ([W4]) La proposicién ., no eziste.

Demostracién: Suponga que si, y considere las funciones f,:IR —» R
para 7 € R donde

filz) = { || siz #0
siz=0
Evidentemente, en (]R, f+) vale o, siy sélo sir € N — {0}.

Puesto que f,(z) = |z|* = 18 (si ¢ - # 0) es posible construir
una férmula 6(z) en L de tal forma que en (R, %) vale 6(r) si y sblo si
en (R, [+) vale po. Invitamos a los lectores a pensar un minuto sobre
esto. Luego, por lo anterior el conjunto definido por 6(z) en (R, €*) es
IN — {0}; esto es imposible pues (IR, ¢%) es O-minimal. |

5.3 Recientemente L. Van den Dries y su alumno C. Miller (vea
[VAD3],[MVdD]) extendieron los resultados de Wilkie de una manera
clara y eficiente que permite obtener en algunas situaciones descom-
posicion en celdas analiticas.

Antes de enunciar el teorema de ellos necesitamos unas definiciones.

Definicién:

1. Un sistema de anillos C™ es una sucesién A = (Am)men tal que
para cada m > 0;

a) Am es un anillo de funciones C®, f: R™ — R donde la suma
y multiplicacién de funciones es puntual.

Aqui, en el caso m = 0 simplemente Ay es un subanillo de
R.
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b) las funciones de coordenadas z;: R™ — IR pertenecen a A,,.

c) para f € A, la funcién que envia

(Z15- oy Ty Timg1) = f(Z1,- -3 Tm)

de R™*! — R pertenece a A1 Sip es una permutacién
de {1,...,m} entonces la funcién que envia

(.’171, .. .,.’Itm) — f(.'l,‘p(l),:l,‘p(z), .. .,.'Ep(m)) € An.

d) si fe A, entoncesgz-eeAm Vi=1,...,m

El ejemplo mas pequeiio es el sistema (Z[zy,...,Zn])men-
Otro sistema es

(Rlzy,...,Tm, €™, €%, ..., ")),
2. Sea A un sistema de anillos C®, y fi,..., f: IR® — IR funciones
C™.
Decimos que las f; forman una cadena Pfaffiana en IR™ sobre
A (o (P, A)-cadena) si para cada j = 1,...,¢ existen funciones
Pij € Amyj parai=1,...,n tal que
af N n
Ep—_(xl,...,mn)=p,-j(‘f),f(x),...,fjk(?)) V?E]R,
1
Una P-cadena como en la seccién 3 es una (P, (Z[zy,. .., ZTm]mez))-

cadena. La idea de considerar sucesiones de anillos C* y P-cadenas
generalizadas como arriba estd implicito en [W2]. Dada una (P, A)
cadena podemos formar la estructura de primer orden

(]R'a +,5 <, 0) 1, (fAm)mElN)

donde (fa,, )memn son las funciones en A4,, para m € IN.

Un sistema de anillos C*S = (S;)men se llama noetheriano si cada
anillo S,, es noetheriano.

Si los anillos Sy, son de funciones analiticas entonces el sistema S
se llama analitico.

La teoria que inici6 Wilkie sobre anillos noetherianos de funciones
definibles la replican Van den Dries y Miller en los sistemas noetherianos
de anillos C*.

El uso que da Wilkie del teorema de Khovanskii 3.3 lo incorporan
de la siguiente forma: un sistema de anillos C®, A = (An)men €8
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de Khovanskii si Vm € N y fi,..., f,, € A,, existe una cota H =
H(f1,..., fm) € N tal que para todo @ = (ay,...,an,) € R™ se tiene

{Z eR™: fi(D) =a1,..., fm(P) = am, Jac(fi,..., fm)(2) £ 0} < H

El sistema (Z[zy,...,Zn]|)men es de Khovanskii por el Teorema de
Bezout, y el sistema (R[zy,...,Zm, €%, ..., €] nen es de Khovanskii
por el Teorema de Khovanskii 3.5.

Finalmente estamos listo para el

5.4 Teorema de Descomposicién en celdas analiticas [VdDS3,
MVdD].

Suponga que el sistema S es noetheriano, de Khovanskii y analitico.
Sea fi,..., fo una (P, S) cadena y suponga que la estructura

M= (ﬁ, (Fsm)mE]N7 f17 .. "fl)

es modelo completa. Entonces vale el Teorema de Descomposicién (3.3)
con celdas analiticas.

Nota: i) Cada celda analitica es una subvariedad real analitica de R",
para algtn n.

ii) Para obtener el caso de los conjuntos semialgebraicos, tomamos
S = (R[z1,...,Zm])men ¥ ninguna cadena. Las hipétesis del
teorema valen por el Teorema de Bezout y por el Teorema de
Tarski 2.1 (que da el modelo de completitud).

5.5 Problemas abiertos. Reunimos en esta tltima subseccién al-
gunos problemas abiertos.

1. En [MVdD], los autores muestran que la estructura (IRgy,€®) es
0-minimal (y modelo completa).
Aqui R., = (R, (f) fER{Xm}nen) donde
R{X,m} :=R{z1,...,z,}

es el anillo de las series de potencias en zy,...,,, sobre R que
convergen en una vecindad de [—1, 1]™ y donde para f € R{X, m}
definimos f: R™ — IR por

f(2) < (@ sizel-Lm
f(?)_{ﬂ . :imegR"'—][-l,l]r-n
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Esta estructura es la estructura 0-minimal mds grande hasta la
fecha. El problema consiste en encontrar estructuras 0-minimales
mas grandes todavia.

2. En todas las estructuras 0-minimales que se conocen hasta hoy, las
funciones definibles tiene crecimiento a lo sumo exponencial: si
g es definible g: R — IR entonces existen m,n € Ny C > 0
tal que |g(z)| < Cexp,(z™) donde exp,(z) = exp(exp,_,(z)) ¥
expo(z) = z.

JExisten expansiones 0-minimales de IR con funciones de creci-

miento “transexponencial”?

3. ;Eslaestructura (R, +,-, —, <,0,1, ﬁ’l, ... ,}7}) donde las F; son una
P-cadena en R", F;, = F; en todo R"® 0-minimal? Recuerde que
Wilkie sélo demostré 0-minimalidad si ff', coincide con F; en un
compacto y es cero fuera del compacto.

4. ;Esla estructura (R, +,-,<,—,0,1, Z(z)) donde 2(z) = %o: L (z >

1) 0-minimal?
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