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1. Introduccién

A finales del ano 2019, en el mes de diciembre, se empez6 a hablar
de un brote infeccioso producido por una nueva enfermedad en Wuhan
(China). Esta enfermedad infecciosa es la enfermedad por coronavirus
conocida como la COVID-19, la cual es causada por el virus SARS-
CoV-2. La forma de propagacion de este virus es principalmente de
forma aérea, mediante gotas de saliva o secreciones nasales que una
persona infectada emite al hablar, toser, estornudar o respirar, es por
ello que se recomienda a la gente el uso del cubrebocas, el tosido y
estornudo de etiqueta (al interior del codo) y el distanciamiento entre
personas de al menos un metro, pues una persona puede infectarse al
inhalar gotas de saliva que contienen el virus, o que entran en contacto
directo con los ojos, la nariz o la boca. Los sintomas méas habituales
de esta enfermedad son: fiebre, tos seca y cansancio; otros sintomas
menos frecuentes son: pérdida del gusto o del olfato, congestion nasal,
conjuntivitis, dolor de cabeza o garganta, diarrea, dolores musculares,
niuseas o vémitos, escalofrios o vértigdl] Lamentablemente la tasa de
infeccion de este virus resulto ser alta, lo que provocé que la enfermedad
se haya propagado a gran parte del mundo, convirtiéndose asi en una
pandemia, como lo declaré la Organizacién Mundial de la Salud (OMS)
el 11 de marzo del 20202
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A pesar del gran esfuerzo a nivel mundial por encontrar un esquema
de curacién, esto no ha sido posible en su totalidad, aunque han habido
grandes avances como lo son algunas vacunas, medicamentos y cuida-
dos médicos que permiten transitar la enfermedad en una condicién
menos grave. Es por ello que gobiernos de diferentes paises del mundo
han invertido una gran cantidad de recursos para poder enfrentar la
pandemia y actualmente la endemia. Una parte de esta inversion esta
destinada a los cientificos que trabajan en distintas disciplinas como la
epidemiologia, que con ayuda de modelos matematicos se centran en
estudiar la dindmica de la transmisién de una enfermedad. Uno de los
primeros matematicos en adentrarse al campo de la epidemiologia fue
Daniel Bernoulli quien en 1760 present6 a la Academia de Ciencias en
Paris un trabajo sobre la viruela y las ventajas de la inoculacién para
prevenirla, el cual fue publicado en 1766 [I]. Siglo y medio después,
en 1906, Hamer introdujo la ley de accién de masas, la cual proviene
de la Quimica, dando una reinterpretacién para los modelos en eco-
logia; esta ley dice que la tasa a la cual una enfermedad se propaga es
proporcional al nimero de individuos susceptibles multiplicado por el
nimero de individuos infecciosos [7]. En 1911, Ross publicé la segunda
edicién de su libro The prevention of Malaria, en el cual traté de cons-
truir modelos matemaéticos sobre la transmision de la malaria y uno de
estos modelos consistia en un sistema de dos ecuaciones diferenciales
[15]. Hubo otros modelos que siguieron al de Ross, como es el caso del
modelo presa-depredador de Lotka y Volterra [I1] y el que formularon
McKendrick y Kermack para modelar una epidemia en 1927 [9]. En
este tltimo modelo se considera una poblacién de tamano N con sola-
mente un individuo infeccioso, en el cual las personas pueden pasar por
tres estados: el estado susceptible S, el estado infeccioso I y el estado
recuperado R, como se muestra en el esquema de la figura [I} de hecho
este esquema es la razén por la cual a este modelo se le conoce como el
modelo SIR. En la seccién [2.2] definimos y construimos con detalle este

modelo.
S ——> | — R

Figura 1. Diagrama compartimental del modelo SIR.

A finales del siglo XIX la peste bubonica golpeé a la ciudad de Bom-
bay (India), provocando una drastica caida en la poblacién de esta
ciudad, debido a las miles de muertes que produjo esta epidemia y a la
gran cantidad de personas que huyeron para protegerse de la plaga. En
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1927, McKendrick y Kermack trataron de describir la epidemia con su
modelo y aunque este no fue tan preciso, la curva que arrojé su modelo
coincidié con el patréon observado en los casos reales, es por esta razon
que esta clase de modelos han sido considerados para modelar el trans-
curso de diferentes epidemias, por ejemplo: la viruela, la gonorrea, el
herpes, el VIH, la influenza [13] y actualmente el COVID-19 .

En la actualidad el modelo SIR es uno de los modelos méas conocidos
en epidemiologia y del cual parten la mayoria de los modelos en esta
area. El modelo SIR es un sistema de tres ecuaciones diferenciales, el
cual divide a la poblacién en tres clases; susceptibles (S), infecciosos
(I) y recuperados (R) y tiene como fin modelar la propagacién de una
enfermedad. Algunos modelos que se desprenden de este son: el modelo
SIRS, el cual considera que puede haber reinfeccion; el modelo SEIR,
que considera otra clase de individuos llamados expuestos (E); el mo-
delo SIQR, el cual considera una nueva clase, la de cuarentena (Q).
También se han trabajado modelos que incluyen vacunacion, grupos de
edad, inmunidad, asintométicos y latencia [3].

Un modelo matematico solo puede incluir de manera ideal algunos
de los factores que influyen en un fenémeno identificado. Decimos ideal
porque solo serda un acercamiento a la realidad observable o medible.
De hecho, entre mas factores se incluyan en un modelo, mas comple-
ja serd la descripcién, el andlisis y la lectura de este. En el proceso
de modelar matematicamente un fenémeno esta la cuestion sobre si
construir un modelo complejo, con la ventaja de incluir varios facto-
res que determinan el fenémeno en estudio y al mismo tiempo con la
desventaja en la dificultad que presenta para poder realizar un anélisis
completo y detallado o, por otro lado, proponer un modelo mas sim-
ple, con la desventaja de describir de forma mas burda el fenémeno,
pero con la posibilidad de realizar un estudio mas integral y preciso
matematicamente hablando. En este trabajo queremos mostrar como
podemos incluir una caracteristica observable en el comportamiento de
una pandemia en una poblacion a partir de un modelo simple.

Proponemos una modificaciéon al modelo clasico SIR, incluyendo el
término sensacion de riesgo, es decir, consideramos que al haber un
nimero grande de infecciosos en la poblacion, las personas llevan de
mejor manera las restricciones impuestas por los gobiernos, ademas
de intensificar las medidas personales. Entre las restricciones impues-
tas por los gobiernos estan el cierre de aeropuertos, la suspensiéon de
actividades en las escuelas y universidades, al igual que diversas activi-
dades como eventos deportivos, musicales y culturales. Por otro lado,
el gobierno y las empresas incentivan el trabajo a distancia. Por medi-
das personales entendemos el resguardo domiciliario, el distanciamiento
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social, el uso de cubrebocas y mascarillas, asi como evitar espacios ce-
rrados y concurridos, el uso de gel antibacterial y lavado frecuente de
manos.

En la actualidad, hay varios trabajos que han considerado las ac-
ciones impuestas por el gobierno y la sensacion de riesgo por parte de
la poblacién. Dichos trabajos toman como base al modelo SEIR para
después generalizarlo y obtener una vision mas realista de la evolucién
de la pandemia [10] [12} [6]. En este trabajo vamos a modificar el modelo
SIR porque el objetivo es mostrar el impacto que tiene la transmisién
del virus en la poblacién en un escenario en el cual no hay desarrollo de
una vacuna o tratamiento médico eficaz y porque las personas que han
adquirido el virus son infecciosos, ya que pueden transmitir la enferme-
dad atun antes de presentar sintomas, esto incluye a los asintomaticos
y a una parte de la clase de los expuestos. Este escenario es el que
predominé al inicio de la pandemia por COVID-19, como esta descrito
en [4]. En este trabajo hacemos un andlisis analitico y cualitativo de
un modelo modificado del SIR, en aras de mantener en lo posible su
simplicidad y poder establecer el efecto de la sensacién de riesgo en la
propagacion y contencion de la epidemia.

El trabajo comienza con una revisién general al modelo SIR indi-
cando las hipdtesis bajo las cuales vamos a trabajar. A partir de este
planteamiento introducimos las ecuaciones del modelo y hacemos un
analisis cualitativo del sistema. En la siguiente secciéon proponemos una
modificacién al modelo clasico SIR: agregamos el factor de sensacién
de riesgo. Finalmente, en la iltima secciéon hacemos el anélisis cualita-
tivo de este nuevo modelo e indicamos bajo qué condiciones presenta
estabilidad.

2. Revision del modelo SIR

Como se mencioné anteriormente, el modelo SIR es de los modelos
epidemiologicos mas conocidos y gracias a este se han podido construir
modelos més generales los cuales describen mejor el fenémeno de una
epidemia. Es por ello que consideramos importante hacer una revisién
del analisis de este usando las técnicas que se aplicaran mas adelante,
(recomendamos revisar [8] y [14]).

2.1 Supuestos

Suponemos las siguientes hip6tesis [3],[16]:
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e La enfermedad es viral y se transmite por el contacto directo entre
una persona infecciosa y una persona susceptible, es decir, la ley
de accion de masas modela la dindmica de contactos.

e Al inicio de la enfermedad solo una pequena fraccién de la pobla-
cion es infecciosa.

e La enfermedad se propaga en una poblacién aislada, es decir, no
hay emigracion ni inmigracion.

e La persona infecciosa transcurre toda la enfermedad hasta sanar
O MOrir.

e La poblacion total es constante, no se consideran nacimientos, ni
muertes causadas por otra razon que no sea por la enfermedad, es
decir, no se considera la demografia.

Cabe mencionar que estas hipdtesis son muy generales y al no conside-
rar demografia estamos suponiendo que la epidemia tiene un periodo
de tiempo relativamente corto. La cuarta hipotesis indica que no hay
reinfeccién. Este modelo describe la dinamica de un brote en una epi-
demia y aunque sabemos que la pandemia por COVID-19 ha producido
mas de un brote en diferentes paises, en este escrito nos centraremos
en explicar la evolucién de un solo brote en un periodo de tiempo de-
terminado.

2.2 Construccién del modelo

Denotamos por la funcién N(t) la poblacién total, la cual suponemos
como constante, es decir, N. Esta poblacion esta dividida en tres clases;
susceptibles S(t), infecciosos I(t) y recuperados R(t), subpoblaciones
que varian con el tiempo. Por susceptibles nos referimos a la pobla-
ciéon que no ha contraido el virus pero esta en riesgo de hacerlo, por
infecciosos entendemos que es la poblacion que tiene el virus y es capaz
de transmitirlo y por tltimo, los recuperados son aquellos individuos
que han logrado recuperarse de la enfermedad o que han fallecido. Asi
como lo hemos descrito, las poblaciones dependen del tiempo y con la
finalidad de tener una notacién mas sencilla omitimos esta dependencia
en adelante.

A partir del diagrama compartimental de la figura[I} la rapidez a la
que los individuos susceptibles dejan esta clase para pasar a la clase
de los infecciosos esta regida por la ley de accién de masas. En térmi-
nos matematicos esto corresponde al producto —3SI, donde § > 0
representa la tasa de transmision de la enfermedad [16]. Por lo que la
primera ecuacién diferencial del modelo queda como

dS
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La clase de infecciosos, segin el diagrama compartimental de la figura
es una clase de transicién. El cambio de esta poblacion sera el resul-
tado de la diferencia entre velocidades de ingreso y egreso. Esto es, la
rapidez a la que los individuos pasaron de la clase susceptible a la clase
infecciosa, la cual estd dada por el producto ST (observamos que en
este caso el signo es positivo) menos la rapidez a la que los individuos
se recuperaron de la enfermedad o fallecieron y esto se puede expresar
mediante el producto —vyI, donde v > 0 representa la tasa de recupera-
cion/mortandad. Una observacién importante del pardmetro v es que
su inverso, 1/, representa el tiempo medio de recuperacién [16]. As,
el cambio en la poblacion de infecciosos es

dl

— = [BSI —~I. 2

o = PBSI =1 (2)
Por ltimo, la rapidez a la que los individuos dejan la clase infecciosa
para entrar a la clase recuperada esta dada por el producto vI. Por lo

tanto, el cambio en la poblacién de recuperados es

dR
Rl S
7 =7 (3)

De las ecuaciones , y observamos que se cumple
d(S+R+1I) dN

dt dt ’

lo cual concuerda con el supuesto de que la poblacién total es constante.

Hacemos una modificacién a la ley de accién de masas de la forma
BSI = [BSI/N para considerar un escenario mas adecuado respecto de
los contactos que pudieran realizarse entre las poblaciones de suscep-
tibles e infecciosos, de otra forma estariamos suponiendo que ambas
poblaciones entran en contacto en su totalidad. Después normalizamos
las ecuaciones [5], es decir, definimos las variables

s 1 &
N N N
Y el modelo SIR normalizado (sir) es
d .
d—j = —[si,
% = Bsi i, (4)
i
at "

Aqui s,7 y r representan las fracciones respecto del total N del niimero
de individuos en las clases de susceptibles, infecciosos y recuperados
al tiempo ¢, respectivamente. Al estar normalizado el modelo cumple
s+i+r =1y porende s, i,r € [0,1].
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2.3 Puntos de equilibrio

Los equilibrios del sistema son las soluciones mas sencillas que po-
demos establecer (soluciones constantes, es decir, s’ =0, ¢/ =0, v’ = 0)
y estdn dadas por un conjunto continuo de la forma P = {(w,0,1—w) |
w € (0,1]}. Si consideramos el caso en que w = 0 significaria que to-
da la poblacion esta recuperada y no hay riesgo de infeccién pues no
habria personas susceptibles, por lo tanto, descartamos este caso. El
caso w = 1 indica que el equilibrio es de la forma P = (1,0,0) y a
este punto se le conoce como el equilibrio libre de enfermedad. En este
escenario no hay ninguna persona infecciosa y, por la forma en que es-
tablecimos que se transmite la enfermedad, no es posible que se pueda
dar un brote epidémico.

2.4 Numero reproductivo basico

Un parametro muy importante de los modelos epidemiolégicos es el
numero reproductivo basico, R,, el cual indica el niimero de infecciones
secundarias que una persona infecciosa produce mientras se encuentra
en esta clase en un entorno donde solo hay personas susceptibles. Si
R, < 1 no se produce un brote epidémico y si R, > 1 si se produce, es
decir, funciona como un valor umbral en la dindmica de una enfermedad
[16].

Siguiendo el método de la matriz de la primera generacién, calcula-
mos el niumero reproductivo basico [2]. Sabemos que el equilibrio libre
de enfermedad se encuentra cuando ¢ = 0, de aqui que consideremos a
1 como el estado infeccioso. La forma en que nos desplazamos de este
estado es

F = Bi, V=i,

donde F representa los contagios que produce un infeccioso al inter-
actuar con un susceptible y V la salida de individuos de este estado.
El jacobiano de estas matrices (en este caso son solo escalares) en el
equilibrio (1,0,0) es F' = B y V = ~. Recordemos que el tiempo me-
dio de recuperacién estd dado por el inverso de v, V~! = 1/v. Por
tltimo, el producto K = F - V! recibe el nombre de la matriz de la
siguiente generacién (aunque en este caso es una matriz cuadrada de
tamano uno). El valor propio més grande en valor absoluto de esta
matriz corresponde con el nimero reproductivo basico, asi
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2.5 Analisis local

La parte lineal nos da informacién sobre la dindmica (lineal) alrededor
de un punto en el dominio del sistema y para esto calculamos el
jacobiano en los puntos de equilibrio,

0 —fw 0
0 pw—v O
0 ¥ 0

que posee los valores propios \y = 0, Aa =0y A3 = Bw — 7. A partir
del tercer valor propio tenemos los siguientes subcasos:

e si R,w =1, entonces A3 = 0,

e si R,w < 1, entonces A3 < 0y

e si R,w > 1, entonces A3 > 0.

El conjunto P estd formado por equilibrios que no son hiperbdlicos
(porque Ay = Ay = 0), por lo que el teorema de Hartman-Grobman
[14] (p. 120) no determina la estabilidad local (incluyendo la parte no
lineal) de cada uno de estos equilibrios.

2.6 Dinamica global

Basta con estudiar el primer cuadrante, ya que el dominio del sistema
es [0,1]. Observemos que el primer octante en el sistema coordena-
do sir es positivamente invariante. Esto porque si s = 0 estamos en el
plano ir y el campo vectorial aqui es de la forma (0, —vi,~i). De igual
forma, si ¢ = 0, entonces el campo vectorial en el plano sr es (0,0, 0),
que son puntos de equilibrio. Y por tltimo si » = 0 estamos en el plano
st en el cual el campo vectorial atraviesa transversalmente para ingre-
sar al primer octante debido a la tercera ecuacién dr/dt = i > 0. Asi
sabemos que el flujo del sistema ingresa al primer octante transver-
salmente por medio del plano si y ahi permanece porque los planos ir
y sr son invariantes. Y en adelante haremos el analisis en el plano si
ya que la tercera ecuacion en esta desacoplada de las primeras dos
y acabamos de revisar que el flujo en la direccién r es positivo siempre.

2.6.1. Ceroclinas

La z;-ceroclina son los puntos en el espacio fase en los que el flujo
apunta en direccion perpendicular al eje x;, es decir, la x;-ceroclina son
aquellos puntos en los que z} se anula, asi que definimos la z;-ceroclina
como los puntos en el dominio que resuelven: ' = 0y ¢ = 0 [8, pp.
189-190]. De este modo, la s-ceroclina corresponde a los ejes s e i,
mientras que la i-ceroclina corresponde a las rectas i = 0y s = v/ B :
En la figura [2| se representan las ceroclinas, las rectas de color naranja
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corresponden a la s-ceroclina, la recta de color magenta representa la
i-nuliclina s = v/ B y la recta de color rojo representa el continuo de
equilibrios P. Estas ceroclinas dividen el dominio del sistema en dos
conjuntos

A= {(s,i) € (0,1]* | s > ~/B},
B={(s.i)€ (0,1 | s < /B

En el conjunto A el campo vectorial apunta al noroeste, mientras que
en el conjunto B apunta al suroeste. El flujo en el dominio del sistema
tiene las siguientes caracteristicas:

1. El conjunto B es positivamente invariante.

2. A partir del teorema de Bendixon-Dulac proponemos la funcién
escalar auxiliar f(s,i) = s%¥ con z = 0, y = —1 y calculando
div(f(s,i)(—Psi, Bsi — ~i)) = —f < 0 podemos concluir que no
hay érbitas cerradas en el dominio.

3. Por el teorema de Poincaré-Bendixon, las érbitas tienden a un
punto de equilibrio.

4. Atendiendo al signo de s’ e i’ concluimos que si una érbita co-
mienza en el conjunto A entonces va a cruzar transversalmente
la i-ceroclina s = v/ ,@ para entrar al conjunto B y de ahi tender
asintéticamente a uno de los posibles puntos de equilibrio.

Figura 2. Ceroclinas.

2.6.2. Funcién de Lyapunov

El teorema de estabilidad de Lyapunov nos indica que si definimos una
funciéon en un conjunto abierto que contiene a un punto de equilibrio,
podemos establecer la estabilidad del sistema mientras se cumplan las
condiciones de este teorema [8, pp. 194-195]. Para establecer el tipo de
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estabilidad del sistema utilizamos la siguiente funcién de Lyapunov
para cada punto de equilibrio en el conjunto P,

Ly(s,i,r)=s+i+whw—wlns—w. (5)
Sabemos que L, (w,0,1 — ) = 0. Definimos L,, = L, /w y realizamos

el cambio de variable ¢ = £, obtenemos que L, (¢) =¢ —Ingp —1>0
para toda ¢ # 1. Por otra parte derivando . tenemos que
dL,,

C — VL (51 = (P — ).

De hecho, dst“’ —Osm-()ow—y/ﬂy de <081w<7/ﬁ

Tomando w = s, concluimos lo 81gu1ente el continuo de equilibrios P
es estable si s = v/ B y es asintéticamente estable si s < v/ B . Es decir, si
la solucién se encuentra en el conjunto B la solucién es asintoticamente
estable al continuo de equilibrios, lo cual concuerda con el comentario
que se hizo en la subseccion [2.6.1] inciso 4. Si la trayectoria comienza
en el conjunto A, esto implica que la poblaciéon de infecciosos crece
hasta alcanzar un valor maximo (brote epidémico) y posteriormente
decrece hasta estabilizarse asintoticamente en un punto de equilibrio
en el conjunto B. Observamos que si R, < 1, el dominio del sistema
restringe la posibilidad de un brote epidémico, a diferencia de lo que
ocurre si R, > 1.

3. Modelo SIR con sensacion de riesgo

Como mencionamos anteriormente, en esta seccién introducimos una
modificacién al modelo clésico sir con la finalidad de mostrar el impac-
to que tiene la sensacién de riesgo en el transcurso de una enfermedad
en la cual no se ha logrado desarrollar una vacuna y se tiene muy poca
informacion del comportamiento del virus que la provoca. El término
sensacion de riesgo en este trabajo lo entendemos como la habilidad
del ser humano para detectar, identificar y reaccionar ante un peligro
especifico. En una epidemia, esto conlleva restricciones impuestas por
los gobiernos junto con las medidas preventivas personales para dismi-
nuir la posibilidad de contagio. Para esto consideramos el modelo sir
(4) e incluimos el factor que representa las restricciones que impone el
gobierno cuando hay evidencia de que la prevalencia puede crecer de
forma importante y por otro lado, también representa las medidas per-
sonales en la poblacion, que ante la misma evidencia, se asume grande
el riesgo a contraer la enfermedad. Estos comportamientos deben de
estar reflejados en el término que representa nuevos contagios, por lo
que proponemos un nuevo término que llamamos factor de transmision
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en lugar de la tasa de transmision en el modelo sir clasico. Este factor
es

Bi(i) = B(1 —i)* con k€ [0,00). (6)
De @ observamos lo siguiente:

e Si i tiende a uno el factor de transmision By (i) tiende a cero. Este
escenario representa una alta sensacién de riesgo ya que casi to-
da la poblacién seria infecciosa y el gobierno impondria medidas
estrictas para frenar la enfermedad y la poblacién susceptible es-
tarfa tomando medidas personales para disminuir, en lo posible,
el riesgo de infeccion.

e Sii tiende a cero el factor de transmision By (i) tiende a 3 y recor-
demos que B representa la tasa de transmision de la enfermedad
sin sensacion de riesgo. En este escenario tenemos una baja sensa-
cion de riesgo debido a que solo una pequena parte de la poblacién
es infecciosa, motivo por el cual el gobierno no consideraria necesa-
rio imponer restricciones y la poblacion susceptible, al no sentirse
en riesgo de infeccién, conduciria la convivencia diaria de forma
cotidiana.

e Cabe mencionar que este nuevo factor @ es una funcion continua
estrictamente decreciente porque B’ < 0, como se observa en la
Figura 3]

e La familia uniparamétrica By (i) es decreciente conforme k crece,
porque Byio < By para toda i € (0,1) y £ > 0. De hecho, Bg(7)
converge puntualmente a la funcion

1, i=0,
{0, i€ (0,1],

conforme k tiende a 0.

El parametro k indica qué tan presente es la sensacién de riesgo en la
poblacion. Es decir, conforme k crece, la sensacion de riesgo estd mas
presente o es mejor asumida por la poblacion. Asi que el modelo sir con
sensaciéon de riesgo es el modelo sir clasico cuando k& — 0 y en este
sentido, el nuevo modelo es una generalizacién del sir.

Otra forma de entender la introduccion de este factor es a partir de
que sabemos que i es la probabilidad de encontrarse con un infeccioso
en la poblacidn, asi que (1 —1) es la probabilidad de no encontrarse con
un infeccioso. El término (1 —4)* serfa la probabilidad de no encontrar-
se con un infeccioso en k intentos. Que el factor de riesgo disminuya
conforme hay mas poblacién infecciosa significa la intensificacién en
las restricciones de convivencia y en las medidas preventivas de salud
personales para disminuir la posibilidad de contagio debido a la preva-
lencia existente. Si k aumenta, indica que en los k posibles encuentros
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Figura 3. efecto del parametro k en la sensacién de riesgo.

la probabilidad de encontrarse con un infeccioso disminuye, debido a la
intensificacion de las medidas de prevencion.

Modificando el modelo sir para incluir el factor de transmision
@, obtenemos el modelo que llamamos sir con sensacion de riesgo

ds N

pri —B(i)si,

di

di _ N -
pn By.(i)st — i, (7)
i

ar "

El cual podemos reescribir de la siguiente manera

e

di o . :

= Bsi(l = i)t — i )
i

T

4. Dinamica del modelo sir con sensacién de riesgo

Al tomar como base el modelo sir, este nuevo modelo hereda varias
caracteristicas establecidas en las secciones anteriores. El conjunto de
puntos de equilibrio y la matriz que representa la parte lineal del sistema
(8) en los equilibrios se heredan del modelo sir, como se expuso en la
seccion 2.3 y 2.5 Asf el conjunto P = {(w,0,1 —w) | w € (0,1]} es el
conjunto continuo de puntos de equilibrio y los valores propios asociados
a la parte lineal para cada uno de los puntos de equilibrio en el conjunto
P son \; =0, )\QZOYA:;:BU)—’Y.
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4.1 Numero reproductivo béasico

Siguiendo el algoritmo de la matriz de la siguiente generacion, el equi-
librio libre de enfermedad del sistema se define cuando ¢ = 0, por lo
que consideramos a ¢ como el estado infeccioso y la dinamica a partir
de este estado estaria determinada por las expresiones

F = Bi(1 —i)*, V = i
El jacobiano de estas matrices en el equilibrio libre de enfermedad es
F =3, V =+.

Recordemos que el valor propio méas grande en valor absoluto de la
matriz K = F - V™! es el ntimero reproductivo bésico (en este caso es
una matriz cuadrada de tamano uno). Asi el modelo sir con sensacién
de riesgo posee el niimero reproductivo bésico

Hasta aqui pareciera que el modelo sir con sensacion de riesgo y el mo-
delo sir clasico generan la misma informacion, pero en los siguientes
apartados podemos apreciar el efecto que provoca el factor de transmi-
sion en la dinamica de contagio en la poblacion.

4.2 Dinamica global

Nos interesa el andlisis en el primer octante, ya que el dominio del
sistema () es [0, 1] y al igual que revisamos en el modelo sir, el primer
octante resulta positivamente invariante. De hecho, nos centramos en el
estudio del flujo en el plano s — i, ya que la tercera ecuacion de esta
desacoplada y sabemos que el flujo es positivo siempre en la direccién
del eje r.

4.2.1. Estabilidad de Lyapunov

Para establecer el tipo de estabilidad utilizamos nuevamente la funcién
de Lyapunov (5). Comprobamos que L, (w,0,1 —w) = 0. Definimos
L, = L,/w y realizando el cambio de variable ¢ = 2, obtenemos que
la funcién L, (¢) = ¢ —In¢ — 1 > 0 para toda ¢ # 1. Por otra parte,
derivando L,,, tenemos que

dL,, 5

— = VL, (i) =i[(Bw(l —i)* -]
DeAheCho,dg—tw zosii:Oéizl—(’y/ﬁAw)%y‘%—f <0siw <
v/B(1 —i)* (comparar la cota obtenida con la del modelo cldsico sir).

De hecho, la funcién i(w) = 1 — (v/Bw)"* define una regién en la
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que chl_tw < 0, ya que se verifica si i > i(w). Por lo tanto, los puntos

de equilibrio que son estables son los que cumplen con la condicion
w </ 6 (1—1)* y més atn, la regién estable (asintéticamente) definida
por la funcién L, es {(w,7) : i > i(w)}.

Aunque la condicién de estabilidad de los puntos de equilibrio es la
misma que en el modelo sir clédsico, la regién en la cual se satisface la
estabilidad (asintética) ha cambiado. En la siguiente seccién analizamos
con mas detalle esta modificacion que ha sufrido el modelo en términos
de la dindmica de las variables de estado.

4.2.2. Ceroclinas

Del sistema tenemos que la s-ceroclina corresponde a los ejes s e
1, mientras que la i-ceroclina corresponde a la recta ¢ = 0 y a la curva
i=1—(y/ Bs)%. En las figuras y se representan las ceroclinas, las
rectas de color naranja corresponden a la s-ceroclina, la curva de color
magenta representa la i-ceroclina y la recta de color rojo el continuo
de equilibrios P. La interseccién de la recta ¢ = 0 con la curva ¢ =
1—(v/Bs)* es el punto (v/3,0). Estas ceroclinas dividen naturalmente
el cuadrante I en los conjuntos

C—{@Jﬂﬂaﬂﬂi<l—(é)i},
D= {(s,i)e(0,1]21i>1— (B’D}C}

En el conjunto C' el campo vectorial apunta al noroeste, mientras que
en el conjunto D el campo vectorial apunta al suroeste, haciendo de
este tltimo conjunto uno positivamente invariante.

(9)

b
=

’?3—'/'//;/"’/-75
iy -
Ve o
]j/////}}-/,

f//////////" -

] —
—

il
(@) R, =
0.7

Figura 4. ceroclinas s e i, kK = 0.5.
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(c) k=4

Figura 5. ceroclinas s e i, R, = 1.68.

Proposicién 4.1. En el modelo sir con sensacion de riesgo, la cuenca
de la region estable crece y el valor mdzimo en la poblacion de infeccio-
sos disminuye, conforme k crece.

Demostracion. El punto maximo en la transmisién del virus (pico del
brote) se puede establecer calculando di/ds = 0. Para el sistema (4] el
pico ocurre cuando S0, = v/ B , mientras que para el sistema el pico
sucede cuando sy, = /(1 — i)*. De hecho Spap < Sg,.., para k > 0
e ¢ > 0. El pico de infecciosos respecto de la poblaciéon susceptible se
ha desplazado hacia un incremento en susceptibles y se desplaza mas
conforme k crece.

Por otro lado, la ecuacién di/dt en los modelos y nos da infor-
macién sobre qué tanto crece la poblacion de infecciosos y comparando
Bsi — i > Bsz’(l —i)F —~i concluimos que el valor méaximo en la pobla-
cién de infecciosos es menor considerando el factor sensacion de riesgo
y disminuye conforme el valor k aumenta. ]

En otras palabras, comparando bajo las mismas condiciones las cero-
clinas del modelo sir (figura [2|) con las ceroclinas del modelo sir modi-
ficado (figura {4 y [5)) observamos que en el caso del modelo modificado
el pico de la infeccién se traslada hacia la derecha (la i-ceroclina se
curva), en comparacién con el pico de la infeccién del modelo sir donde
la i-ceroclina es vertical. Esto quiere decir que al modificar el modelo,
el factor de transmisién esta provocando que el pico se retrase o que se
necesite una mayor cantidad de individuos susceptibles para alcanzar el
pico de la infeccién. A partir de las figuras[d] y [5] observamos que el flujo
se modifica para diferentes valores de k; a medida que el valor de este
parametro se va incrementando, la i-ceroclina crece mas lentamente,
lo que provoca que la regiéon D crezca y que el maximo de infecciosos
disminuya.
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Todo el estudio anterior nos permite enunciar el siguiente teorema
que contiene la informacion sobre la dindmica del modelo propuesto y
que explica el impacto que, bajo las hipdtesis de este modelo, causa el
factor de transmisién con sensacion de riesgo.

Teorema 4.2. El modelo sir con sensacion de riesgo presenta la si-
guiente dinamica segun el valor de R,:

1. Si R, < 1, el dominio del sistema se encuentra en la cuenca es-
table, es decir (0,1]* C D por lo que para cualquier condicion
inicial dada, tanto la poblacion susceptible como la poblacion de
infecciosos decrecen hasta tender asintoticamente a uno de los po-
sibles puntos de equilibrio P. Mientras mayor sea el valor de k,
los individuos infecciosos decrecerdn con mayor velocidad que los
individuos susceptibles y lo podemos concluir a partir del signo de
di/ds, lo cual concuerda con la descripcion de k que indica qué
tan presente es la sensacion de riesgo en la poblacion. En este es-
cenario no se produce un brote epidémico y la enfermedad termina
por extinguirse.

2. 851t R, > 1 y la condicion inicial se encuentra en el conjunto C,
la poblacion susceptible decrece mientras que la poblacion infec-
ciosa crece hasta llegar a un valor mdzimo (cuando la trayectoria
correspondiente cruza la i-ceroclina), después ambas poblaciones
decrecen hasta tender asintoticamente a uno de los posibles pun-
tos de equilibrio P. A medida que aumenta el valor de k, el punto
mazximo en la poblacion de infecciosos va disminuyendo. En este
caso st hay un brote epidémico con la caracteristica de que este
es menos intenso conforme la sensacion de riesgo k crece, es de-
cir, esta mas presente en la poblacion el riesgo a contagiarse. Si
la condicion inicial esta en el conjunto D, que es un subconjunto
propio del dominio, el caso es andlogo al anterior.

5. Conclusiones

El modelo sir con sensacién de riesgo introducido es una modificacién
al modelo sir clasico que incluye en la dinamica el impacto que tiene so-
bre la poblacién el conocimiento de la prevalencia. El modelo propuesto
confirma que el factor de transmisién impacta en la dinamica del con-
tagio, disminuyendo la intensidad del brote epidémico y aumentando
la rapidez en el decrecimiento de la poblacién infecciosa.

El factor de transmisién es un término no lineal que modifica en for-
ma simple el modelo sir clasico. Por simple nos referimos a que logramos
presentar un analisis de la dinamica global en el dominio definido con
las técnicas matematicas clasicas y con esto identificar e interpretar el
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impacto que tiene la sensacién de riesgo de la forma en la que lo in-
cluimos. De hecho, entre mayor sea la poblacién de infecciosos y mayor
sea el valor de k, el factor de transmision disminuye y con esto el va-
lor méximo de infecciosos también, ademas de que este valor maximo
sucede con una poblacion mayor de susceptibles.

En este escrito nos referimos a la enfermedad causada por COVID-19,
pero el modelo puede funcionar para enfermedades contagiosas simila-

res.
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