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En los cursos usuales de teoria de grupos en las licenciaturas de matema-
ticas, uno de los puntos culminantes es la demostracién de los reciprocos
parciales del teorema de Lagrange, a saber, los teoremas de Sylow, y
después se introducen aplicaciones sobre grupos de orden pequeno, por
ejemplo, se demuestra que los grupos de orden 45 = (3%)(5) o 175 =
(5%)(7) son abelianos. Estos son casos espaciales del teorema siguiente y
cuya demostracion solo requiere resultados del mismo nivel y que si se
suelen demostrar en los citados cursos:

Proposiciéon 1 Sean G un grupo finito y p < q primos consecutivos.
1. Si |G| =pq y 3 <p, entonces G es ciclico.
2. Si |G| = p*q y 3 < p, entonces G es abeliano.

3. 91 |G| = p*q* y 5 < p, entonces G es abeliano.
Para la demostracién, comenzamos observando

i) Si 3 < p < ¢, son primos consecutivos, entonces p { ¢ — 1. En
efecto, por el Postulado de Bertrand, véase por ejemplo ([1], pp.
343 y 373), p < ¢ < 2p y por lo tanto p < ¢ — 1 < 2p. Note ahora
que si p | ¢ — 1, se tendria p = ¢ — 1, lo cual contradice el hecho
de que p y ¢ son impares. Se sigue que p t ¢ — 1.

ii) Similarmente se muestra que si p, ¢ son primos consecutivos y
5 < p < q, entonces p{ q+1, ya que por el Postulado de Bertrand,
siendo p, ¢ consecutivos se tiene que p < ¢ < 2p — 2 < 2p, y por
lo tanto p < ¢+ 1 < 2p, y asi ¢+ 1 no puede ser multiplo de p, es
decir, p 1 ¢+ 1.
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Demostracién: La parte 1. de la proposicién es un resultado conocido
vélido siempre que p < ¢y pf g — 1, véase por ejemplo ([2], pp. 96).
Para probar la parte 2., demostramos méds generalmente que si |G| = p%q
conp<qypt q—1,entonces G es abeliano. La demostracién de este
hecho se reduce a mostrar que G sélo tiene dos subgrupos de Sylow.
En efecto, Sea n, el numero de p-subgrupos de Sylow de G. Por el
Tercer Teorema de Sylow tenemos que n, | ¢ y n, = 1 mod p. Luego
n, € {1,q}. Si n, = q entonces p | ¢ — 1 lo cual no puede ser pues por
hipdtesis tenemos que p{ g — 1. Por lo tanto n, = 1.

Sea P el p-subgrupo de Sylow de G. Tenemos que P <1 G y |P| = p?,
luego P es abeliano. Ahora, sea n, el nimero de g-subgrupos de Sylow
de G. Por el mismo teorema de Sylow tenemos que n, | p* y n, = 1 mod
q. Luego n, € {1,p,p*}. Sin, = p?, entonces ¢ [ p* — 1= (p—1)(p+1),
como ¢ es primo tenemos que q | p— 16 ¢ | p+ 1. Si suponemos que
q | p — 1 obtenemos una contradiccién pues p < ¢. Si ¢ | p+ 1, como
p < q, tenemos p + 1 < q luego se sigue que ¢ = p + 1 el cual es par,
contradiccién. Si n, = p entonces ¢ | p — 1 lo cual es una contradiccién
pues p < q. Luego n, = 1.

Sea @ el g-subgrupo de Sylow de G. Tenemos que @ < G con |Q| = q.
Luego @ es ciclico y por lo tanto () es abeliano.

Por otro lado, tenemos que PN Q = {e} y asi

[PllQl _ pq
“png 1 Pe=(Gl

|PQ|

Como P, () son subgrupos normales, tenemos G = P x @) el cual es un
grupo abeliano, por lo tanto, G también es abeliano.

Para probar la parte 3., demostraremos més generalmente que si |G| =
p?q?, con p < q tales que pt ¢*> — 1, entonces G es abeliano. En efecto,
sea n, el nimero de p-subgrupos de Sylow de G. Por el Tercer Teorema
de Sylow tenemos que n, | ¢* y n, = 1 mod p. Luego n, € {1,q,¢*}.
Si n, = ¢?, entonces p | ¢> — 1 lo cual es una contradiccién pues por
hipétesis sabemos que pt ¢* — 1. Si n, = ¢q entonces p | ¢ — 1 lo cual
no puede ser pues de p{ ¢*> — 1. Tenemos que p{ ¢ — 1, por lo tanto
n, = 1.

Sea P el p-subgrupo de Sylow de G, tal que P<{G con |P| = p*. Luego P
es abeliano. Argumentando como en la demostracién de la proposicién
anterior tenemos que existe un tinico g-subgrupo de Sylow @), el cual es
normal en G y |Q| = p?, luego Q es abeliano.

Finalmente, haciendo un analisis similar al de la demostracién de la
proposicién anterior, concluimos que G = P x @) y por lo tanto, G es
abeliano.
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Finalmente, veremos que las condiciones anteriores sobre p, es decir,

p > 3 0 p > 5 son necesarias.

Observaciones

Es necesario pedir p > 3, pues si p = 2 y ¢ = 3 tenemos el grupo

simétrico S5 de orden 6 = (2)(3) y el grupo alternante A, de orden

12 = (2%)(3) que no son abelianos.

También, es necesario que p sea mayor o igual que 5. Sip =2y qg=3

tenemos el grupo diédrico Dyg de orden 36 = (2?)(3?) que no es abeliano.

Para el caso p = 3 y ¢ = 5, observamos que existe un grupo no abeliano

de orden 225 = (32)(5%). Este grupo puede obtenerse como producto

directo un grupo ciclico de orden 3 y un grupo no abeliano de orden 75,

este dltimo es un producto semidirecto (no directo) de C5 x C5 y Cs.
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