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>Convenir para Jugar o Jugar paraConvenir?Paloma Zapata LilloDepartamento de Matem�atiasFaultad de Cienias, UNAMCiruito Exterior, C.U.04510 M�exio, D.F.pzl�hp.fienias.uanm.mxResumenLa teor��a de juegos es un maro te�orio adeuado para es-tudiar las \leyes" internas de los diversos onitos humanosy puede resultar un importante instrumento de an�alisis en lasienias que estudian estos onitos. Con los juegos se puedenplantear muhos problemas pariales de la soiedad moderna,pero tambi�en problemas globales de ella, omo el de la forma-i�on de instituiones o el del surgimiento de la moral y de lasonveniones soiales. Peyton Young ha desarrollado, junto onotros autores, un interesante trabajo sobre estas �ultimas queexponemos en este art��ulo, on algunos ejemplos ilustrativos.1 Del Carre~no, de la Real Aademia de la Lenguay de otras importantes autoridades.Por poo onvenionales que nos reamos, nuestra vida otidianaest�a llena de reglas de onvivenia que todos estamos dispuestos aseguir, pues esperamos, de todos los otros, que tamb��en las seguir�an.Son estas reglas las llamadas onveniones.Conveniones se enuentran, no s�olo en las \reglas de la buena edu-ai�on", sino en todos los aspetos de una soiedad. El lenguaje mismoque le atribuye signi�ado a las palabras, la existenia del alfabeto, et.tienen un arater onvenional. La vida eon�omia no podr��a desar-rollarse sin la moneda y muhas otras reglas del merado. >Por qu�e las29



30 Paloma Zapata Lilloaeptamos? >Por qu�e todo el mundo maneja por la dereha? >Por qu�e seest�a dispuesto a aatar las leyes jur��dias? >Por qu�e se deretaron esasy no otras leyes? y muhas preguntas m�as.En uanto a las \buenas ostumbres", podr��amos pensar en quela esuela, por un lado, y la familia por el otro, se han enargado deinularnos s�olidos prinipios, los mismos que se han inulado porgeneraiones. >Y qui�en onveni�o al sistema esolar y a los padres defamilia de la bondad de las diversas reglas? >Personajes omo el se~norCarre~no, quiz�a? Y a lo mejor en uanto al lenguaje, el espa~nol desdeluego, >fueron los sabios de la Real Aademia de la Lengua qui�enes in-ventaron las reglas que lo rigen? >Y en la onduta eon�omia, pol��tia,et?Desde hae muhos a~nos, diversas orrientes �los�o�as y pensadoressoiales han fundamentado que las onveniones que realmente se siguenen una soiedad, tengan o no la forma de leyes esritas, son la resultantede la ai�on tomada por los miembros de diha soiedad, generalmentebusando objetivos muy distintos que los que se obtuvieron. Las leyesjur��dias y las respetadas autoridades en la materia son posteriores ytambi�en son un produto de diha ai�on soial. La teor��a de juegoses un buen maro para modelar este tipo de problema, aunque, porsupuesto, en una forma muy simpli�ada. En este trabajo presentare-mos un interesante desarrollo de Peyton Young [6℄ sobre las Conven-iones Soiales. Pero empeemos on un ejemplo2 >Nosotros los pobres o ustedes los Burr�on?Tratemos de haer un senillo modelo matem�atio del espinoso on-ito entre los hombres y las mujeres, para empezar a disutir el pro-blema.Existe un famoso ejemplo de la teor��a de juegos que lleva el sonoronombre de La Batalla de los Sexos, lo que provoa frustaiones de todoel que lo aborda, tanto si piensa que se le presentar�a un tratamientosobre la liberai�on femenina, omo si le emoiona enfrentarse a un mod-elo matem�atio de alguna sei�on del Kamasutra. Y en lugar de esostemas o de alg�un otro, igual de apasionante, se enuentra on la historiade un matrimonio que tiene un grave onito, pues a ella le gusta elballet, mientras que �el pre�ere el box, por lo dem�as todo es sim�etrio yequitativo entre ellos. Tratemos nosotros de abordar una situai�on m�aserana a nuestra idiosinraia, pero pensemos en que nos enontramos



�Convenir para Jugar o Jugar para Convenir? 31en el M�exio de los a~nos 40 o 50, as�� evitaremos sueptibilidades detodo tipo.Simpli�ando enormemente, podemos deretar que un hombre deesa �epoa, s�olo ten��a dos pautas de onduta, entre las que podr��a ele-gir en ada oasi�on que tuviera que enfrentarse a una mujer, seg�unpensara que le onvendr��a una u otra. La primera de estas pautas deonduta o estrategias ser��a la representada por nuestro llorado PedroInfante, en asi ualquiera de sus personajes, Pepe el Toro por ejemplo,maho entre los mahos, nadie omo �el para enamorar a las mujeres. Lasegunda, la de un hombre omprensivo y ooperador, onduta poo re-spetada, nos referimos a aquella �epoa <laro est�a!, por ello, nos uestatrabajo enontrar un gal�an de la talla de Pedro Infante para represen-tarla y tendremos que onformarnos on una ariatura omo la de DonRegino, el de la Familia Burr�on de Gabriel Vargas. Es deir, ada vezque un hombre entraba en onito on una mujer ten��a que elegir laestrategia de atuar omo un Pedro Infante o omo un Regino Burr�on.Como es l�ogio, las ondutas o estrategias que ada mujer pod��adeidir seguir, uando se iba a relaionar on un hombre, se tipi�anon las ontrapartes. As�� una mujer podr��a deidir que le onven��a om-portarse omo una sufrida mujer mexiana, al estilo de La Chorreada(Blana Estela Pav�on) o podr��a deidir atuar en forma \arg�uendera"y rebelde omo do~na Borola Burr�on.Para saber u�al es la bondad de ada estrategia, relativa a la usadapor el ontrario, en el onito en que estar��an envueltos un hombre yuna mujer de los 40-50, tendr��amos que onoer las \utilidades" que �ely ella reibir��an on los resultados provoados por la elei�on de adapareja de estrategias, una del hombre y otra la de la mujer. >C�omo lesir��a a uno que hubiera esogido omportarse omo Pepe el Toro y auna que eligi�o atuar omo Borola, al enfrentarse? �El pasar��a m�as deun oraje, mientras ella saar��a algunos huesos rotos. Seguramente enm�as de una oasi�on, ada uno de ellos, habr��a pensado en ambiar deestrategia. A los que hubieran elegido ondutas omo la de Pepe y suChorreada, les habr��a ido de pel��ula, �el siempre antando y de buenhumor. Para ella, llantos y elos, pero que osa no ompensaba aquellode \Amorito Coraz�on, yo tengo tentai�on...". En esos momentos nose ambiar��a por nadie. Si a uno que quiso haerla de don Regino lehubiera toado una que atuara de Chorreada, no abe duda que ser��am�as feliz que on la Borola, pero el gusanito de que las osas le saldr��ana�un mejor al imitar a Pedro Infante aabar��a por venerlo, mientrasque a la aspirante a Chorreada, despu�es de suspirar frente a las ese-nas rom�antias de las pel��ulas de su ��dolo, llegar��a a la onlusi�on de



32 Paloma Zapata Lilloque ambiando de estrategia, tendr��a la gran ventaja de ser ella quien\llevara los pantalones". Por �ultimo, si alguna se deidi�o por haer susanta voluntad, omo do~na Borola, y le toase en suerte alguien de-idido a ser tan paiente omo Job o omo Don Regino, ella podr��ahaer y deshaer a su antojo, mientras �el pensar��a que \mejor no me-neale". Pongamos n�umeros que desde nuestro punto de vista reejanla \utilidad" que reibir��an los dos ontrinantes (hombre y mujer) enlas diversas situaiones resultantes y, si al letor no le satisfaen, puedeprobar on otros. La Borola (B) La Chorreada (Ch)Pepe el Toro (P )Re gino Burr�on (R) � (�1;�10) (5; 2)(0; 5) (1; 4) �Tratemos ahora, de desribir u�ales parejas de estrategias son pa-trones de onduta estables, en este onito. Pero no nos interesa loque pasar��a en una pareja dada, sino dentro de una gran poblai�on dehombres y mujeres que se enfrentan repetidamente, por parejas, en elonito expresado en la matriz, as�� podremos hablar de una onven-i�on soial.Supongamos una poblai�on de hombres y mujeres que se enfrentan,periodo tras periodo, de tal manera, que en ada uno de tales periodosse lleva a abo el onito de una sola pareja tomada al azar. Cadamiembro de la pareja que tomar�a deisiones, en el periodo t, no sabelo que har�a su oponente, entones se basar�a en la experienia de loourrido en periodos pasados, para alular en qu�e forma debe atuar.La forma en que se eligen las estrategias reuerda a la del algoritmode juego �tiio, aunque on importantes diferenias. En el periodos + 1, s � 1, del juego �tiio apliado a la matriz onstruida, losdos ontrinantes, para deidir u�al es la estrategia que les onviene,uentan on una apaidad de memoria absoluta, en el sentido de quesaben perfetamente qu�e parejas de estrategias se esogieron desde elperiodo 1 hasta el s, por grande que sea s. Entones la mujer alular��ala freuenia on que el hombre esogi�o ada una de sus dos estrategiasP y R y el pago promedio que, las de su sexo, hubieran obtenido, enaso de haber esogido siempre B. Har��a lo an�alogo para Ch y, entones,en s+ 1, elegir��a la estrategia para la que ese pago promedio es mayorlo que onstituir��a su mejor respuesta. Los hombres atuar��an en formasemejante.



�Convenir para Jugar o Jugar para Convenir? 33En ambio, el proeso de adaptai�on de Young es, omo die suautor, menos �tiio que el juego �tiio, ya que supone que las personasnormales est�an llenas de limitaiones. En partiular, no son apaes deobtener toda la informai�on de lo ourrido desde un periodo iniial,hasta el orriente. Adem�as, ni siquiera tiene sentido hablar de un primerperiodo, la memoria de diho periodo se habr��a perdido en la nohe delos tiempos. O sea, que en ada periodo de enfrentamiento, el onitoya se ha llevado una gran antidad de vees, en el pasado y la soiedadguarda s�olo memoria de la forma de omportarse de los hombres y lasmujeres en los �ultimosm periodos. As��, uando se efet�ua el onito enun periodo t ualquiera, t > m y la soiedad reuerda lo que ourri�o ent � 1, t � 2, ..., t � m. Despu�es de que transurra el onito en t,se olvidan las ondutas del periodo m�as viejo t � m y se a~naden, ala memoria soial, las seguidas en t, onserv�andose siempre, en dihamemoria, una historia de tama~no m.Por ejemplo, dentro del onito que nos oupa, en ualquier periodot, se puede reordar la historia h, en la que el registro m�as viejo queguarde la soiedad sea tal que el hombre se omport�o omo un PedroInfante y la mujer fue d�oil y abnegada, es deir h1 = (P;Ch). Elperiodo siguiente, que se reordase podr��a onsistir en que el hombresigui�o en sus tree y la mujer deidi�o haerle a la Borola, h2 = (P;B).Mientras que en el m�as reiente periodo, el hombre se hab��a llenadode paienia y a la mujer le segu��a gustado el \arg�uende", por lo quehm = (R;B). Si en un nuevo periodo, la pareja at�ua igual que en el m�asreiente de h, se pasar��a a una historia h0, en donde los registros ser��anh01 = (P;B) = h2, h02 = h3, ..., h0m�1 = (R;B) = hm y h0m = (R;B).Los hombres y mujeres individuales, por su lado, tienen m�as lim-itaiones que la soiedad entera, ellos s�olo se pueden informar de unapeque~na pori�on de la experienia soial, on los medios muy parialesque est�an a su alane. As��, por ejemplo, las mujeres de aquella �epoa,omo es de todos onoido, eran muy hismosas y, unas en el lavadero,otras en el merado o en el \sal�on", platiaban on las omadres y lasveinas, y se enteraban de osas importantes: \A Petra la dej�o su mari-do, porque nom�as anda de pata de perro", \Do~na Mehe se pasa deorajuda, el otro d��a hasta le peg�o a su viejo que es re buena gente".Lo que se tradu��a en la obteni�on de la informai�on de dos periodosde la memoria soial que podemos formalizar omo (P;B) y (R;B)respetivamente. Para otras, la informai�on importante s�olo se pod��aobtener de la experienia de la mam�a y de la abuelita que asegurabanque \en su �epoa s�� duraban los matrimonios, porque las mujeres ten��anmuho aguante, los hombres, ya se sabe, siempre ser�an borrahos y par-



34 Paloma Zapata Lilloranderos". Ellas obten��an la informai�on de algunos periodos viejos dela memoria soial, todos ellos onsistentes en (P;Ch). Tambi�en esta-ban las novelas de la radio y los programas de la Dotora Coraz�on,en donde se pod��a adquirir muha experienia de tantos asos de hom-bres y mujeres. Por su lado, muhos hombres platiaban on sus uatesen la antina de todas las osas malas que eran apaes de haer \lasviejas" y de la forma id�onea de tratarlas. Hasta los mariahis aporta-ban informaiones on sus aniones sobre la que se fue y la que quisoquedarse. Algunos prefer��an leer peri�odios y revistas sobre el tema,et. Por desgraia, todav��a no exist��an los talk-shows, pero ada qui�enpod��a enterarse de un peque~no subonjunto de la historia reordadapor la soiedad, obteniendo \una peque~na muestra" que, a falta delonoimiento de omo atuar��a su antagonista, le serv��a para tomar susdeisiones, ada vez que ten��a que haerlo.Supongamos que la muestra que pod��a saar ualquier individuoera de tama~no k � m. >C�omo pod��a usarse en la toma de deisiones?Una buena idea onsiste en enontrar la estrategia que hubiese dado elmejor pago promedio a su sexo, si se hubiera elegido en los k periodosa onsiderai�on, bajo el supuesto de que el sexo opuesto atu�o on lasestrategias de la muestra. Esa ser��a la mejor respuesta a la muestra. Porel momento, pensemos que nadie se sale de esta forma de omportarse,es deir, no se ometen errores ni se experimenta. Entones, el proesode adaptai�on sobre el onito, on tama~no de memoria soial m ytama~no de muestra k, onsiste en asoiar, a ada historia h de tama~nom, todas las historias a las que es posible pasar desde h, en un soloperiodo. Es deir, historias que, por un lado, tienen onsistenia dememoria on el heho de venir de h, despu�es de un solo periodo y, porotro lado, el periodo reordado m�as reiente, en las historias de llegada,debe ser una mejor respuesta, de parte de hombre y mujer, para alg�unpar de subonjuntos de k periodos de los m que omponen h. Con esto,se estar��a suponiendo que, para ada �, subonjunto de k periodos deh, existen hombres y mujeres que tomaron omo muestra a �.El objetivo ser��a estudiar si existen historias o onjuntos de historiasque representen situaiones estables en este proeso.Si m = 2 y k = 1, podemos representar el proeso de \adaptai�onsoial", desrito hasta aqu��, on la gr�a�a dirigida de la �gura 1, uyosv�erties son las 16 historias de tama~no 2 y uyas ehas son parejasde historias (h; h0) tales que h2 = h01 y existen \muestras de h" detama~no 1, una para el hombre y otra para la mujer, para las que h02est�a ompuesta por las mejores respuestas de un hombre y una mujer



�Convenir para Jugar o Jugar para Convenir? 35respeto a dihas muestras.Por ejemplo, si h es � h1h2 � = � (P;B)(R;B) � se puede pasar a h0, sih01 = (R;B) = h2 y adem�as h02 = (R;B) o h02 = (R;Ch) pues las dosmuestras posibles de tama~no 1 de h son (R;B) y (P;B) y, para todaslas ombinaiones de una muestra para el hombre y otra para la mujer,las parejas de estrategias de mejores respuestas a dihas muestras, parahombre y mujer, son las menionadas (R;B) y (R;Ch). Entones h0puede ser � (R;B)(R;B) �o � (R;B)(R;Ch) � :En la gr�a�a, resaltan algunas historias espeiales que sonhPCh =� (P;Ch)(P;Ch) � y hRB= � (R;B)(R;B) �. Estas son las �unias historiasque tienen la propiedad de que desde ualquier historia h se llega aalguna de las dos, por el proeso de aprendizaje soial representado en lagr�a�a. Es deir, existe una trayetoria dirigida que une a h on hPCh oon hRB. Adem�as, si se ha llegado a hPCh, o a hRB , no existen ehas queempieen en alguna de estas historias y terminen en otra distinta, porlo que ya no se puede salir de ellas, nuna m�as. La elei�on de m omo2 y de k omo 1 persegu��a el �n de obtener una gr�a�a relativamentepeque~na, pero un resultado an�alogo se habr��a obtenido, on las hPCh yhRB orrespondientes, si k < m y k y m=k su�ientemente grandes, loque se alarar�a posteriormente.

Figura 1



36 Paloma Zapata LilloOtra interesante propiedad de hPCh y de hRB es que est�an formadaspor la misma pareja de estrategias, periodo tras periodo. Eso quieredeir que uando la soiedad alanzaba una historia en donde s�olo sereordaba que las mujeres se omportan omo la Chorreada y los hom-bres omo Pepe el Toro (o ellas omo la Borola y ellos omo don Regino),�esta se onvert��a en la regla esperada que todos los hombres y mujeresestaban dispuestos a seguir, es deir se habr��a llegado a una onveni�onsoial dentro del onito entre hombres y mujeres.Despu�es de este an�alisis, podemos intuir que los patrones establesde onduta (onveniones) son las parejas formadas por Pepe el Toroy su Chorreada y por los se~nores Burr�on, no en balde, las dos son pare-jas t��pias. Aunque, hasta ahora, tanto dereho tiene la primera pare-ja, omo la segunda, a onsiderarse onveniones posibles, sin ningunaventaja de una sobre otra. Sin embargo sabemos que esto no era as��,ualquier hombre o mujer de la �epoa hubiera preferido formar partede una pareja omo la inematogr�a�a y no omo la de la tira om��a.Veamos �omo disriminar entre ambas onveniones.Introduzamos, en nuestro an�alisis, la onsiderai�on de que las per-sonas reales tienen tendenia a experimentar y a equivoarse, on ier-ta freuenia. Deimos que una persona experimenta en este proeso,uando esoge una estrategia distinta que la \mejor respuesta" a sumuestra y, por otro lado, que alguien ha ometido un error respetoal proeso de adaptai�on, uando no se puede justi�ar on ningunamuestra, del tama~no permitido, la respuesta que diha persona ha da-do. As�� por ejemplo, volviendo al aso m = 2 y k = 1, si estandoen h = � (P;B)(R;B) � la mujer esogi�o omo muestra � = (R;B) y elhombre ualquiera de las dos muestras posibles, y se pas�o a la historia� (R;B)(P;Ch) �, entones la mujer realiz�o un experimento, pues no eso-gi�o lo mejor en relai�on a �, pero existe �0 = (P;B), respeto a la ualsu respuesta es �optima. Por su lado, el hombre ometi�o un error, puesen las dos muestras posibles de h la mujer us�o la estrategia B y, anteesto, el hombre debi�o haber esogido R y no P .Si el tama~no de memoria es m y el de muestra es k y suponemosque ada persona puede experimentar y equivoarse, tenemos un proe-so de adaptai�on perturbado que se puede representar on otra gr�a�adirigida, on los mismos v�erties que antes, pero on m�as ehas, puesahora se puede pasar de una historia a otra tambi�en ometiendo er-rores. Entones la pareja de historias (h; h0) forma una eha si y s�olo



�Convenir para Jugar o Jugar para Convenir? 37si hi = h0i�1; para i = 2; 3; :::; m. h0m puede ser ualquiera de las 4parejas posibles, no importando si est�a formada por mejores respuestasde ambos partiipantes a alguna muestra o no. Esta nueva gr�a�a esonexa.A ada eha (h; h0) de la digr�a�a perturbada le podemos asoiarun osto, onsistente en el n�umero de errores que hay que ometer parapasar de h a h0. En nuestro ejemplo los ostos de las ehas puedenser 0, 1 o 2. Deimos que el osto de una trayetoria dirigida es igual ala suma de los ostos de sus ehas. Nos interesa enontrar la historiah que requiere de menos errores en total para llegar hasta ella desdeualquier otra historia. Dada h0 6= h, pueden existir varias trayetoriasque oneten a h0 on h. Un h��arbol es una subdigr�a�a de la gr�a�aperturbada tal que, para ada h0 6= h, ontiene una sola de las traye-torias que unen a h0 on h. El osto de un h��arbol es la suma de losostos de todas sus ehas.Para m = 2, k = 1 y h = � (R;Ch)(P;B) �. La �gura 2 muestra uno deestos h��arboles, on los ostos de ada eha,

Figura 2



38 Paloma Zapata LilloEl osto total de diho �arbol es 5, no es el h-�arbol de m��nimo ostopara llegar a � (R;Ch)(P;B) �. Pensemos por ejemplo, en uno que onsistade trayetorias de osto ero que onduan a hPCh o a hRB y adem�asde las trayetorias� (R;B)(R;B) � 1! � (R;B)(R;Ch) � 0! � (R;Ch)(P;B) � y� (P;Ch)(P;Ch) � 1! � (P;Ch)(R;Ch) � 0! � (R;Ch)(P;B) � :Este h-�arbol tiene osto 2 que es el m��nimo para llegar a la historiaestudiada. Es laro que las historias que tienen h-�arboles de m��nimoosto son hPCh y hRB . Por ejemplo para la primera, onstruimos un�arbol on trayetorias de osto ero que lleven haia hPCh o haia hRBy despu�es la trayetoria � (R;B)(R;B) � 1! � (R;B)(R;Ch) �. Esta �ultima his-toria est�a onetada on una trayetoria de osto ero on hPCh: El�arbol que aabamos de desribir tiene osto 1 que es el m��nimo entrelos de los hPCh � �arboles, la situai�on es an�aloga para hRB, tambi�en elm��nimo osto para llegar a hRB desde ualquier historia es 1. En ambioualquier otra historia, distinta de estas dos, requiere por lo menos deun osto de 2.La introdui�on que aabamos de haer al proeso de adaptai�onon errores sirve para dar una idea sobre diho proeso, pero no re-suelve el problema que ten��amos onsistente en deidir u�al de las dosonveniones del onito entre los hombres y las mujeres tiene unamayor atrai�on. Neesitamos para ello un tama~no de muestra y unaraz�on entre el tama~no de memoria y el de muestra mayores que losusados.Supongamos que estamos en un proeso de adaptai�on perturba-do sobre el juego que hemos estado disutiendo y que los tama~nos dememoria y de muestra son m y k, respetivamente. Situ�emonos en lahistoria hPCh = 0BB� (P;Ch)(P;Ch):::(P;Ch) 1CCA. Si las mujeres, a partir de all��, no ome-ten errores o ometen relativamentemente poos los hombres seguir�anrespondiendo on P para ualquier muestra. >Cu�antos errores de lasmujeres provoar��an una muestra �, para la que la mejor respuesta delos hombres sea R? Si durante s periodos, s � k, las mujeres se hanrebelado y han esogido B, en lugar de Ch, un hombre que ontestara



�Convenir para Jugar o Jugar para Convenir? 39on R, a la muestra que ontiene todos los errores, tendr��a un pago es-perado de k�sk , en ambio si esoge P , este pago ser��a �6s+5kk . El primerpago es mayor o igual que el segundo si y s�olo si s > 45k. Ahora lapregunta es respeto al n�umero m��nimo de errores que deben ometerlos hombres a partir de la historia hPCh, para que la respuesta �optimade las mujeres a una muestra que inluya dihos errores sea B: Si de-notamos on s0 al n�umero de errores de los hombres, resulta que si lasmujeres esogen B, su pago esperado es �10(k�s0)+5s0k y si esogen Ch es2(k�s0)+4s0k . Por lo que el primero es mayor que el segundo si y s�olo sis0 > 1213k. Entones el m��nimo de errores para pasar de hPCh a hRB es45k:Proediendo an�alogamente, enontramos que para pasar de hRB ahPCh, las mujeres deben ometer por lo menos 15k de errores y los hom-bres 113k. Entones el m��nimo de errores para pasar de hRB a hPChes de 113k. Es deir, el �arbol de m��nimo osto orresponde a hPCh querepresenta la onveni�on m�as atrayente.Es laro que k y m=k tienen que ser su�ientemente grandes, paraque estos pasos tengan sentido. En la siguiente sei�on veremos la teor��aque permite estudiar las onveniones en un onito ualquiera que sepueda expresar por un juego retangular �nito. Seguiremos un enfoquealgo distinto que nos llevar�a al mismo tipo de ideas que hemos estadoutilizando hasta ahora.3 La Teor��a de las Conveniones de Foster-Young.Consideremos una poblai�on F muy grande, uyos miembros se en-frentan repetidamente en un onito. Este onito se puede desribirpor a) el onjunto N de papeles o roles diferentes que hay en �el, omoel de hombre y mujer en el ejemplo iniial, b) la olei�on fDjgj2N deonjuntos de posibilidades de deisi�on, on que uenta ada uno de lospapeles (los elementos de Dj se llaman las estrategias de j) y ) lasutilidades que obtendr��a ada partiipante en el onito on los diver-sos resultados provoados por ada eneada de estrategias. Suponemosque estas utilidades las podemos expresar a trav�es de una funi�on 'de�nida en D = D1xD2x:::xDn y que toma valores en Rn, donde n =jN j. Estar��amos suponiendo, on ello, que ada persona que puede ju-gar el papel j tiene la misma utilidad para ada uno de los resultadosposibles del onito.(N; fDjgj2N ; ') es lo que se llama un juego retangular n-personal.Si entre todos los jugadores han elegido una eneada de estrategias



40 Paloma Zapata Lillo��, deimos que b�i es una mejor respuesta de i a ��, si se umple quem�ax�i2Di 'i (��1; ��2; :::; �i; :::; ��n) = 'i (��1; ��2; :::; b�i; :::; ��n) y deimosque b�i es una mejor respuesta estrita de i a ��; si b�i es una mejor re-spuesta de i a �� y adem�as 'i (��1; ��2; :::; b�i; :::; ��n) > 'i (��1; ��2; :::;�i; :::; ��n), para toda �i 6= b�i. Denotemos omo Ri(��) al onjunto demejores respuestas de i a �� y omo R(��) al onjunto de eneadas deestrategias � tales que ada �i es mejor respuesta de i a ��. An�aloga-mente en uanto a las mejores respuestas estritas, usaremos Ri(��) yR(��).Los Equilibrios de Nash son eneadas de estrategias �� tales que,para todo i 2 N; ��i est�a en Ri(��), es deir �� 2 R(��) : Los Equilibriosde Nash estritos son equilibrios de Nash ��, tales que est�an en R(��):Por ejemplo, en el juego de los hombres y las mujeres, (P;Ch) y (R;B)son equilibrios de Nash estritos:Estos equilibrios que aabamos de de�nir son lo que en la teor��ase llaman equilibrios de Nash en Estrategias Puras, pero omo son los�unios que apareer�an en este trabajo, nos referiremos a ellos simple-mente omo equilibrios de Nash.La poblai�on F , envuelta en un onito representado por un juegon-personal, estar�a partida en n subonjuntos, los miembros de Fj sonlos que pueden representar el papel j en el onito. En ada periodot (tiempo disreto), tiene lugar, en una sola oasi�on, el menionadoonito y, para ello, se elige un representante al azar de ada Fj. Lapoblai�on ompleta F , omo en el ejemplo estudiado, guarda memoriade lo que ha ourrido en m periodos, despu�es del enfrentamiento deualquier periodo t (onsideramos siempre que t > m), reuerda lahistoria del omportamiento de los partiipantes en los periodos t,t �1,...,t � m + 1. Cuando el onito del periodo t + 1 ha transurrido,la soiedad olvida lo que pas�o en t�m + 1 y agrega a su memoria lasaiones del periodo t+1. Entones, en ada periodo, la soiedad puedereordar una historia h que es un elemento de Dm:Si en un momento dado, la soiedad reuerda una historia h detama~no m, los individuos no son apaes de asimilar toda esa informa-i�on, sino que s�olo pueden obtener y manejar una \muestra de h" detama~no k � m. No es neesario exigir que ada olei�on de elemen-tos de h, de tama~no k, sea igualmente probable de ser tomado omomuestra, por un miembro de F , basta que ada una de estas oleionestenga probabilidad positiva.



�Convenir para Jugar o Jugar para Convenir? 41Despu�es de obtener una muestra � de informai�on aesible, ada ien Fi esoge e�i en Di que maximieX�j�i2D  Yj2N �j�jk 'i �� ���i �! ;donde �j�j es el n�umero de vees que los miembros de Fj esogieron laestrategia �j 2 Dj en �. e�i es una mejor respuesta de i a �.Si h es una historia de tama~no m, una distribui�on Pi ( jh) enDi es de mejor respuesta relativa a h, si Pi(�i; h) > 0, �uniamenteuando existe �, una muestra de tama~no k de h, tal que �i es unamejor respuesta de i a �. Pi(�i; h) es independiente del tiempo.Dados h y h0 en Dm, h0 es un suesor de h, si h0t = ht+1, parat = 1; :::; m� 1.Para fPi ( jh)gi2N de mejor respuesta, de�nimos P 0, omo el pro-eso de Markov siguiente:P 0hh0 = ( Qi2N Pi(�i; h), si h0 es un suesor de h y h0m = �0; si h0 no es un suesor de h o h0m 6= �P 0 es el proeso esto�astio que Young onsidera omo un Proesode Adaptai�on sobre (N; fDjgj2N ; '), on memoria m y tama~no demuestra k:Si S es el simplejo unitario de RjDmj, es deirS = (� 2 RjDmj ���h � 0 y Xh2Dm �h = 1) ;entones se puede onsiderar a P 0 omo una funi�on de S en S, es deir,una din�amia que, a ada distribui�on de probabilidad en el onjuntode historias de tama~no m, le asigna otra distribui�on de probabilidaden ese mismo onjunto.De�nii�on. �0 en S es una distribui�on estaionaria de P 0, si �0P 0 = �0:Los onoidos resultados de matries no negativas asoiados a losnombres de Perron y Frobenius y el heho de que los t�erminos de a-da rengl�on P 0 suman 1 garantizan que siempre existen distribuionesestaionarias de P 0:Para ualquier proeso de adaptai�on sobre un juego, h es un estadoabsorbente de P 0, si existe una distribui�on estaionaria �0 de P 0 tal



42 Paloma Zapata Lilloque �0h = 1: h es una onveni�on de P 0; si h es un estado absorbentetal que hk = �, para toda k = 1; 2; :::; m:Es laro que todos los estados absorbente de P 0 son onvenionesy que h es una onveni�on, si y s�olo si hk = � es un equilibrio de Nashestrito.No todas las distribuiones estaionarias de un proeso de adaptai�onson vetores an�onios, por lo que no siempre orresponden a estadosabsorbentes.En un proeso de adaptai�on sobre un juego, dependiendo de lasarater��stias de �este y del tama~no de k y de m=k, puede haber variasonveniones y, existir, adem�as de onveniones, otros subonjuntos dehistorias en los que, al llegar a ellos, el proeso permaneer�a movi�endosede una historia a otra, dentro de diho subonjunto, llegando a unarepetii�on ��lia de tales historias. Es interesante detetar, si existenpatrones de onduta, sean onveniones o ilos, que de alguna man-era dominan a los otros. Para obtener la respuesta, Young vuelve aintroduir ruido esto�astio al proeso, onsiderando que errar es dehumanos.Errores y Experimentos. Consideremos un proeso de adaptai�onP 0 sobre un juego �N; fDjgj2N ; '�, on tama~nos de memoria m y k,respetivamente. Reurramos a la suposii�on, por dem�as realista, de quelos miembros de la poblai�on experimentan y, on ello, pueden ometererrores.Reordemos que una persona, situada en una historia h, que tomauna muestra � y elige �j est�a experimentando si �j no es una mejorrespuesta a �, pero existe �0 para la que �j es una mejor respuesta.Diha persona est�a ometiendo un error, si �j no es mejor repuestapara ninguna muestra posible de tama~no k de h. En otras palabras,para equivoarse hay que experimentar, pero no todo experimento esun error.Cada miembro de la lase Fj experimenta, desvi�andose del proesode adaptai�on on probabilidad " �j > 0. Todos los miembros de Fjexperimentar�an on la misma probabilidad, pero no tendr�an la mismapropensi�on a haerlo los de una lase que los de otra, ese es el papel delas �j. La probabilidad on que experimenta ada individuo, en adaperiodo, es independiente del periodo y de los dem�as individuos.Adem�as, si un personaje de Fj se propone experimentar y si, enel juego, el jugador j tiene m�as de dos estrategias, tambi�en habr�a quedesribir omo se desviar�a haia ada una de las estrategias que tiene



�Convenir para Jugar o Jugar para Convenir? 43a su disposii�on. Denotemos omo qj ( j h) a la distribui�on en Djon que los de Fj experimentan haia sus diversas estrategias, uandoparten de la historia h. Supondremos que qj(�j jh) > 0, para toda j,�j y h.A este proeso que se obtiene al perturbar P 0, on " 2 (0; 1) y lasdistribuiones f�jgj2N y fqjgj2N , se le llama el proeso de adaptai�onon errores o proeso perturbado y se denota omo P ". Preisemos enque onsiste.Consideremos J � N , entones la probabilidad de que estando enh, en el periodo t, experimenten exlusivamente los miembros de J esigual a "j  Yj2J �j!0�Yj =2J (1� "�j)1A :La probabilidad de que nadie experimente esnYi=1 (1� "�i) :Adem�as, la probabilidad de transii�on de h a h0 en t, bajo el supuestode que s�olo los miembros de J experimentan y � = h0m, esQhh0 = ( Qj2J qj (�j jh) Qj =2J Pj (�j jh) si h0 es suesor de h0 de otra manera.Si ninguna persona se desv��a del proeso de adaptai�on, la proba-bilidad de pasar de h a h0 es P 0hh0. EntonesP "hh0 =� nQi=1 (1� "�i)�P 0hh0+ PJ�N;J 6=; "jJj Qj2J �j! Qj =2J (1� "�j)!Qhh0 (A)En este proeso de adaptai�on on errores, para ualesquiera h y h0hay una probabilidad positiva de que en un n�umero �nito de periodosse llegue de h a h0, pues el representante de ualquier Fj, en adaperiodo, puede experimentar haia ualquiera de sus estrategias, onprobabilidad positiva. Es deir, P " es irreduible. M�as a�un, se puedellegar de h a h0 en ualquier n�umero de periodos mayor o igual que m.Es deir, P " es primitiva. Por ello, tenemos,Proposii�on 1. Existe �" 2 S �unia, tal que �"P " = �", �" > 0.Adem�as, para ada � 2 S, existe l (�), entero positivo, tal que �(P ")l(�) =�".



44 Paloma Zapata Lillo�"h representa la probabilidad de que la historia o estado h sea ob-servado durante el proeso perturbado, en ualquier tiempo t.>Qu�e ourre uando la propensi�on a que la gente experimente esmuy peque~na?Por lo pronto, de la expresi�on A se desprende la a�rmai�on siguiente.Proposii�on 2. l��m"!0P "hh0 = P 0hh0, para toda pareja de historias h y h0.Adem�as, si P "hh0 > 0 y r (h; h0) es el n�umero menor de personas quetienen que experimentar, para pasar de h a h0, en un s�olo periodo, en-tones r(h; h0) es el menor entero no negativo tal que el l��m"!0 "�r(h;h0)P "hh0existe y es positivo.Tambi�en nos importa el omportamiento de �">Existe el l��mite de�" uando " tiende a ero? Y si esto es as��, >u�ales de sus oordenadassiguen siendo positivas en diho l��mite?Dejando a un lado, por un momento, estas preguntas, proedamosomo en la primera sei�on. Es deir, asoiemos a P " la digr�a�a �V;�!A�,on V = Dm (el onjunto de historias on memoria de tama~no m), y�!A = f(h; h0) 2 V xV jP "hh0 > 0g, adem�as a ada eha (h; h0) le asig-namos r(h; h0) omo osto. Esta es una idea de Freidlin y Wentzell [2℄que permite transformar un problema planteado a traves de un proesode Markov que sufre perturbaiones en un problema de teor��a de redes.Se puede medir la atrai�on de ada historia h dentro del proeso deadaptai�on perturbado, alulando el osto de llegar a h desde ualquierotra historia, a la manera de la sei�on 2. Para ada h, se onsideranlos h-�arboles, es deir las subdigr�a�as de �V;�!A� que ontienen, paraada h0, una trayetoria dirigida �unia que oneta a h0 on h. Lasehas onservan el osto que ten��an, el osto de � , un h-�arbol, esr (�) = P(bh;eh)2� r �bh;eh�. El potenial esto�astio de h es el m��nimo delos ostos de los h-�arboles.El siguiente teorema de Young es un aso espeial de un teoremade Freidlin y Wentzell [2℄ sobre proesos de Markov perturbados y jus-ti�a el proedimiento que seguimos en la sei�on anterior para dete-tar la historia que ourrir��a tan freuentemente, en el onito de loshombres ontra las mujeres, que se onvertir��a en una onveni�on. Lademostrai�on del teorema se puede onsultar en el ap�endie del art��ulode Young [6℄ :



�Convenir para Jugar o Jugar para Convenir? 45Teorema 3. Sea P " un proeso de adaptai�on perturbado sobre unjuego retangular �nito � on tama~nos de memoria y de muestra m yk, tales que k y mk son su�ientemente grandes. Entones existe ��, ell��mite de �" uando " tiende a ero. �� es una distribui�on estaionariade P 0 y es independiente de Pi ( jh), f�jgj2N y fqjgj2N . ��h > 0 si ysolo si h es una historia de m��nimo potenial esto�astio.Llamamos a �� la distribui�on l��mite y a h, tal que ��h > 0, unequilibrio esto�astiamente estable.�� nos die on que probabilidad se presentar�a ada historia a lo largodel tiempo. En el juego de los hombres y las mujeres, si m y k son ade-uadas el equilibrio esto�astiamente estable es la repetii�on de (P;Ch)Las historias de m��nimo potenial esto�astio orresponden a lasoordenadas positivas de distribuiones estaionarias de P 0 espeiales.Para enontrarlas se onsidera una gr�a�a dirigida, tal que ada v�ertiees una onveni�on o un ilo del proeso y hay una eha para adapareja ordenada de v�erties. Los ostos asignados a las ehas son losm��nimos ostos para pasar, dentro de la digr�a�a asoiada a P ", de laonveni�on o ilo representado por el v�ertie iniial, a la onveni�ono ilo representado por el v�ertie �nal. Por �ultimo se enuentran losv�erties de m��nimo potenial esto�astio dentro de esta nueva gr�a�adirigida.Veamos, para �nalizar, la distribui�on l��mite y los equilibrios es-to�astiamente estables en el proeso de adaptai�on sobre un juego dem�as de dos jugadores.4 Nostalgia por el dinosaurio.No hablaremos del uento de Monterroso (>o era novela?), sino deun tipo de situai�on muy familiar a todos. Nos referimos a los pro-esos eletorales mexianos, tan llenos de onveniones on nombrespintoresos que maran el lenguaje del pa��s. Dejando a un lado las ele-iones mismas, tan rias en �estas, y redui�endonos a los proesos dondese nombraban andidatos dentro del partido al que se vinula la forma-i�on de asi todas estas onveniones, tenemos, por menionar algunas,al \Dedazo", al \Tapado", a la \Cargada", a aquello de que \El que semueve no sale en la foto".Sentimos que el fen�omeno del \Dedazo" es an�alogo al de las autori-dades que menion�abamos al prinipio del art��ulo, es deir, Carre~no,La Real Aademia de la Lengua, et. En el fondo, los eletores de



46 Paloma Zapata Lillolos andidatos eran otros. Como suede en todo el mundo y en to-das las �epoas, dihos eletores eran fuertes grupos de poder eon�omi-o, pol��tio y militar, entre los que, en oasiones, pod��an ontarse lasgrandes entrales sindiales y organizaiones semejantes. La orrelai�onentre estas fuerzas y la relai�on de los diversos aspirantes a \tapado"on ellas, daban la apaidad a los preandidatos de otorgar prebendasa los que los apoyaran para onseguir ser el \bueno". Y tambi�en lesdaban el poder de propinar diversos astigos, al que apoyara a otros,desde desapareerlos de la esena pol��tia por 6 a~nos, enviarlos a algunaembajada o a una larga estania en la �arel, despu�es de \desubrir"alg�un il��ito ometido. No todos los andidatos pod��an dar los mismospremios y astigos.Esquematizando al extremo este ompliado onito, supongamosque los eletores eran sim�etrios. Es deir, on igual poder todos ellos,por lo ual, obten��an los mismos bene�ios y astigos, para las mismaseneadas de aiones. Adem�as, parte de ese mismo supuesto de simetr��ade los eletores es que ada uno de ellos are��a de ataduras o enemis-tades on uno u otro de los andidatos. Podemos, entones, onstruirun juego, en donde los jugadores son n eletores, on el mismo onjun-to de estrategias. Estas onsisten en apoyar a uno de los preandidatosposibles C1, C2, ..., Cr o bien abstenerse. La utilidad que reibe uneletor j ualquiera, para ada eneada de estrategias, est�a dada por lafuni�on siguiente:'j (�1; �2; :::; �n) = 8<: 0 si �j = absteni�on o no hay mayor��a,pk > 0 si �j = Ck y Ck tiene mayor��a,qk < 0 si �j = Ck y Cs 6= Ck tiene mayor��a.Los equilibrios de este juego son r y son de la forma (Ck; Ck; :::; Ck),para k = 1; 2; :::; r, es deir, ada equilibrio de Nash es una \Cargada"haia uno de los preandidatos.Podemos observar que, si hubi�eramos exigido que para que un Ckganara la andidatura neesitaba tener el apoyo de al menos dos ele-tores, entones tambien (absteni�on, absteni�on, ..., absteni�on), \Elque se mueve no sale en la foto", ser��a un equilibrio de Nash.Para onstruir un proeso de adaptai�on sobre este juego, se puedeonsiderar, por un lado, la repetii�on de �este en los momentos de nom-brar andidatos a presidente, gobernadores, presidentes muniipales,senadores, diputados federales y loales. Pero, por otro lado, tambi�enpodemos onsiderar repetiiones del juego a los reaomodos entre lasfuerzas que se produ��an, una y otra vez, durante los a~nos que sepa-raban estos proesos de elei�on. Tendr��amos, entones, una poblai�on



�Convenir para Jugar o Jugar para Convenir? 47partida en las diversas fuerzas que son los eletores y que pueden tenerdistintos representantes, en ada periodo de repetii�on del juego.Para onretar, supongamos que los preandidatos eran los ou-pantes de 5 puestos laves, en relai�on al puesto de elei�on. Digamosque SG; ST; SD; SH y SC; y adem�as, pSG = 3, qSG = �1, pST = 5,qST = �3, pSD = 8, qSD = �10, pSH = 4, qSH = �2 y pSC = 6,qSC = �5.Las 5 onveniones del proeso, para ualquier m y k; son de laforma hCk , on hCk = (Ck; Ck; :::; Ck), para Ck = SG, ST , SD, SH,SC.Si k y m=k son su�ientementemente grandes, para que los pasostengan sentido, sabemos que entre las historias hCk est�an los posiblesv�erties de menor potenial esto�astio, es deir los equilibrios esto�asti-amente estables. Para enontrarlos, se puede onsiderar la digr�a�auyos v�erties son las 5 onveniones y uyas ehas son todas las pare-jas �hCj ; hCs�. Adem�as el osto de la eha �hCj ; hCs� es igual al m��nimoosto entre los de todas las trayetorias que unen un v�ertie de hCj onotro de hCs. Diha digr�a�a aparee en la �gura 3.Resolviendo un problema de arboresenia, se enuentra que la his-toria de m��nimo potenial es aquella en la que todos apoyan a SG,durante losm periodos que reuerda la soiedad, �este es el equilibrio es-to�astiamente estable. N�otese que SG no es el preandidato que ofreeun premio mayor. En la selei�on pesan tambi�en los astigos. Hay unproblema de riesgo involurado. El equilibrio de Nash (SG; SG; :::; SG)que se repite en el equilibrio esto�astiamente estable es el �unio quees dominante por riesgo del juego.Referenias[1℄ K. Binmore (1993), Teor��a de Juegos, MGraw-Hill[2℄ M. Freidlin y A. Wentzell (1984), Random Perturbations of Dy-namial Systems, Springer-Verlag.[3℄ J Maynard Smith (1982), Evolution and the Theory of Games,Cambridge University Press.[4℄ J. Nash (1985), Non-ooperative games, Ann. Math. 54, 286{295.[5℄ G. Owen (1968), Game Theory, W. B. Sauders Co.
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Figura 3[6℄ F. Vega Redondo (1997), Evolution, Games and Eonomi Be-haviour, Oxford University Press.[7℄ H. P. Young (1993), The Evolution of Conventions, Eonometria61, 57{84.


