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Resumen

En esta nota estudiaremos sistematicamente el compor-
tamiento de la transformada de Fourier sobre los espacios
de funciones Holder continuas. Aplicaremos nuestros re-
sultados para dar estimaciones que involucran operadores
pseudo-diferenciales periédicos.

1. Introducciéon

El interés por el comportamiento de la transformada de Fourier sobre
funciones periddicas se debe a la frecuencia de las mismas en diver-
sos fendmenos de la naturaleza (como el movimiento ondulatorio de
particulas). Algunos métodos basados en la transformada de Fourier
tienen aplicaciones en areas de la ciencia y la ingenieria, por ejemplo,
en espectroscopia, disenio de circuitos, cristalografia, procesamiento de
imagenes, procesamiento de senales, comunicacion inalambrica, etc. En
matematicas, el estudio de la transformada de Fourier, sus propieda-
des en espacios de funciones y aplicaciones, hacen parte del anélisis
de Fourier. Desde el analisis de Fourier sobre espacios de Holder se
pueden identificar funciones peridédicas con transformada de Fourier p-
sumable y aplicar estos hechos, tanto en la teoria de operadores pseudo-
diferenciales como en el anélisis arménico (véase [5,[6]). En este trabajo
se estudia el comportamiento de la transformada de Fourier sobre fun-
ciones medibles de periodo uno, por lo que consideraremos sélo funcio-
nes de valor complejo definidas en el toro unidimensional T ~ [0, 1], que
es el espacio topoldgico compacto que se obtiene al identificar 0 ~ 1.
Aqui, el espacio de funciones periédicas Holder continuas de orden s,
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denotado por A*(T), esta definido para cada 0 < s < 1 por
N(T)={f:T—=C:|f|as = sup |f(x+h) — f(2)||h|™° < 0}.

z,heT

A*(T) es un espacio de Banach (véase [10]) dotado de la norma

/]

Siendo nuestro objeto principal de estudio, introducimos ahora la trans-
formada de Fourier, que actuando en funciones de L!(T), es el operador
definido por la ecuacion:

asr) = | flasem +Su11? |f(z)].
S

1

Ff(n) = A(n) = /e_i%”xf(x)dx, n € Z. (1)
0
El primer resultado matematico conocido por el autor, que versa sobre
la accién de la transformada de Fourier sobre espacios de Holder, se
debe a Sergéi Natanovich Bernstéin, quien probd en 1914 el siguiente
teorema, conocido ahora como teorema de Bernstein (véase [2]).

Teorema 1.1. Sea % < s <1, entonces, existe una constante C' = C
dependiendo unicamente sobre s de modo que

| fllziz) < Cllfllascr)- (2)

Siempre que 1 < p < oo la funcién inclusion i : L'(Z) — LP(Z) es con-
tinua. Por tanto, el teorema de Bernstein implica que la transformada
de Fourier es un operador continuo de A*(T) sobre LP(T), 1 < p < oo
y % < s < 1. El teorema de Bernstein garantiza la continuidad de la
transformada de Fourier cuando % < s < 1, sin embargo es inoperante

para s = % debido a la existencia de funciones en A/?(T) cuya transfor-
mada de Fourier no es absolutamente convergente. Un ejemplo clésico
es la funcién definida por la serie de Hardy-Littlewood (véase [1]),

flay = 30 e (3)
x) = e,
nez n

Queda claro asi que existen funciones, incluso continuas cuya transfor-
mada de Fourier no esta en ningin L” con p > 1. Esto pone en evidencia
la importancia del teorema de Bernstein al establecer la p-sumabilidad
de la transformada de Fourier de funciones con poco grado de regu-
laridad (mayor que 1/2). Aunque diversos autores han generalizado el
teorema de Bernstein y lo han llevado a diferentes escenarios, por ejem-
plo, grupos localmente compactos (véase [4, 3, 0]), en el caso periddico
las mayores contribuciones se deben a Otto Szédz y E. C. Titchmarsh
(véase [111, [12] 13}, 14, 15]) quienes investigan la transformada de Fou-
rier de funciones Holder continuas de A®"(T) en los espacios LP(Z),
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1 < p < 0. Otros trabajos en esta direccién pueden encontrarse en
[8, [7]. El siguiente teorema es un resultado cldsico y se debe a Otto
Szasz.

Teorema 1.2. Si f € A*" entonces F f € LP(Z), p > 1, donde s >
r+l/p—1sil<r<2ys>1/p—1/2 sir>2.

O. Széasz también proporciona ejemplos que muestran que los limites
inferiores de s en su teorema no pueden ser mejorados.

Los espacios de Lebesgue LP(2, 1) con 1 < p < oo tienen buenas pro-
piedades, son espacios completos (véase [10]) con la topologia inducida
por la norma

1 llzogen = ( / (@) Pdpu() 7.

Una versién similar para 0 < p < 1 hace de cada LP(£2, ) un espacio
completo pero la funcién || - ||L»(q) no es una norma. Motivados por ese
obstaculo, en esta nota queremos estudiar la accién de la transformada
de Fourier de funciones en espacios Holder y que tienen transformada
de Fourier en los espacios LP(T) para pp < p < oo con py < 1. A
continuacién presentamos nuestros resultados. En ellos vemos que una

cota inferior para pg es %

Teorema 1.3. Sea 2 < p < 2 y sea s, = 1/p — 1/2. Entonces, la

transformada de Fourier f — .Z f de A*(T) sobre LP(T) es un operador
continuo siempre que s, < s < 1. En particular, si p =1 obtenemos el
teorema de Bernstein.

Nosotros observamos que la funcién p — s, de (2/3,2) sobre (0,1)
es biyectiva. Por lo que cada pardmetro p € (2/3,2] tiene reservado
un valor s, € (0,1) para el cual la transformada de funciones en A®
es LP-sumable con s, < s < 1. Como veremos en el siguiente teorema,
para p > 2 todos los valores de s en (0, 1/2] son admisibles.

Teorema 1.4. Sea 0 < s < % Entonces la transformada de Fourier
F : N*(T) — LP(T), es un operador continuo para2 < p < co. Es decir,
existe una constante C' > 0 que satisface |.F f||re@z)y < C|| fllas(n)-

El teorema anterior es 6ptimo en el siguiente sentido: si A°(T) = C/(T)
es el conjunto de las funciones continuas de valor complejo definidas en
T, entonces toda funcién en A°(T) satisface la condicién:

sup |f(x+h) — f(z)| < c0.
z,heT

Sin embargo, existen funciones en A°(T) cuya transformada de Fourier
no pertenece a LP(T) para 1 < p < 2. Es decir, las cotas inferiores
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para s y p en el teorema anterior no pueden mejorarse. Una de tales
funciones es, por ejemplo (véase [0, [1]),

inlogn

) = Z W (4)

El motivo por el que no se mejora la cota inferior 2 para p en el re-
sultado previo se debe a que este es consecuencia de la desigualdad
de Hausdorff-Young (HY): para 1 < ¢ < 2, || # fllr < ||fl|z« donde
1/p+ 1/q = 1. De hecho, la funcién definida por la ecuacién es
suficiente para ver que (HY) falla en el caso p < 2.

2. Prueba de los resultados principales

Iniciamos esta seccién con un resultado que se sigue del teorema de
Bernstein:

Teorema 2.1. Si 1/2 < s < 1 entonces la transformada de Fourier
F : N*(T) — LP(T), es un operador continuo para 1 < p < o0.

Demostracién. Si p > 1, LY(Z) C LP(Z) con inclusién continua dada
por la desigualdad entre normas ||al|z»(z) < ||a||11(z). En virtud del teo-
rema de Bernstein podemos concluir la prueba a causa de la desigualdad

| flle@y < 17 fllorz) < Coll fl

As O

Teorema 2.2. Sea 0 < s < % Entonces la transformada de Fourier
F : N*(T) — LP(T), es un operador continuo para2 < p < co. Es decir,

existe una constante C' > 0 que satisface |.F f||re@z)y < C|| fl|las(n)-

Demostracion. Considere 1 < g < 2 el exponente conjugado de p, es
decir, el unico nimero real en funcién de p que satisface 1/p+1/q = 1.
En virtud de la desigualdad de Hausdorff-Young se tiene: HfHLp(qr) <
| fl oy Més precisamente,
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| fllzeery < N1 fllzaem)

/ () 7)

/ () — F(O)[dz) V2 + | £(0)

|f | qs 1/q
= ([ DI ey 4 50)

< sup %(/0 x™dx) 7 + sup | f(2)]

< O fllascry. -

Teorema 2.3. Sea % <p<2yseas,=1/p—1/2. Entonces, la trans-
formada de Fourier f +— F f desde A*(T) sobre LP(T) es un operador
continuo siempre que s, < s < 1. En particular, si p =1 obtenemos el
teorema de Bernstein.

Demostracion. Esta prueba es una adaptacion de la demostracion que
se presenta en [6] del teorema de Bernstein, por lo que consideramos
T ~ [0, 27] y la transformada de Fourier definida por

2w

/emef(e)dQ, n € 7. (5)

0

1

(F ) = fln) = -

Con la transformada definida por la ecuacién , la férmula de inver-
sion de Fourier viene dada por:

o0

f(x) =Y "™ (Ff)n), zeT. (6)

—00

Iniciemos considerando ¢, h € T, y una funcién medible f € A*(T) para
algin 0 < s < 1. La férmula de Inversion de Fourier garantiza que

flt=h) = f() =Y (™ = 1) f(n)e™. (7)

nel

Si tomamos h = 27/3 - 2™ and 2™ < n < 2™*! entonces

e~ — 1| > /3. (8)
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En virtud de (8) y la férmula de Plancherel, obtenemos

Yoo P > e 1P )

2m<n<2mtl 2m<p<2mtl
= £ = h) = FO 2,
<FC=h) = FOl e

2 2s
<[]

Ahora consideraremos el caso de la continuidad de .% desde A® hacia
LP para 2/3 <p <2,y s,<s <1 Seae >0 talesque p=2—c. En
ese caso, 0 <e<3ys=3c(2—¢) ' <s<1lSir=22-¢)"se
tiene que r > 1. Por uso de la desigualdad de Holder escribimos,

2

e
\

Yoo fmP < Yoo fmEr ) >

2m<n<2mtl 2m<n<2mtl 2m<n<2mtl

Z | (n)|2 . 9(m+1)/r

2m<p<2mtl

3

IN

s/r m r 2/r
< [2m/3 - 2Pl otV |
_ [27T/3]25/T (m+1)/r'—2ms/r 2/7“
Primero nétese que
m+1 2ms € €
el (2+8€—28)+§ (9)

Desde las condiciones 0 < ¢ < 4/3y £(2—¢)"! < s < 1 obtenemos la
relacion § + se — 2s < 0, por lo cual,

YoFmPE=3" > fm)P

n>1 m=02mIp<2m+l

<3 it 0l 3 2

m=0

2/7‘
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De otro lado, paran < —1 es facil comprobar la férmula: fA(—n) = f(n).
Asi obtenemos lo siguiente,

Iy —12/r 2/r
Yo FmPE =1 e o
n<—1 n>1
2/r
Recordando que \f(())] < || f]|as(m) se obtiene lo siguiente:
iy 2/r
> )P < N1, (10)
nez
Por tanto,
(2-e)~"
IF fllr (@) = (Z If(n)|2_5>
nez
< 2=~ ! (2 e _ 0(2—5)’1||f| AS(T)
Finalmente, la continuidad de .# cuando p = 2 se sigue del teorema
anterior. O

3. Aplicaciones

Dejamos claro que una estimacién es cualquier desigualdad entre nor-
mas que verifica la continuidad de un operador entre ciertos espacios
de funciones. En Cardonal5], el autor ha establecido entre otras cosas,
algunas estimaciones que versan sobre el comportamiento de operado-
res pseudo-diferenciales en espacios Holder empleando el teorema de
Bernstein. En esta seccion obtenemos resultados en la direcciéon de los
propuestos por el autor en [5]. A continuacién definimos los tales ope-
radores pseudo-diferenciales.

Dada una funcién medible ¢ sobre T x Z, el operador pseudo-
diferencial T}, asociado a ¢ esta definido sobre C*°(T) por la férmula

(Tof)(x) =Y ¥z, n) f(n). (11)
neZ
Usualmente se llama a la funcién ¢ el simbolo del operador T,. Este
tipo de operadores surge como generalizacion en términos de la trans-
formada de Fourier de operadores diferenciales definidos en el toro T
como variedad, es decir operadores diferenciales clasicos que actuando
sobre una funcién suave f tienen la forma:

pa,0:)f(x) = Y ap(@)(@5f) (@) =D e*™d(w,n)f(n),

0<k<m nezZ
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donde
$le,n) = Y ap(z)(i2m)*n”,
0<k<m
Se establecen los siguientes hechos como aplicacion de nuestros resul-
tados:

Teorema 3.1. Una condicion suficiente para que el operador Ty :
A*(T) — L>(T), 0 < s < 1/2, sea acotado, es que la funcion ¢ de-
finida sobre T x Z tenga la siguiente propiedad:

sup ¢z, )|l € LP(Z), 2 < p < o0. (12)

Demostracion. Sean x € T y f € A4(T) fijos. Denotando por g el
exponente conjugado de p, a causa de la desigualdad de Holder y el
teorema [I.4] se tiene que,

~

> e (x,n) f(n)

nel

< 316G )| Fin)]

1/q R
< (Zr¢<x,n>|q> 1 Fllzrey

ne”L

Tof ()] =

< sup |6z, ol ez

Finalmente, alguna constante C' dependiendo sélo de p y de s satisface
1Toflloe < Cull fllas- O

Observacién 3.2. Si tomamos ¢(z,-) = ¢(-) una funcién medible in-
dependiente de la variable € T, el correspondiente operador Ty es
un multiplicador de Fourier, es decir verifica la relacién 7 (T, f) =
o()(Z f). En este caso, se deduce del teorema anterior la continuidad
de Ty : A*(T) — L*°(T) al tomar ¢ € LP(Z), con 2 < p < oo.

El siguiente teorema es una estimacion que generaliza el teorema 4
propuesto en [5]. De hecho, tal teorema se deduce del siguiente resultado
al tomar p = 1.

Teorema 3.3. Sean 2/3 < p < o0, q el exponente conjugado de p,
sp=1/p—1/2<s<1y¢ una funcion medible que satisface

Oz¢(x, )| < C(L+In))™, k=0,1

para algin m > 1 con (m — 1)q > 1. Entonces existe M > 0 tal que
T flas(my < M| f]

AS ("]1‘) .
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Demostracion. Si empleamos el teorema del valor medio, garantizamos

la

existencia de x;, € T de modo que

el?ﬂ'(aﬁ—i—h)n¢<aj + h, f) . ei27rxn¢(x’ 77,)
= he?™ ™ (9,0 (xp, ) + i2Trand(z,n)) .

Por uso del teorema [1.3] obtenemos:

Tof(x + ’};L)’S— Ty f ()| < Z |h|' 5|0, p(zh, n) + 272N (2, n)llf(n)l

ne”Z

< S0y + () ) )

1/ 1/p

<Dy ) ST Fmr | 20

nel

< 20| f1|as-

ASf, ‘Td)f’As S QCHfHAe ]
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