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lety@sigma.iimas.unam.mx

1. Introducción

Con mucho gusto participo con esta contribución, aqúı presento el tra-
bajo en el tema de Bondad de Ajuste que realicé al lado de mi querido
profesor, el Dr. Federico O’Reilly.

De manera muy coloquial las pruebas de bondad de ajuste son usadas
para verificar que una muestra proviene de una cierta distribución. El
tema de bondad de ajuste es amplio y conviene considerar por un lado
si se trata probar una hipótesis simple o una compuesta; y por otro si
se quiere probar un modelo de distribución para una variable continua
o una discreta. Este trabajo se enfoca principalmente en una prueba
de bondad de ajuste para distribuciones continuas y para el caso de
hipótesis compuestas.

En el caso de distribuciones continuas el caso simple, la hipótesis
nula correspondeŕıa a una distribución completamente especificada H0 :
F = F0 y en el caso compuesto la hipótesis nula seŕıa H0 : F ∈ F0,
siendo F0, una clase paramétrica con parámetro θ (de dimensión k).

Prácticamente todas las soluciones para el caso compuesto son adap-
taciones de soluciones para el caso simple, en el que los parámetros
son conocidos, sustituyéndolos por estimaciones hechas con la misma
muestra, conocidos como métodos plug-in .

Cualquier prueba de bondad de ajuste requiere de la disponibilidad
de tablas o de algún método para evaluar (a través del uso de una α
preespecificada y el correspondiente valor cŕıtico, o del cálculo de la
significancia) si existe o no evidencia para rechazar la hipótesis nula.
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Existe literatura abundante relacionada con pruebas que utilizan la
función de distribución emṕırica (pruebas EDF, presentadas más ade-
lante), donde también presentan fórmulas correctivas para distintos va-
lores de n intentando que los valores cŕıticos asintóticos sean buenas
aproximaciones [1, Cap. 4].

Existe otro enfoque diferente al de usar tablas basado en simula-
ciones. Varios art́ıculos proponen el uso de algoritmos que simulan la
distribución de la estad́ıstica de prueba, usando el llamado bootstrap
paramétrico. Como ejemplos están [6] Henze y Klar que lo hacen para
un caso continuo y en [5] Gurtler y Henze que se estudia uno discreto.
En estos trabajos se hace uso de un ĺımite basado en dos rubros, el
primero corresponde a que el número de muestras bootstrap sea grande
y el segundo a que el tamaño de muestra n, también sea grande y con
ello logran que el valor cŕıtico proveniente de la simulación sea parecido
al asintótico.

En el caso compuesto, es importante señalar que la distribución de
la estad́ıstica de bondad de ajuste vaŕıa, en general, al cambiar de fa-
milia nula, y en algunos casos, la distribución depende también de los
parámetros. Este es el caso de la Gamma y de la Gaussiana-inversa, en-
tre otras (véase [8] Lockhart y Stephens para la Gamma y [11] O’Reilly
y Rueda para la Gaussiana-inversa).

En bondad de ajuste cuando los parámetros son considerados solo co-
mo ruido, el uso de la distribución condicionando con la estad́ıstica sufi-
ciente minimal de los parámetros (conocido como estimador Rao Black-
well), aparece como una opción muy apropiada. En 1970 Srinivasan [12]
fue el primero en hacer uso del estimador Rao-Blackwell en lugar de la
distribución plug-in, al estudiar la estad́ıstica de Kolmogorov-Smirnov.
Un poco más adelante [9] Moore (1973), demostró que el proceso emṕıri-
co derivado al usar la distribución plug-in o la Rao-Blackwell tienen el
mismo ĺımite para las distribuciones exponencial negativa, normal y
uniforme. En [7] R. Lockhart, F. O’Reilly (2005) se demuestra que esto
es cierto para la familia exponencial.

Si los procesos emṕıricos con la distribución Rao-Blackwell y la plug-
in llevan a lo mismo, ¿qué ventaja habrá del uso de una sobre la otra?

En un contexto bastante general, la ventaja está en que el estimador
Rao-Blackwell permite generar muestras con las mismas propiedades
distribucionales de la muestra observada si la hipótesis nula es cierta.
En la sección 3 se verá que estas muestras son condicionalmente inde-
pendientes e idénticamente distribuidas y son referidas como look alike
samples.

En la sección 4 se utiliza a la distribución Gaussiana-inversa para
ilustrar el procedimiento y se presenta un breve estudio de simulación
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donde se compara la potencia de este método con las potencias obteni-
das en [4] Gracia-Medrano y O’Reilly (2004), se puede ver que hay un
incremento en ellas al utilizar el procedimiento condicional.

Finalmente en la sección 5 se hacen algunos comentarios generales.

2. Estad́ısticas EDF para pruebas de bondad de
ajuste

El problema de bondad de ajuste se puede plantear como sigue:
Sean X1, X2, . . . , Xn vaiid cuya función de distribución es F y se

desea contrastar las siguientes hipótesis:

Ho : F ∈ Fo
H1 : F /∈ Fo o bién F ∈ F ′ −Fo

donde Fo es una clase de funciones de probabilidad paramétricas, es de-
cir Fo = {Fθ : θ ∈ Ω}. Por ejemplo Fo podŕıa ser la familia exponencial
y F ′ seŕıa la familia de todas las distribuciones continuas.

Las estad́ısticas propuestas con mayor respaldo teórico utilizan dis-
tancias o disimilitudes entre F0 y Fn; siendo esta última la función de

distribución emṕırica, Fn(x) =
#X′is≤x

n
.

Entre las estad́ısticas más conocidas están:

• la Kolmogorov-Smirnov denotada Dn,

Dn = sup
x

√
n|Fn(x)− F0(x)|.

• la Cramér-von Mises, denotada Wn
2,

Wn
2 = n

∫
R

(Fn(x)− F0(x))2dF0(x),

• la Anderson-Darling, denotada An
2,

An
2 = n

∫
R

(Fn(x)− F0(x))2w(x)dF0(x),

con

w(x) =
1

F0(x)(1− F0(x))
,

En la literatura estas estad́ısticas se conocen como EDF (Empirical
Distribution Function) y resultan ser funcionales del proceso emṕırico:

ξn(x) =
√
n{Fn(x)− F0(x)},

Véase [1] para más detalles de estas estad́ısticas.
Para el caso simple se encontró que la distribución asintótica de

ξn(x), está relacionada con un puente Browniano1.

1movimiento Browniano {W (t), t ∈ [0, 1]|W (1) = 0}
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Para el caso compuesto, el método plug-in sugiere reemplazar a
θ con θ̂, esto cambia a estudiar el proceso emṕırico con parámetros
estimados:

ξ̂n(x) =
√
n{Fn(x)− F (x, θ̂)},

Cuando se trabaja con parámetros estimados, bajo ciertas condicio-
nes en el tipo de estimador utilizado (esencialmente que sea eficiente y
asintóticamente normal, los llamados BAN Best Asymptotically Nor-
mal), el proceso emṕırico converge también a un proceso Gaussiano con
media nula y una función de varianza-covarianza, que depende de la fa-
milia de distribuciones de que se trate (la establecida en la hipótesis
nula) y también puede depender de los valores de los parámetros.

3. Generación de muestras semejantes o look-alikes

A continuación algo de notación y precisiones.
Denotando como F̃n(x) al estimador Rao-Blackwell de F (x, θ):

F̃n(x) = P (Xi ≤ x|Tn)

donde Tn es la estad́ıstica suficiente minimal.
En algunos casos Tn resulta ser doble transitiva esto es: que el

conocer Tn y Xn es equivalente a conocer Tn−1 y Xn. Por ejemplo si
Tn = X̄ = t y conozco X1, . . . , Xn entonces Tn−1 = t − (Xn/n) y
viceversa.

Aqúı cabe hacer una observación, hay una redundancia al hablar de
la distribución condicional de la muestra completa dada Tn.

Si la distribución tiene k parámetros, usualmente la dimensión de
Tn es k. En realidad se identifica la distribución condicional de n − k
elementos de la muestra y los otros k elementos se derivan resolviendo
un sistema de ecuaciones para que se cumpla que Tn = t usando la
doble transitividad.

En el siguiente teorema se verá que cuando x1, x2, . . . , xn es
una realización de X1, X2, . . . , Xn, se puede generar una muestra
x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n que resulta ser condicionalmente independiente dada

tn = T (x1, x2, . . . , xn) y que además tn = T (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n). Por esto

se le conoce como muestra semejante o look-alike.
Por facilidad de notación, los últimos n− k elementos de la muestra

x∗ son los que se generarán primero en el teorema.

Teorema 3.1. Bajo doble transitividad de la estad́ıstica suficiente Tn
y cuando el número máximo de elementos de la muestra para el que no
se tienen redundancias en la distribución condicional dada Tn es n−k,
el procedimiento para obtener una muestra semejante x∗ es el siguiente:



BONDAD DE AJUSTE Y LAS LOOK-ALIKES SAMPLES 25

• Genero un, una realización de una variable aleatoria U(0, 1), de-
fino x∗n = F̃−1(un) (la inversa de la Rao-Blackwell) y recalculo
tn−1 a partir de tn y de x∗n y la llamo t∗n−1.

• Genero otra un−1 independiente de un con F̃−1n−1 (la Rao-Blackwell
condicionando con t∗n−1) hago x∗n−1 = F−1n−1(un−1) y recalculo t∗n−2
a partir de t∗n−1 y x∗n−1 y continúo aśı hasta calcular x∗k+1 a partir
de uk+1

• Estos n−k elementos de la muestra x∗ forman una realización de
la distribución condicional para cualesquiera n − k elementos de
la muestra original x dada tn.
• Los k elementos restantes x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
k se encuentran como la

solución derivada de que Tn(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) = tn

La prueba se obtiene usando el resultado de que para una
Tn doblemente transitiva, la distribución condicional de Xr dadas
Tn, Xn, Xn−1, . . . , Xr+1 es la misma que la condicional de Xr dada Tr.
Este resultado es el teorema 2.4 en [10] O’Reilly y Quesenberry (1973).

Este procedimiento es una aplicación secuencial en el contexto con-
dicional del muy conocido resultado: Si G es una función acumulativa
de distribución entonces X∗ = G−1(U) se distribuye como G.

Ahora para hacer una prueba de bondad de ajuste para una muestra
en particular, los pasos a seguir seŕıan: primero se calcula sus tn y A2 de
Anderson-Darling, llamándola A2

o, enseguida se generan 1000 (o más)
muestras semejantes siguiendo los pasos del teorema, se calculan las
A∗2 de cada una de estas 1000 muestras, se ordenan y finalmente se
compara A2

o versus el porcentil 1 − α de las A∗2, si A2
o es mayor al

porcentil se rechaza la hipótesis nula.

4. Ejemplo con la gaussiana inversa

La función de distribución es:

F (x;µ, λ) = Φ(R) + Φ(L) exp
{2λ

µ

}
,

donde R = −
(
λ
x

) 1
2

+ (λx)
1
2

µ
, L = −

(
λ
x

) 1
2 − (λx)

1
2

µ
y Φ es función de

distribución normal.
El estimador Rao-Blackwell es:

F̃n(x) =


0 si x < l
1 si x > u

Gn−2(W ) + n−2
n

[
1 + 4(n−1)λ̂

n2µ̂

] (n−3)
2

Gn−2(−W ′) en otro lado
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Donde µ̂ y λ̂ son los estimadores máximo verośımiles, ambos funcio-
nes de la estad́ıstica suficiente minimal Tn = (

∑n
i=1Xi,

∑n
i=1(

1
Xi

)) que
claramente cumple la doble transitividad.
Gn−2 es una t de Student con n− 2 grados de libertad.

Esta F̃n(x) esta bien definida para n = 3 (k = 2)

W =
1

C

√
n(n− 2)(

x

µ̂
− 1), W ′ =

1

C

√
n(n− 2)(1 +

n− 2

n

x

µ̂
),

C =

√
n

λ̂
(n− x

µ̂
)x− n(1− x

µ̂
)2,

l y u determinan el intervalo para las x donde C es no negativo.
Para el primer paso de la generación de las muestras semejantes, se

calcula tn = (
∑n

i=1 xi,
∑n

i=1(
1
xi

)) = (tn1 , t
n
2 ), para este ejemplo no hay

una expresión expĺıcita para F̃−1 esta se invierte de manera numérica;
y finalmente se utiliza un generador de variables uniformes, por ejemplo
en lenguaje R seŕıa un < −runif(1).

Entonces se hace x∗n = F̃−1(un) y t∗n−1 = (tn1 − x∗n, t
n
2 − ( 1

x∗n
)) =

(t
(n−1)
1 , t

(n−1)
2 )

Para el paso dos un−1 < −runif(1) (de manera automática los len-
guajes cambian de semilla y esta uniforme resulta independiente de la

anterior), x∗n−1 = F̃−1(un−1), t
∗
n−2 = (t

(n−1)
1 − x∗n−1, t

(n−1)
2 − ( 1

x∗n−1
)).

Y aśı sucesivamente hasta el paso n−2, las fórmulas son muy sencillas
y al final se requiere que x∗2 y x∗1 satisfagan

t∗n =

([
n∑
i=3

x∗i

]
+ x∗2 + x∗1,

[
n∑
i=3

(
1

x∗i
)

]
+

1

x∗2
+

1

x∗1

)

=

(
t
(3)
1 + x∗2 + x∗1, t

(3)
2 +

1

x∗2
+

1

x∗1

)
= (tn1 , t

n
2 )

Este sistema lleva a encontrar las ráıces de una ecuación de segundo
grado que resultan ser x∗2 y x∗1 que completan la muestra.

4.1 Simulación

En la primera parte se comprobó para el caso con n = 20 que las
muestras semejantes tuviesen precisamente la misma distribución con-
dicional dada Tn .

Se generaron 1000 muestras provenientes de una Gaussiana inversa
con parámetros fijos y para cada una de las muestras se hizo lo siguiente:

1. se calculó tn y su estad́ıstica A2 Anderson-Darling, llamándola A2
o.
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2. usando esta tn se generan 1000 muestras semejantes y para cada
una de ellas se calcularon las estad́ısticas A∗2 Anderson-Darling.

3. para determinar la zona de rechazo se ordenaron de menor a
mayor las 1000 A∗2 y se obtuvo el porcentil 1− α = 0.95.

4. se comparó A2
o versus el porcentil calculado en el punto anterior;

y se anotó si A2
o fue mayor a ese porcentil.

En esta comprobación se hicieron entonces un millón de simulaciones
y se obtuvo que solo 42 de las 1000 muestras Gaussianas inversas cal-
culadas el valor A2

o excedió el porcentil 0.95 de las A∗2, es decir en 42
casos fue rechazada la hipótesis de que proveńıa de una distribución
Gaussiana inversa, coincidiendo con lo esperado.

La segunda parte fue un estudio de potencia. En la tabla 1 se presenta
la potencia de la prueba usando tamaño de muestra n = 20. Se utili-
zaron cuatro distribuciones alternativas y en el último renglón aparece
la distribución Gaussina Inversa. La A2 semejante se compara frente la
estad́ıstica presentada en [11] O’Reilly & Rueda (1992). Para las cuatro
distribuciones alternativas la A2 semejante tiene mejor potencia.

Tabla 1: Comparación de potencias.

Proporción de rechazos de 1000. α = .05

Alternativa A2 semejante A2 O&R

Exponential .643 .62
escala = 1

Lognormal .131 .10
de n(1/2, 1)

Uniforme (0, 1) .863 .85

Weibull .406 .38
escala = 1 forma= 2

I-G (µ = 1, λ = 8) .042 .05

Para A2 ((semejante)) en cada simulación el valor cŕıtico se encuentra
con 1000 muestras ((semejantes)).

A2 O&R usa el valor asintótico de O’Reilly & Rueda (1992),
2da columna tomada de Gracia-Medrano & O’Reilly (2004)

5. Comentarios

Los resultados de la sección 3 son válidos para distribuciones continuas
y discretas, aunque para estas últimas hay una restricción respecto a
la exactitud si se procede con nivel fijo α. Esto debido a lo discreto de la
estad́ıstica Tn. No hay sin embargo inexactitud si se evalúa la significan-
cia. En el art́ıculo de [3] González-Barrios et al (2006) se presenta una
prueba de bondad de ajuste usando la distribución condicional para el
caso discreto.
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En el caso de distribuciones continuas con parámetros de localización
y/o escala existe este resultado de [2] Eaton (1983): Si Tn es equivariante
suficiente y la estad́ıstica EDF es invariante a cambios de localización
y/o escala entonces Tn y la estad́ıstica EDF son independientes. Se
podŕıa hacer la simulación condicional pero no es necesario pues es
la misma que la incondicional. El proceso se simplifica mucho, solo se
necesita generar muchas muestras y forzarlas a que den los valores del
parámetro estimado, esto es T ∗n = Tn.

Finalmente un ejemplo de cómo la prueba EDF usando el estima-
dor Rao Blackwell recupera un resultado muy conocido. Al probar la
distribución U(0, θ) o la U(θ1, θ2) , el proceso emṕırico asociado es no
nulo solo si el argumento x del proceso, está en (0, X(n)), en el primer
caso y para el caso con dos parámetros, solo si x está en (X(1), X(n)), al
condicionar con Tn estos procesos son proporcionales al proceso cuan-
do se prueba el caso simple U(0, 1). Este resultado implica no hacer
más cálculos pues se convierte en una prueba de bondad de ajuste con
hipótesis nula simple, para la cual ya existen tablas para la estad́ısticas
EDF más utilizadas, desde luego habiendo hecho antes para el primer
caso la transformación a las nuevas n−1 observaciones Y(i) = X(i)/X(n)

con i = 1, . . . , n− 1; y para el segundo caso a las n− 2 transformadas,
Y(i) = (X(i) −X(1))/(X(n) −X(1)) con i = 2, . . . , n− 1.
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[6] N. Henze y B. Klar, ((Goodness of fit tests for the inverse Gaussian distribution based
on the empirical Laplace transform)), Annals of the Institute of Statistical Mathema-
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