MISCELANEA MATEMATICA 57 (2013) 63 SMM @

Notas histéricas sobre el método de
Chebyshev para resolver ecuaciones no
lineales

Martin Garcia Olivo
Depto. de Auditoria y Control de Procesos Educativos
Ministerio de Educacién de la Reptblica Dominicana
Calle Guarocuya No. 16, Brisas del Norte,
Guaricanos, CP 11301,
Santo Domingo Norte, Repiblica Dominicana
martin.garcia@minerd.gob.do

José M. Gutiérrez
Depto. de Matematicas y Computacion
Universidad de La Rioja
Luis de Ulloa, S/N CP 26004
Logrono, Espana
jmguti®@unirioja.es

Resumen

En este trabajo profundizamos en la polémica existente sobre
la autoria de un conocido proceso iterativo para resolver ecua-
ciones algebraicas. Se trata de un método que algunos autores
lo atribuyen al matematico ruso P. L. Chebyshev, mientras que
otros se lo atribuyen a L. Euler. En nuestro estudio, hacemos
una revision de las fuentes histéricas donde aparece el método
por primera vez y analizamos las aportaciones realizadas por
estos y otros autores.



64 MARTIN GARCiA OLIvO Y JOSE M. GUTIERREZ

1. ;El método de Chebyshev?

A lo largo de todo este trabajo nos referiremos al método de Chebyshev
como el proceso iterativo para resolver una ecuacién no lineal

flz)=0, f:R—R, (1)

definido de la siguiente forma

1 f(xn)f//(xn)> f(zn) 2)

Tp41 = Tp — (1 + 5 f’(lEn)z f/(mn)

Bajo condiciones adecuadas para el punto de partida xy y para la fun-
cién f(x), se sabe que la sucesién converge a una solucién « de la
ecuacion (1)).

Desde una perspectiva historica, el método de Chebyshev apa-
rece dentro de una familia de procesos iterativos de la forma x,,, =

E..(z,) donde

Ep(z) =+ (-1)

y f~! es la inversa de f. La familia de métodos definidos en se
conoce como métodos de Schroder de primer tipo y es conocido que el
orden de convergencia de cada método FE,, definido en es m. Nétese
que para m = 2 se obtiene el método de Newton y que para m = 3 se
obtiene el método de Chebyshev.

Pero el objetivo de estas notas no es el analizar las condiciones de
convergencia, ni las propiedades numéricas del método de Chebyshev.
Mas bien pretendemos profundizar en sus raices histéricas, con el ob-
jetivo de comprobar hasta qué punto es correcto «bautizar» al proceso
definido en como método de Chebyshev. O mejor atin, teniendo en
cuenta que el método de Chebyshev es uno de los métodos incluidos en
la familia , la pregunta es: ;A quién o quiénes se debe la deduccion
de los métodos de la familia ?

La controversia existente acerca de la autoria de (2)) (o de (3))) no es
nueva. En efecto, en el conocido libro de J. F. Traub [20, p. 81] sobre
métodos iterativos para resolver ecuaciones algebraicas se afirma que
la familia F,, se atribuye tanto a Euler como a Chebyshev. En conse-
cuencia, Traub usa ambos nombres de forma conjunta para referirse a
la familia E,,.

La duda sobre a quién atribuir el método es compartida por
otros autores, como por ejemplo M. S. Petkovi¢, L. D. Petkovi¢ y D.
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Herceg [11, p. 1759], quienes advierten que en la literatura rusa la
secuencia F,, definida en se atribuye a un trabajo de Chebyshev
escrito en 1837 o 1838 y hacen referencia a la cita anterior de Traub
sobre este aspecto. Sin embargo, también indican que otros autores
como E. Bodewig [1] o S. Smale y M. Shub [15] adjudican E,, a Euler
y en concreto, a su Opera Omnia, Ser. I, Vol. X.

En este trabajo pretendemos resolver la disyuntiva surgida en cuan-
to a la autoria del método de Chebyshev, analizando los textos histori-
cos en los que el método pudo ser desarrollado por primera vez. Asi,
en la seccién [2] analizamos la citada obra de Euler y en la seccién
hacemos un resumen comentado de la obra Cdlculo de las raices de
ecuaciones de Chebyshev, que data de 1838. La traduccién de dicha
obra, del ruso al espafiol, puede verse en [4]. En la seccién {4| analiza-
mos otras posibles influencias que pudo tener Chebyshev a la hora de
redactar su articulo. Finalmente, en la seccién |5 mostramos trabajos
posteriores a Chebyshev en los que de una manera mas o menos directa
se vuelve a «redescubrir» el método (2)).

2. El uso del calculo diferencial para
resolver ecuaciones de Euler

Es bien conocido que Leonhard Euler (1707-1783) es uno de los autores
mas prolificos de la historia de las matematicas. Entre los temas en los
que trabajo se encuentran la teoria de nuimeros, las series infinitas o
las ecuaciones diferenciales. Afortunadamente, en la actualidad la gran
mayoria de sus trabajos son accesibles desde sitios tales como The FEuler
archive [5].

Euler también trabajé en la resoluciéon numérica de ecuaciones alge-
braicas, fundamentalmente polinémicas. En el capitulo 17 de su obra In-
troductio in analysin infinitorum (véase Opera Omnia, Serie I volime-
nes 8 y 9, [5]) Euler desarrollé6 un método, basado en el uso de series
recurrentes, para encontrar las raices de una ecuaciéon. En dicho trabajo,
Euler usaba algunos resultados de De Moivre para obtener el desarrollo
en serie de una funcién racional. Una versiéon comentada y escrita con
notacién actual de este trabajo puede verse en [13].

La serie I, volumen X de la Opera Omnia [5] es un texto sobre calcu-
lo diferencial titulado Institutiones calculi differentialis cum eius usu in
analysi finitorum ac doctrina serierunﬂ Se trata de un libro escrito en

I'Fundamentos de célculo diferencial con aplicaciones al andlisis finito y a la teoria
de series.
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latin y dividido en dos partes, la primera con 9 capitulos y la segunda
con 18. Precisamente en el capitulo 9 de la segunda parte, en un articulo
titulado De usu calculi diferentialis in aequationibus Tesolvendibﬂ en-
contramos el «germen» de lo que nosotros hemos denominado método de
Chebyshev. La referencia concreta a esta publicacion es: http://www.
math.dartmouth.edu/~euler/docs/originals/E212sec2ch9. pdf.

En las péaginas 438 y 439 nos encontramos un desarrollo en el que
Euler, tal vez de una manera poco rigurosa, indica una forma de apro-
ximar la raiz de una ecuacién. Con la notacién actual, es como sigue:

Si a es la solucién de la ecuacién f(x) = 0, entonces, el desarrollo
de Taylor de f(«) en torno a un valor z da lugar a

" T " T
0= 7o) = (@) + f'@)a—a) + Do —ap + LD oy g
Sin embargo, en el trabajo de Euler la solucién de la ecuacién aparece
escrita como
22  Pr 2ts 2t
0= —t+— 4+ —+—+4+&
Y+ zp+ 5 + 6 + 24 +120+ c,
donde &c representa los términos restantes de la serie. La simbologia
utilizada en el citado articulo, junto con sus equivalentes actuales son:
fl@) =y, f'(x) =p, f'(x) = q, ["(@) =7, fP(2) =5y fV(2) =t,

y la expresion de la raiz buscada es a = x + z, donde

flo)  f@Pf(@)  fPf@)?  f@)’f (@)

TP 2f(@) 2@ 6f(a)

5[ (@) 5f @) @) @) f@ T @)

ST 12f()p 24 (z)7
(4)

o, de otra forma,

fl@)  f@)?f"(x)  f@)Pf(@)? | f@)f"(z)

TP@ 2y 2@ 6f(a)
@@ | 5@ @) @ @)

a= T

8/ (x)? 12f'(x)0 24f" ()

Para determinar el valor de la solucion «, Euler parte de un valor
aproximado z. A partir de aqui, teniendo en cuenta la férmula ,

2Uso del calculo diferencial para resolver ecuaciones.


http://www.math.dartmouth.edu/~euler/docs/originals/E212sec2ch9.pdf
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Euler obtiene un término corrector z, de manera que x + z sea una
mejor aproximaciéon de a.
A continuacién Euler expresa z como una serie convergente

2=A+B+C+ D+ F+ &c,

pero sin precisar nada acerca de la naturaleza de los términos A, B, C,
.... Luego de una cantidad de célculos, sustituciones y reagrupacion
de términos, que parece interminable, podemos escribir los términos de
dicha serie como:

y= vy
pz= Ap +Bp +Cp +Dp +Ep +&ec
1q2% = +3A% +ABq +ACq +ADq  +&ec
+3B% +BCq  +&ec
tra? = A +3A°Br +1A*Cr +&e
—i—%ABQr +&c
Lszt = 5 As +5A4%Bs  +&e
1 _ 1
ot = oAt +&e.
Notemos que hemos definido
A=-4
C = _yqu yir
521)5 3 6544 4
D= - gpg + lyquST - 2?1;5'

Ahora, Euler agrupa los términos de la manera siguiente, sin especificar
el criterio que usa para dicha agrupacion. Para ser mas exactos, Euler
lo resume como sigue:

W
4= T

@)
B= ooy

f(:L‘)?)f”(.Z‘)Q N f($)3fm(l’)
2f'(x)? 6./ (x)*

_5f(x)4f”(x)3 N 5f(:v)4f”(:v)f”’(x) f(a:)”‘f(lv)(x).

C= —

8f'(x)7 12 () 24 /()
Como puede observarse, la familia de métodos que se obtiene contiene
el método de Newton, para z = A. Otro método que extraemos de esta

D =
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historica familia es el método de Chebyshev, concretamente cuando
z2=A+B.

En la misma obra de Euler, se utiliza el método anterior para resol-
ver la ecuacién 2° + 2z — 2 = 0. En este caso,

p=f(z) =52 +2, q=f"(z)=202"

r=f"(z) =602% s=f7(z)=120z.

Tomando como primera aproximacion x = 1, se obtiene como segunda
aproximaciéon

2=A+B+C+D+FE
1 10 200 10 5x1000 500 5

T E T R T
1 10 130 1745

T 75—’_77

Para Euler, la solucion buscada es a =x+ 2 =1—0.18 = 0.82.

Como o = = — z, entonces a = 1 — 0.18 = 0.82, que es muy buena
aproximacién. Euler acaba de emplear un método de quinto orden de
convergencia.

Esperamos que al igual que los autores, puedan identificar el espiri-
tu del método de Chebyshev, a pesar de que Euler no trunco su serie en
el segundo término, como si lo hace Chebyshev. Probablemente Euler
no se detuvo a pensar que por truncamiento de esa serie, podia ob-
tener métodos con distinto orden de convergencia. Sin embargo, como
veremos en la siguiente seccion, Chebyshev si que se dio cuenta de este
matiz.

3. El calculo de las raices de ecuaciones
de Chebyshev

En el mismo libro de Traub citado anteriormente, [20], se afirma que la
familia de procesos iterativos E,, definida en ({3)) aparece en un traba-
jo que escribié Chebyshev cuando era estudiante, en 1837 o 1838. Por
ese trabajo, titulado Cdlculo de las raices de ecuaciones, Chebyshev
fue premiado con una medalla de plata por el segundo departamen-
to filoséfico (departamento de fisica y mateméticas) de la Universidad
de Moscu, donde se encontraba estudiando. El trabajo, originalmente
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escrito en ruso, aparece publicado en el quinto tomo de las obras com-
pletas de Chebyshev [3]. La traduccién al espanol puede encontrarse en
[4].

Butzer y Jongmans en su articulo biografico sobre Chebyshev co-
rroboran esta afirmacién, aunque con un ligero desajuste en las fechas.
En concreto, en [2] p. 116] escriben:

Algunos de los primeros trabajos de Chebyshev, escritos en
ruso, no fueron enviados a revistas cientificas en su tiempo,
pero fueron publicados después de su muerte, principalmen-
te en la obra recopilatoria [10]. Su primer articulo, escrito
cuando era estudiante en 1840/41 y premiado con una me-
dalla de plata, trata sobre la aproximacion de las raices
reales de una ecuacion; se trata de una versién mas refina-
da de la féormula de Newton-Raphson a la cual anade un
término corrector.

Como bien dicen Butzer y Jongmans, algunos de sus primeros tra-
bajos fueron publicados en la recopilacién de Markoff y Sonin [10] de
1899. Pero otros no. En la contraportada de la reedicién de [10] en 1952
encontramos la siguiente aclaracion:

El presente trabajo es una reimpresion de la recopilacién de
las obras de P. L. Chebyshev publicadas en dos volimenes
en San Petersburgo. Contiene todos los escritos matemati-
cos postdoctorales de Chebyshev. Una tesis doctoral, publi-
cada en alemén con el titulo Theorie der congruenzen (San
Petersburgo, 1849), pudo ser publicada como un volumen
independiente.

Entre los textos no publicados en [10] nos encontramos, ademas
de la citada tesis doctoral, otra tesis para optar al grado de magister,
titulada FEssai d’analyse élementaire de la theorie des probabilités y
publicada en Moscu en 1845 y el trabajo en el que estamos interesados,
el Cadlculo de las raices de ecuaciones. Hubo que esperar més de 50
anos para que este trabajo viera la luz en las obras completas que se
publicaron (en ruso) entre 1946 y 1951 (véase [3]). Y fue en el quinto
volumen, publicado en 1951, dedicado a otros trabajos, donde aparece
publicado el Cdlculo de las raices de una ecuacion.

Llegados a este punto, nos gustaria destacar que el tema tratado en
el Cdlculo de las raices de una ecuacion podria considerarse como una
rareza dentro del extenso campo conceptual en el que se movié Chebys-
hev, del que se conocen mas de 80 publicaciones en temas tan diversos
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como la teoria de niimeros, la probabilidad, la teoria de aproximacion,
el andlisis o la construcciéon de mecanismos, aspecto este ltimo del
cual se sentia muy orgulloso (véase el articulo de Luquin [9] para pro-
fundizar en esta linea). Como se aprecia en sus obras completas, tanto
en su tesis doctoral como en sus trabajos postdoctorales, Chebyshev
no volvié a publicar nada en el campo de la resolucion numérica de
ecuaciones algebraicas.

Hasta donde nosotros conocemos, la tinica edicién existente del
Cidlculo de las raices de ecuaciones es la que aparece en ruso en el
Capitulo 5 de las obras completas de Chebyshev [3]. El propio Traub
reconoce en [20], p. 81] que no pudo disponer del trabajo original de
Chebyshev. Nosotros mismos damos fe de la dificultad en conseguir tan-
to las obras completas de Chebyshev como el apartado donde aparece
el Cdlculo de las raices de ecuaciones. Ahora bien, gracias a la colabo-
racién de A. P. Pozhidaov (Univ. Novosibirsk) y de I. Shestakov (Univ.
de Sao Paulo), pudimos hacernos con una copia del trabajo original de
Chebyhsev publicado en el Tomo V de sus obras completas [3].

Chebyshev trata la solucién de una ecuacién algebraica

apx" + a1x" -+ a1z +a, =0, (5)

considerandola como la ultima operacion del dlgebra, siguiendo el esque-
ma: adicion-sustraccién; multiplicacion-division; elevacién a una poten-
cia-extraccién de una raiz; evaluaciéon de un polinomio P(x) o equiva-
lentemente resolucion de una ecuacién de la forma .

En la secciéon I de su trabajo Chebyshev formula el objetivo de
la investigacion: dar un método general de busqueda de las raices de
la ecuacién , que incluya como casos particulares «tantos métodos
conocidos como sea posible».

El autor lleva esto a cabo en la seccion II. Su idea se basa en el uso
de series de potencias. En concreto, dado un desarrollo de la forma

[ee]
Y =) X,
v=1
indica un procedimiento para calcular el desarrollo en serie de potencia
de
X=> dy"
v=1

A diferencia de Euler, Chebyshev se preocupa por especificar las re-
bl
giones de convergencia. En concreto, los coeficientes d, se expresan
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facilmente en funcion de ¢, :

1
dy = —
(&1
&)
dQ — ——3
5t
2
2c5 — cic3
ds = =
51
ds — —503 + 5010203 - 0%04
4 — .

7
G

Esta misma idea es usada para obtener el desarrollo en serie de la
funcién inversa, asi

Zc,,x—a (6)

v=0

donde
FO ()

V!

:5:f(a)a Cy =

(v > 1),

de esta manera,
= d,(y—pB)". (7)
v=0

En lugar de hacer y = 0 en la férmula @ y resolver la ecuacion
obtenida con respecto a x, se puede sustituir ¥ = 0 en la férmula
(7)), entonces la solucién de dichas ecuaciones se expresa explicitamente
como la serie

m—a—i—z 1)d,p".

Partimos de una aproximacién « a la solucién de f(x) = 0. Sea

— Z f”ioz) (x —a)”

y de este modo
= Z d,(y—p)”
v=0

donde § = f(«). La idea subyacente en el trabajo de Chebyshev es que
encontrar x tal que f(x) = 0, es lo mismo que encontrar f~1(0) como

N —a—l—z )’ d, 37,
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partiendo de este hecho, se obtiene el desarrollo

o fe- () - () (55 )
-(Jo 3R Bt

En la seccién 111, Chebyshev obtiene el método de las tangentes de
Newton. En la secciéon IV Chebyshev da una expresion del error a partir
del desarrollo en fraccién continua de =,

Q

1
1
c+ ...,

r=a-+

b+

al expresarla como la convergencia de una fraccion finita.

En la seccién V se aplica la formula para obtener un método de
sequndo orden. En se sustituye f(z) por el polinomio de segundo
grado fi(x) que cumple las condiciones

fila) = f(a), fila) = fi(a), fi(a) = f"(a).

Como valor aproximado de z se toma una raiz del polinomio f;(x)

fl) 1 ( (a)) f'la) 1 (f(a) )3 3f"(@)*

YT ) f'(a) f’(a) fl@)) fla)
@) VP =27 (@) ()
(@) ‘

La expresion del error

o(7iw) o+ (1) ey

se reduce solo al primer término de tercer grado con respecto a

+...,

f(a)
()’
Para esto se supone, ademaés, que las derivadas f’, f” y f” no son
idénticamente nulas en ningiin intervalo de o a a; que contenga la raiz
x.

En la seccion VI Chebyshev toma los tres primeros términos en la

férmula y obtiene la expresion aproximada

rRM =Ty T (JJ:((Z)>)2 éfil”/’((i})’
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con la estimacién del error

|z — a1 < méax

10 (e )|

Chebyshev demuestra, por ejemplo, operando con fracciones de 50 ci-
fras, la rapidez de las sucesivas aproximaciones a x mediante este méto-
do.

Para mostrar la importancia de este método lo aplicaremos a la
conocida ecuacion de Newton

=2 —5=0.

Al sustituir 2 y 2.1 en dicha funcién y sus derivadas, encontramos las
siguientes lineas de signos:

fla)  fla) (@) f"(e)

-+ o+ —-
2 1 10 12 6

+ o+ o+ +
2.1 0.061 1123 126 6

Se observa que la raiz se encuentra entre 2 y 2.1. La expresién
( fla) )3 [(f”(a...al))Q B f”’(a~~-a1)}
fla...aq) 2(f"(a...1))?  6f'(a...aq)]’
con el mayor valor es igual a
12.6)2 6 (1.26)2 1
0061? | — = (0.0061)? —
(0.0061) [2(102) 6(11.23)} (0.0061) ( 2 11.23
< (0.000000216)(0.85 — 0.09) < 0.00000023.

Partiendo de este hecho, el nuevo valor aproximado de la raiz se dife-
rencia del verdadero en menos que 0.0000003, y por consiguiente, por
lo menos las seis primeras cifras decimales del valor encontrado de la
raiz son correctas.

Asi, calculando hasta las cienmillonésimas partes, obtenemos

f(@) (f(a) )2 f"(a)

T \r@) Fla)
3 0.061  (0.061\* 12.6
B _11.23_(11.23> 2(11.23)

= 2.10000000 — 0.00543187 — 0.00001654
= 2.09455159.
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A1 = x—ay es un valor negativo, luego ar; = 2.09455159 es mayor que la
raiz, pero su diferencia con el valor verdadero es menor que 0.0000003,
por consiguiente, 2.0945512 es el limite menor, y en 2.094551 todas las
cifras son correctas.

Al repetir este método una vez mas, encontramos 16 cifras correctas;
ap sera igual a 2.0945514815423265, y la diferencia entre este valor y
el verdadero es menor que 0.00000000000000001. Luego, sustituyendo
2.0945514815423265 en nuestra férmula en vez de «q, encontramos el
tercer valor aproximado a x, es decir

£(2.0945514815423265)
1/(2.0945514815423265)
£(2.094551...) % f7(2.0945514. . .)
B { £/(2.094551...) } 2/(2.0945514 . ..)
= 2.0945514815423265
0.0000000000000001021074960443679545432495185865375
11.16143772649346472644563309780675
0.000000000000000102 ... \ 2 12.5673088892539590
B { 11161437 . .. } 2 x 11.1614377264934647264456330

= 2.09455148154232650000000000000000000000000000000000
<+ 0.00000000000000009148238654057930767544341990572422
— 000000000000000000000000000000000470158602419672514

= 2.09455148154232659148238654057930397385739570899908.

2.0945514815423265 —

Hemos visto que el maximo valor de

(f"(a...a))*  ["(a...a1)
2(f(a...aq))?  6f'(a...0q)

3
es 0.76. Ahora, hace falta calcular {%} y de nuevo es menor que

0.000000000000000092°
< 0.0000000000000000000000000000000000000000000000008.

De manera que, el tercer valor aproximado de la raiz se diferencia del
verdadero en menos que

0.0000000000000000000000000000000000000000000000007,

es decir

1
< 1000000000000000000000000000000000000000000000000
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Este ejemplo nos muestra la importancia del método que utilizamos
para el calculo de raices. Fourier resuelve esta ecuacién segiin su método
y ha obtenido después de cinco operaciones solo 32 cifras correctas,
nosotros en tres operaciones hemos encontrado 48. Como sabemos, en
la practica lo méas usual es conformarse con 5, 6, ... cifras correctas.
Nosotros obtenemos esta precision con una sola iteracion.

La aproximacion al verdadero valor de la raiz sera aun mas rapida, si
escogemos para su calculo 5, 6 o mas términos de la serie @D Sin duda,
el calculo del nuevo valor de la raiz no seria tan facil como lo hemos
visto en el ejemplo anterior, pero con todo lo que se puede suponer, es
bastante mas simple que la aproximacion de tercer o cuarto orden. Asi,
si aproximamos el verdadero valor de la raiz por la férmula,

Sl ( f(a) >2 f'la) (f(a) )3 {f”(@)2 _["(a)
flla)y  \fla)) 2f(a) \fle)) [2f()* f'(e)]
el nimero de cifras correctas, en general, va a incrementarse sucesiva-
mente en 4 veces.
Las aplicaciones de la serie @ a las fracciones continuas también
dan multitud de métodos particulares de calculo de raices.

a1 =«

4. Influencias en el trabajo de Chebyshev

Después de lo desarrollado en las secciones [2 y [3| parece claro que
Chebyshev conocia la obra de Euler. El hecho de haber trabajado, bajo
la supervision de Bunyakovsky, en la ediciéon completa de las obras de
Euler sobre teoria de niimeros, no parece tener relevancia en este aspec-
to, ya que fue realizado con posterioridad (en 1849) a que escribiera su
Cdlculo de las raices de ecuaciones. No obstante, la carrera académica
de Chebyshev se desarrollé bajo el legado que Euler dejo en San Pe-
tersburgo, donde pasé una buena parte de su vida (de 1727 a 1741 y
de 1766 a 1783) y donde dej6é un gran nimero de discipulos. Es més,
citando de nuevo a Butzer y Jongmans [2] pp. 133-134] destacamos
que:

Chebyshev y Euler tenian mucho en comtn como matemati-
cos. Ambos estaban interesados en una gran variedad de
problemas, desde la teoria de nimeros a la ingenieria. Am-
bos eran plenamente conscientes de lo necesaria que era la
comunicaciéon entre la teoria y las aplicaciones. Ambos bus-
caron la solucion mas eficiente para los problemas, con el
descubrimiento de algoritmos que o bien dieran una solu-
ciéon numeérica exacta o, al menos, una buena aproximacion.
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Aunque, en nuestra opinién, esta claro que Chebyshev estuvo in-
fluenciado por la obra de Euler, no encontramos en el Cdlculo de las
raices de una ecuacion ninguna referencia explicita a Euler. Podemos
disculpar a Chebyshev ya que el citado trabajo no es ningin articulo
de investigacion y como ya hemos comentado, se trata de un trabajo
realizado durante su etapa de estudiante. No obstante, si que encontra-
mos citas explicitas a otros importantes matematicos de la época. En
concreto a Sir Isaac Newton (1642-1727), J. L. Lagrange (1736-1813),
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), Jacques Charles Francois
Sturm (1803-1855) y Mikhail Vasilyevich Ostrogradsky (1801-1862).

Una de las multiples maneras en que Chebyshev justifica la buisque-
da de su método, es comparandolo con los métodos conocidos en su
época. Las referencias a Fourier son las mas numerosas. De entrada,
inicia su articulo con la siguiente cita de Fourier:

Si existe un método general para la resolucion de ecuaciones,
este debe ser andlogo a las operaciones, las cuales no serian
mas que casos particulares de dicho método.

Con esta cita de Fourier, Chebyshev deja marcadas sus pretensiones
en cuanto a la busqueda de un método general para resolver ecuacio-
nes algebraicas, que es el objetivo fundamental de su trabajo. De este
modo, una y otra vez encontraremos en su escrito, comentarios como
el siguiente:

Indiscutiblemente no se puede perder la esperanza de encon-
trar un método mas cémodo que el de Fourier y asi hacer
mas sencillo el encontrar la solucién de una ecuacion.

Nos gustaria destacar que en la seccion III, Chebyshev habla de
los métodos de Newton y Fourier. Pero cuando Chebyshev habla del
método que se dice de Fourier, realmente se estd refiriendo al mismo
método que actualmente conocemos como método de Newton, pero al
que se le ha aportado una cota del error. Entre las aportaciones de
Chebyshev esta la de mejorar dicha estimacion del error:

Es evidente la ventaja de nuestro método ante el método
de Fourier. De una operacion él obtenia solo dos cifras co-
rrectas, sin embargo nosotros cuatro. Y si repetimos nuestro
método, como lo hizo Fourier, unas cuatro veces mas, en-
tonces hubiéramos obtenido por lo menos 64 cifras correctas
mientras que él no pudo encontrar mas que 32.
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Por otra parte, en la seccion IV del Cdlculo de las raices de ecuacio-
nes Chebyshev se dedica a analizar en profundidad lo que él denomina
como método de Lagrange. Por dicho método se refiere al aparecido en
el texto Traité de la résolution des équations numériques de tous les
degrés, publicado por primera vez por Lagrange en 1798 [7]. La citada
obra es un compendio de trabajos sobre la teoria de ecuaciones alge-
braicas en el que aparecen, entre otros, métodos para separar las raices
reales de una ecuacion algebraica o métodos de aproximacion de raices
mediante fracciones continuas (para mas informacién sobre la obra de
Lagrange, se pueden consultar las referencias [8], [12]).

La referencia de Chebyshev al texto de Lagrange no es directa. Lo
hace de manera indirecta, a través de las Lecciones de andlisis algebrai-
co y trascendente de Ostrogadsky. En concreto, hace una comparativa
entre el método de fracciones continuas de Lagrange y su método para
resolver la ecuacién a® — 22 — 2z +1 = 0. Ahora, recogemos la siguiente
cita de Chebyshev que aparece al final de la seccion IV:

Del mismo modo, segin este método es facil determinar
cuantos denominadores tenemos que encontrar de antemano,
aplicando el método general de fracciones continuas, para
que el método de Lagrange tenga éxito.

Parando el desarrollo en un término cualquiera, nuestro
método, estima la aproximacién obtenida mediante la forma
de Lagrange del resto de la serie de Taylor. Este impecable
razonamiento permite evitar la cuestién de la convergencia,
que en aquel tiempo dificilmente se podia afrontar.

Curiosamente Chebyshev conocia en profundidad la utilidad del
método de Sturm, constancia que puede identificarse en esta cita tex-
tual:

En este apartado no entraremos en los detalles aplicados en
las técnicas de separacién de raices, las cuales son operacio-
nes facilmente realizables segin los métodos de Sturm.

Como se pone de manifiesto en [17], Sturm era discipulo de Fourier
y por tanto, buen conocedor de su obra. La obra de Sturm tuvo gran
repercusion en los ambientes cientificos de la época. Su teorema fue pre-
sentado a la Académie Royale des Sciences de Paris en 1829 y obtuvo el
premio de dicha academia en 1834, aunque no se publicé hasta seis anos
mas tarde, en 1835. También es conocido que Sturm colaboré activa-
mente con otros cientificos de la época, en especial con Joseph Liouville.
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Curiosamente, Liouville fue a su vez amigo personal de Chebyshev, con
el cual coincidia en varias ocasiones en sus visitas a Francia.

El conocido como teorema de Sturm trata sobre el calculo de las
raices reales de una ecuacién numérica. En concreto (véase [16] por
ejemplo), establece un procedimiento para determinar el nimero de
raices reales de una ecuacion f(x) = 0 entre dos valores a y b, en
funciéon del nimero de cambios de signo de la sucesién de funciones
auxiliares de Sturm

f(x)a f1(33>7 fz(ZE), s >fk—1(x)>fk(w)

evaluadas en x = by en x = a.

Este método es utilizado para aislar las raices reales de una ecuacion
polinémica f(x). Silaraiz no se encuentra directamente, se debe utilizar
algin método de aproximacién en los intervalos donde se encuentren
las raices. Este hecho pone en evidencia que, en ocasiones este método
puede resultar un tanto laborioso.

En la seccién V, es donde Chebyshev menciona algunos errores co-
metidos en trabajos similares de la autoria de Ostrogradsky, especifica-
mente donde dice:

Sin duda alguna, todas estas conclusiones se deducen facil-
mente de nuestra formula, por lo que este estudio tan de-
tallado es casi innecesario; pero yo lo hice inicamente para
refutar la falsa opinién sobre aproximacion de segundo or-
den de nuestro académico Ostrogradsky o tal vez solo del
redactor a sus lecciones. La ultima me parece la mas pro-
bable y por eso a partir de aqui me refiero a G. Burachek y
ademads en lo siguiente él mismo se lo atribuye a si mismo.

Segun las Leccién IV de Ostrogradsky, sobre lecciones de anélisis
algebraico y trascendente, resolver una ecuacion significa, ademds, de
qué modo hay que realizar las operaciones. Esta accion se divide en dos
pasos: el primer paso es la separacion de raices. El siguiente, después de
separar las raices, es hallar concretamente la solucién de la ecuacion.

Ostrogradsky fue profesor para los cadetes de la Marina, en el Ins-
tituto de Ingenieros y en la Escuela de Artilleria de San Petersburgo.
Su obra mas importante consiste en el desarroll6 de un método para
calcular la integral de una funcién racional cuando el denominador tie-
ne raices multiples. Este método permite separar la parte racional de
la integral sin necesidad de descomponer el integrando en fracciones
simples.
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5. El método de Chebyshev
«redescubierto>»

La familia de procesos iterativos definida en ha sido descubierta de
forma independiente por muchos autores. En [19] podemos encontrar
una serie de referencias y notas historicas que justifican esta afirmacién.

De entre estos trabajos podemos destacar, sin duda, los de E. Schro-
der [14], [18] y J. Kénig [6]. El propio Traub afirma en [19] que el
trabajo de Schroder es una «mina de oro de informacioén sobre proce-
sos iterativos». En efecto, Schroder distingue dos familias de métodos
iterativos para resolver ecuaciones algebraicas. En ellas podemos encon-
trar la mayor parte de los métodos iterativos més conocidos (Newton,
Halley, Chebyshev, etc.). Stewart [18], traductor al inglés del traba-
jo original de Schroder, citaba palabras de Householder para poner de
manifiesto la importancia de la obra de Schroder:

A. S. Householder solia afirmar que se puede evaluar un
trabajo sobre calculo de raices de ecuaciones algebraicas
buscando una cita de Schroder en el articulo. Si falta di-
cha cita, es que, probablemente, el autor ha redescubierto
algo ya conocido por Schroder. Esta observacién puede pa-
recer un poco exagerada, puesto que se han hecho muchas
cosas con posterioridad al trabajo de Schroder; sin embar-
go, se puede afirmar sin género de dudas que el articulo de
Schroder contiene, por primera vez, una descripcion gene-
ral y el andlisis sisteméatico de los algoritmos para resolver
ecuaciones.

Otro articulo, méas reciente, en el que se pone de manifiesto la im-
portancia de la obra de Schréder es el de Petkovi¢ et al. [11]. En él
ponen de manifiesto que los métodos de Schroder han sido redescubier-
tos por diferentes autores y expresados de diferentes formas durante los
ultimos 130 anos. Ademas, en este mismo articulo los autores prueban
la equivalencia entre las familias de métodos de primer y segundo tipo
desarrollados por Schroder.

De forma resumida y con una notacién actualizada, la técnica de
Schroder para desarrollar su familia de métodos de primer tipo es la
siguiente. Sea « una raiz simple de una funcién f(z) y a su vez un
punto fijo de una cierta funcién de iteracion F'(x), es decir, f(a) =0y
F(a) = . La técnica de Schroder se apoya en el hecho de que si

F'(a)=F"(a) == F* () y FP(a) £ 0,
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entonces la sucesién z,1 = F(x,) converge a « con orden de conver-
gencia p.

Si se supone que F(z) es de la forma F(x) = x — ¢(z), entonces «
es un punto fijo de F'(x) si y solo si ¢(a) = 0, es decir, « es una raiz de
f(z) y de ¢(x). Por lo tanto, podemos suponer que ¢(x) = f(x)p1(x)
y, en consecuencia, F(x) =z — f(z)pi(x).

Si se busca ahora un algoritmo con convergencia cuadrética, se de-
berd cumplir que F'(a)) = 0, o equivalentemente, f'(a)¢i(a) = 1. La
idea de Schroder es asumir que

1
o) = g + Fa)en(a).

Por lo tanto,

x
Flo) =2~ 15— f(ofea(o)
Nos podemos preguntar ahora por cémo deberia ser la funcién ¢, (z)
para que el método x,1; = F(x,) tenga convergencia cubica, es decir,
F"(a) = 0, lo cual es cierto si

B f”(a)
#2) = 9pay

Esta ecuacién sugiere tomar como

_ f(a)
2f (@)

pa() + f(@)ps(x)

y, por consiguiente,

2 £
PR (LW (oo
) 2f(x)
1 f(z)
= x— 14+ =Ls(x — f(z)%ps3(x).
(14 520)) 18— st
Noétese que tomando ¢3(z) constantemente igual a cero, obtenemos
el método de Chebyshev. Si seguimos repitiendo el proceso, buscando
ahora una funcién ¢s(x) para que se cumpla F"”'(«) = 0 y asi sucesiva-
mente, se va obteniendo una familia de procesos iterativos en los que
se va incrementando el orden de convergencia. En concreto, Schroder
deduce los conocidos como métodos de primer tipo [11], [18]:

- f($)3903($)

By(@) = 2+ 3 (<) L (0 ),
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donde f~! es la inversa de f. Schroder afirma que la sucesién x,,; =
E,(x,) converge a o con orden de convergencia p.

Siendo un poco maés riguroso, respecto a la deduccién de la familia
obtenida por Schroder, este punto precisa la inclusion de los aportes de
Konig, debido a que hoy dia, el desarrollo natural de los resultados de
Schroder, tienen detras el teorema de Konig [6].

El teorema de Konig establece que si una funcién analitica tiene un
polo simple en el radio de convergencia de su serie de potencia, entonces
la razén de los coeficientes de su serie de potencias converge hacia el
polo. La aplicacion de este importante resultado para determinar raices,
es como sigue: la funcion

.
f(z =€)

tiene un polo en € = x — «, donde « es una raiz de f(z) = 0, que es més
cercana a x. Si « es Unica y simple, entonces por el teorema de Konig

= AV (@) + AV (@) + AP () + - --

.A(O)
Ao (7) —x— .

0
A ()
Ahora, consideremos la expansiéon relacionada

flz—¢)

Es muy facil verificar que

= AV (2) + AV (2)e + A (1) + - --

AV () = 240 (z) — AD (2).

Por consiguiente, si nos fijamos

A @ A
F,(z) = A0(0) = O()’

se deduce que

S Flm) =

el cual segin la terminologia de Schroder, es un método del segundo
grupo. Ademsds, se puede demostrar que la iteracion ' = F,(x) es
localmente w-convergente. Este es el desarrollo de Schroder, con la par-
ticularidad de que solo se limité a funciones racionales f(x) cuyas raices
SON (U, T, . . ., L.

Para finalizar, queremos resaltar que debido a que en la literatura
matematica aparecen multiples referencias, en las que se atribuye la



82 MARTIN GARCiA OLIvO Y JOSE M. GUTIERREZ

expresion a varios autores, como hemos citado en parrafos anterio-
res, no hemos tenido otra alternativa que, acudir a las obras originales
de varios de los autores a los cuales se les atribuye. Todo esto, con la
intencion de verificar si efectivamente, entre sus trabajos se encuentra
o se puede deducir la existencia de la expresién en cuestion.

Curiosamente, en las obras completas de Euler (véase, [5]), especifi-
camente en La serie I, volumen X de la Opera Omnia (detallamos este
hecho en la seccién , aparece un libro escrito en latin y dividido en
dos partes, en el capitulo 9 de la segunda parte encontramos lo que
hemos convenido en nombrar como el «germen» de lo que nosotros he-
mos denominado método de Chebyshev. Sin embargo, a pesar de que la
expresion del método de Chebyshev resulta ser un caso particular de la
familia , Euler no se detuvo a entrar en detalles tan puntuales como
las regiones de convergencia, el orden de convergencia, ni menciona la
existencia de métodos de orden superior en la familia de métodos que
describe en , no obstante estos hechos si quedan bastante claros en
el trabajo de Chebyshev.
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