ALGUNOS ASPECTOS DE LA TEORIA DE LA BIFURCACION

Y PROBLEMAS DE AUTOVALORES PARA OPERADORES NO LINEALES
José A. Canavati A.

I.- INTRODUCCION.

v Entenderemos por un probleﬁé de autova
lores de un opérador no lineal, al problema de encon--
trar las soluciones apropiadas de una ecuacidn no li--

neal de la forﬁa '

!
o

‘F(X,u) (1)

Aqui F R>< X + Y es un operador no -
lineal que depende del parfmetro A ¢ R, donde Xy ¥ —--

son espacios de Banach sobre los reales.

Una de las primeras preguntad‘que uno
se hace es cuando o no (1) tiene alguna solucibn u pa-
ra algGn valor de.k dado. Si tal solucibn existe, la -
segunda pregunta gque a uno se le ocurre es cuintas so-

‘luciones u hay y finalmente como varian éstas con A .

De particular interé&s para nosotros es.
el éroceso de bifurcacién, por medio del cual ﬁna soly
cién dada de (1) se parte'en dos o més solucidhes cyan
do ) pasa a través de uh valor critico Xo ; el cual se

‘dice gue es un punto de bifurcacibn de (1).
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Para ilustrar este fenémeno, consideramos
el siguiente problema de autovalores para un operador li-

neal L : X * X,

Lu

AU (2)

. Hacemos F(),u) = Lu - A u, vemos entonces
que (2) es equivalente a (l). Notemos que para cada A & R,
‘una solucibén de (2) est§ dada por u = 0 i.e., F(2,0) = 0

para cada A & R.

Supongamos que se tiene una sucesién de -
valores propios A< A2<’A3< .+« Y la correspondiente suce
sibén de vectores propios de norma igual a unos: u,, u,, Ug,

«e. , tales que

Luy = hu; llui‘l | =1d =1, 2, 3, ... 1
(3)
Luego si o es cualqﬁier nlmero real, otras

soluciones de (2) estén dadas por 4y = au,, L =1, 2, ... .

i
La norma de la solucidn ﬁ = 0 es igual a cero,lmientras'v—
gque la norma de la solucibdn u = ou esyigual«a la] . La -
grédfica dellas normas de éstas soluciones estid dada en laf
figura l., la’cual muestra que la curva de las soluciones

triviales "{(3,0)| A € R}€ R >< X se parte en dos ramas en

.cada uno de los valores propios A;+ Luego los puntos de la



forma (Aii 0) € R> X son puntos de bifurcacién del problema (1);

all A

> A

()\]_IO) ) (>\2l0) ()\3’0) (}\L‘,,O)
‘Figurg'l.

Supongamos ahora que el problema no lineal (1)
satisface F(1,0) = 0 y que tiene a (2) como su linealiéacién;
Enténces, bajo ciertas condiciones, se puede dempstrar que la
curva de las soluciones triviales de (1) se bifurcaksolamehte
en los puntOS’(Ai, 0) y esta manifiesta el coﬁportamiento si=-
guiente: /

i) Las ramas gque emanan de los puntos (xi, OY
sonbcurvas.'

ii) Puede que no exista una rama que emane del
punto (A , 0) i.e., no hay bifurcacién en (1, 0).' | |

~

iii) Puede suceder que varias ramas emanen de
un. punto (Ai, 0).
iy) Es posible que exista bifurcacién secunda-

ria.

v) Las ramas que emanan de distintos puntos

(;i, 0} y (Aj' 0] pueden estar conectadas.



vi) Puede que existan curvas de soluciones de
(1) que no emanen de 1os puntos (hi,.O), como en las curvas

Ql Y Cy de la figura 2.

| Tal

\ Y | . A
(A1,0) (12,00 (3,00  (us0)  (25,0)

Figura 2.

Mas adelante daremos algunos ejémplos concre-
tos en donde se muestre el cdmportamiento que acabamos de des
cribir. |

Pasaremos ahora a definir el problema general
(para nuestros propSsitos) de la bifurcécién;‘Supongamos dado
un operador no lineal F(A,u) que satisface F(A,O) =.0 para to
da X e R,\entonces se dice que el punto (10,0) e R>X X es un
punto de bifurcacién para la ecuacién (1) con respecto a la
curva.de las soluciones triviales’{ (A,0}] X e R}I& RXZXde
F(r,u) = 0, si cada, vecindad (en R-X X).del punto KAO,O) coh?
tiene una solucién (A,u) que no pertenece‘a la curva de solu-

ciones triviales de (1).



El problema bisico de la teoria de la bifur-

- cacibn es el de encontrar los puntos de bifurcacién de (1) y
el estudio deﬁ1a~estructura‘del'conjuntq,F—l(O),en,la cerca-

nia de estos puntos. Por ejemplo, es fécil demostrar que si

F (A 0), la derlvada de Frechet de F con respecto a x evalua‘

‘da en el punto (x, 0) es un isomorfismo de X sobre Y enton—

ces (1,0) no es un punto de bifurcacién de (l)

Una de las formas mis usuales que toma el o-

perador F (por ejemplo en el estudio de problemas con valo-—

‘res en la frontera) es la siguiente:

F{r,u) = AL;u - L,y + HG,u),  (4)

donde Ly y.Lz son operadores lineales (Ll oL, pueden ser ce

rrados, continuos, compactos, etc:) y H(A,u) es un operador

no lineal y continuo con H(A,u) = o(||u||) cuando u + 0, uni

formemente para A en conjuontos acotados..

| Supongamos que L : X+ X es un operador li--

neal-acétado. Decimos que p € R es un valor caracteristico -
de L, si existe uy ¢ X, u # Obtal que u = u Ly. Definimos la
multiplicidad de A como la dlmens16n de ker (L - uL) vy el in

‘dice de A como la dimensién de L~) ker (I - ui)®, donde
n=1



I : X » X denota la transformacidn idéntica en X. Con las
"modificaciones obvias se tieneh lés mismas definiciones -
"para los valores propios. Denétamos por = (L) al conjuhto
de todoé los valores propios reales de L y por y (L) al -- ,‘
conjunto de todos los valores caracteristicos reales de L.
Notemos que si A # 0, entonces ) ¢ 7 (L) si y sblo six>\_1
€ k(L)-

Si en (4) se tiene que L,= L eé un Operé—
dor compacto y L2= I, entonces es facil ver que una condi

cién necesaria para que (u,0) sea un punto de bifurcacidn

para (L) es que y ¢ X(L),.

IT.- ALGUNOS EJEMPLOS ILUSTRATIVOS.

Ejemplo l.- Consideremos el problema de la
flexién de una barra recta de longitud unitaria y con flexi
bilidad variable p(s), dispuesta como en la figura siguien

te.

Figura 3.

Es bien sabido que la deflexidén y(é) que -
resulta al aplicar una fuerza horizontal P se determina co
mo la solucibén de la ecuacién diferencial no lineal de se-

gundo orden



1
o
N

Figura 4.

Si hacemos -y"(s] = u(s] y tomamos en cuenta las condiciones
en la frontera, es bien conocido que y(s) se puede expresar
en la €orma

1

y(s) = [ K(s,t)u(t)dt, (6)
0

donde K(s,t) es la funcién de Green:

‘sl -t), s €t
RK(s,t) =
£t -s), s =2+t.

Si sustituimos (6) en (5), vemos que podemos determinar a la
funcién u(s) como la solucién de la ecuacibén integral no 1i-

neal

- I G S 1L 1 |
u(s) = Pp(S){'l - é K, (s,t)u(tldt 2 [ K(s,tlu(t)dt. .
. 5 T

1



Si hacemos P = A y definimos Au(s) como lo que queda en el la-
do derécho»de (7) al quitar P, entonces vemos que (7) puede es
cribirse como

u(s) = 2Au(s). (8)

E1l operador A tiene como dominio a X = C(0,1) y es f8cil Ver
que- A(X) esta contenldo en X. Ademis puede comprobarse que A
es un operador compacto y continuo. La derivada de Frechet de
A evaluada en u = 0, la cual denotamos pof B, estd dada por

1 ‘
Bu(s) = p(s) é K(s,t)u(t)dt. - (9)

Todos los valores caracteristicos del operador lineal B coin

ciden con los valores propios del problema de Sturm-Liouville

y"(s) + Ap(s)y(s) = 0
y(0) = y(@) =0

(10)

Pueéto que todos los valores propios de (10) son simples es
posible demostrar véase la parte III de éste articulo, gue
ellos dan lugar a puntos de bifurcacidén para la ecuac1on in
tegrél no lineal (8). La interpretacidn fisica de estos re-
- sultados es la siguiente: Es ficil ver que si A:-> 0 es sufi
‘cientemente pequeiio, entonces el operador A» A es una con--—'
traccién en la bola unitaria del espacio c(0,1). Luego, si

A es péqueﬁo,‘entonces la finica solucién de (8) eﬁ la bola

unitaria es la solucibn u = 0. Esto significa que para valo



res pequefios de ) la barra no se dobla. Sin embargo, para
fuerzas mayores que la “fuerza.critica de Euler“‘iye., el
primer vélor propio de (10), 1a/bérra sé dobla hadia1arri
ba'o‘hacia abajo; | | | |
>Ejemplo 2.~ Aqui estudiaremos una ecua-

cidén de la forma

au = Lu + N(u). : ﬂll)
| 2 t 1 o), X
Donde x = R, u = (x,y) , L = Y N(u) = e
e 0 -1 ,y3

Notemos que'(ll) es equivalente a las ecuaciones

3

X = x + X o
’ 3 - (11")
Ay = =y + y‘. .
Resolvemos (11') y obtenemos
x=002x-= iJA -1 g ‘
. (llu)
y=00'y=i”fl->\

Demostraremos que si ) ¢ 7 (L), entonces (x,(0,0)t) es un -
punto -de bifurcacibén para (11). Es féc%l ver que g (L) =
{'—1, + 1 }. Analizamos (11") para ) cercano a 1l (el caso

» = -1 se trata de manera andloga) y vemos que:

a;—)«Si A > l,_entonces una familia de -

soluciones de (11) estd dada por (a,( +|{x -1, O)t) e R><R2.

b.é) Si A <1, entonces otra familia.de
soluciones de (11) estd dada’por (n, (0, ill - X)t) c R><R2_



La geometria de las soluciones estd dada

fﬂ

en la figura 5.

Figura 5.

Vemos entonces que la curva de las solu-

ciones triviales

{ (x,(0,0)t) | » e R}

de (11), se bifurca en el punto (l,(0,0)t) en cuatro ra
mas distintas. En el plano » - ||u|], las soluciones de

(11) se ven como en la figura 6.

ol »

—]

Figura 6.



© A continuacifn damos dos ejemplos qué mues-

tran que no todos los p e x(L1(A e (L) corresponden a pun-

tos de bifurcacién (u,0) ((A,O)).
. 2 t ,
Ejemplo 2a.- Sea X =R, u = (x,y) , L =1

y H(x,u) = (—y3, x3)t;

Entonces (1) se convierte en

Gt =y, 15 a2

Si multiplicamos la primera ecuacién de (12)

por y y la segunda por x y restamos la primera de la Seguhf

da, vemos que 'y = 1, u = 0 no es un punto de bifurcacién.

Ejemplo 2b.- " Un problema con valores en. -
la frontera en el cual no existe bifurcacién de cada valor
propio. del problema linealizado ". Consideremos el siguien-

te sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden:

'

u" + A[p + v(u2 +'v2)] = 0 - (13.a)

v+ afv - u? + v ] =0 (13.b)

u(0) = u(a) = v(0) =v(al =0 (13.c)

EL problema linealizado

g" + Ay =0 : - (13.a")
vt 4 =0, - © (13.b')

‘junto con (13.c) posee un conjunto numerable de yalores pro

pios A = -n ﬂz{a, n=1, 2, 3, ..., de maltiplicidad dos.

11.-—



Por otra parte, para cualquier solucién real (u,v)t de

(13.a,b,c) se tiene que

(14)

-
%

a ,
A é (u2 + v2)2dx = 0

Esta identidad se obfiene al multiplicar (13.a) por v, (13.Db)
por u, integfando por partes sobre el interwvalo {O,a} las e~
cuaciones que resultan, haciendo uso de (13.c) y finalmente

resténdo la seguhda integral de la prigera;-Es claro qﬁe'lé

identidad’(l4) implica que u = 0 y v = O,Pluego no existe bi
furcacién. Notemds de paso que el sistema (13.a,b) no es va-
riacional i.e., el vector (u + V(u2 + vz),\v - u(u2 + Vz),)t

no es el gradiente de alguna funcibn escalar £ (u,v). Ppede -
demostrarse que si el sistema (13.a,b) hubiera sido variacio
nal,'entonces forzosamente se tendria bifurcacibn en cada --

punto (A ,0).

| El ejemplo siguiente muestra qué la teoria de

la bifurcacién es solémente‘una primera aproximacién a una -

teoria de ecuacionés"no lineales. Mas especifiqamente,“las -

soluciones de una ecuacién no lineal pueden formar ramas ais

ladas que no emanan de los valores.brepios del problema li=--
neaiizado; | |

Ejemplo 3.~ Considerése la ecyacifn diferen——

cial. "l'l" + 7&112 = 0 . ‘ (l4.a)

u(0) = u(l) = Q. o (14.b)



Todas las soluciones de (14.a,b,) son'nd,ng
gativas o no positivaé yva que u" es no'negativa O no positi
vaf dependiendo‘dellsigno de A . La figura 7 muestra a las
soluciones en el plano ) - [lu]| v el fenémeho’de,las'soluf

ciones aisladas.

[ [l

Figura 7.

IIT.- UN RESULTADO DE LA TEORIA DE LA BIFURCACION.

A continuacibn enunciamds un resultado de
P. Rabinowitz el cual és una generélizacién de un teorema
debido a M. A. Krasnoéelski. No daremos Su demostracién —
aqui, solamente mencionaremos que la herramienta que se u
tiliza para su demostracibén es la teoria del grado de Le-

ray-Schayder.

Consideremos la ecuacién (1) con F(A,ul =

ALu L H(A ru) .

13.=



Agui L es un operador lineal compacto y H un
operador no lineal compacto y contfnuo con H(A,u) = o(||u|1)
éuando u - 0,'uniforméﬁente para A en conjuntos acotadoé. Sea
S la cerradura en R >X X del conjﬁnto de todas las soluciones
'no triviales de (1), entdnces S es un subespacio localmente -
compacto de R X X. Un subcontinuo de S es un subconjunto ce--
'rrado y conexo de S y una componente de S es un subcontinuo -

maximal de S.

14

Teorema. (Krasnoselski—Rabinowitz). Si u e x (L)

es de indice impar, entonces S contiene una componente Cy gue
contiene a (¢,0). Adem&s una de lés condiciones éiguientes se
cumples

i) Cn no es acotada,

ii) Cu contiene a (; 0), donde ; e x(L) y

A

uFEu

Este resultado es lo suficientemente general
para que pueda ser aplicado a una gran variedad de problemas
con valores én la frontera. Por ejemplo, si usamos este re--
sultado junto con otras tecnicalidades relacionadas con la -
téoria del grado de Leray-Schawder, es posible establecer la
existéncia de un continuo de soluciones que emanan de los va

lores propios de las linealizaciones de problemas como:

1.~ El problema de Sturm-Liouville no lineal:



-(p(x)u")"' + g{x)u=F(x,u,u',2), 0. <x < ,\(16)

il
o

aou(O) +‘bou’(0)

aiu(n) + b u'(r) =0

1

2 2. ,.2 2 .
Donde (ao + bo) (al + bl) #0y F(X,8;n,2) = 1 a(x) g»+

‘H(X,E,n,l) COn‘H(X,:«‘Ern,X)‘ 0((52 + ﬂz)%) cuando/ (E:n) >

(0,0, uniformemente para A en conjuntos acotados.

2.~ Problemas de ecuaciones diferenciales
parciales elipticas cuasilineales: Sea D una superficie

" suave y acotada en R".

Consideremos el problema

. n
- § ; aij(x,u,Dg)uX.

i,3=1 *

A(a(k)u,+ F(x,u,Du,2)), para x ¢ D, y u = o para X ¢ 3 D.

Aqui Du denota cualquier derivada parcial

de u de primer orden.’

Las funciones aij’ bi’ c, ay F son de clase

cl. ademds ¢ 2 0, a 2 ao'3 0, F 0, F(x,u,p,)) = o((u2 +

1 | ‘
[1p[1%)2) cuando (u,p) + (0,0) (p e R"), uniformemente pa-

ra A en conjuntos acotados. Finalmente suponemos que (17)

es uniformemente eliptica, i.e.,

a ,
%, + ) bi(x,u,Du)uXi + ¢ (x,u,Du)u
i=1 ‘

(17)y

15.%



n

Z : a, (x,n,plE.¢ 2 g ll&llz, para x ¢ B, n e R, & ¢ Rn,
i =1 *J i7] |

conB > 0 fija.

El espacio de Banach adecuado para este pro-

blema es el siguiente:

Sea 0 <a <1 y sea

1+a ©).

X="{ueC u=0en 3D }.

1+¢ (§) es el espacio de Banach de to-

Aqui C
das las funciones en Cl(ﬁ) que son continuas en el sentido

de Holder en D con exponente'u, i.e, todas las u ¢ Cl(ﬁ)con

| [ul] =max | u(x) | + max max | u, (x) [ +
Ito  xep ' 1€i&n  xeD %3

lu, (x) - u, ()]
+  max sup X3 X1
1£ién X,ye D

| x -y | *°

Volvamos ahora al Teorema. Hemos visto an-
teriormente ejemplos en los cuales la alternativa (i) del
Teorema se cumple. A continuacién daremos un ejemplo en el
que la alternativa (ii) del Teorema se cumpla. Es claro -
que una condicibén suficiente para que;(ii)_se cumpla es -
que Cp sea acotado. El ejemplo siguiente explota esta pro

piedad.



Ejemplo 4.- Sea X =R, u =‘(X,Y)t

Consideramos la ecuacién

Au = a(u - B@)u), (18)
donde | ,
10\ o ax? e 6y2  -2xy
A= o + Bu) = | | / :
\ o 2 | —2xy 6x? + 4y?)

Si invertimos A vemos quella ecuacibén (18)
puede ponerse en la forma (1) con F como en el Teorema v
L.=‘A-l la cual tlene como valores caracteristlcos a 1/2

y 1. De (18) obtenemos las~de51gualdades

(x21+ Y2)2 £ (B(u)u,u) £ X2'+ yz,k~i(19)

dohde ( ,')‘denota,el producto escalar en’Rz.

Esta desiguaidad implica que [Iu[l 1 pa-
ra toda solucién (2A,u) de (18). Luego la.proyecc;én\dek~—
Cl/z‘y Cy en X es acotada. Si la. primera aiternativa del
Teorema se cumpliera, entonces existirfa una sucesibn -=
(A » u ,) de soluciones de (18) con Ay > ny Dividimoé (18)j
por A , hacemos tender n a infinito .y ysamos las cotas pa
ra Ilu || v vemos que podemos encontrar una subsuce516n -
de las’'1 u, } que converge_aruna soluc16n v de la ecya-—-
cién iimite |

B(alu = u (20)



‘ Ademds v #¥ 0, yva que de otra forma al divi-
dir (18) por Ilunll‘y al hacer tender n a infinito, obten-

driamos -una contradiccidn.

La matriz B(u)'puedefescribirse como B(ﬁ) =
7L (e)D(r)T(0), donde x = rcosé, y = rsend y

‘ /V4r2‘ 0 - /vcos(e‘+,ﬁ/4) -sen(e +>ﬂ/4)'
j » , ‘

D(r) = y T(8) = _
, \ 0 6r2 / -sen(6 + n/4) cos(e + m/4) |

| Reescribimos (20)>como D(J:r)T(e)u}-= T(e)u‘Y' |

vemos que 1 = 4r? = 6r

, lo cual es impdéible. Luego pues
to que (i) del Teorema no'se'cumplé concluimos que (ii) -

‘debe'Cumplirse.



