MISCELANEA MATEMATICA 38 (2003) 15-31 SMM @

El teorema de los nimeros primos

Jaime Ramos Gaytan
Instituto de Matematicas, UNAM-Morelia
Apartado Postal 61-3 (Xangari)
58089, Morelia Michoacan
MEXICO

jramos@matmor.unam.mx

“In mathematics, simple ideas usually come last’
J. Hadamard.

1. Introduccion.

El objetivo de este trabajo es probar el teorema de los nimeros
primos:
m(x
lim (z)

M
z—o00 1/ log 7 )

en donde 7(z) es el nimero de primos menores o iguales que z. Més
precisamente, se analizard la prueba de D.J. Newman [2] con més detalle
que en el articulo original. Para esto, nosotros seguimos la exposicion
de D. Zagier [4], que resulta ya bastante simple, pero un poco resumida.

2. Antecedentes historicos.

El teorema de los nimeros primos fue enunciado por primera vez
por Gauss y Legendre a finales del siglo XVIII. El primero en intentar
con algin éxito la demostracién de (x) fue P.L. Chebyshev. A mediados
del siglo XIX, G.F.B. Riemann introdujo la teoria de funciones de va-
riable compleja en el estudio de los niimeros primos. Riemann hizo una
serie de afirmaciones sobre el problema de la demostracién de (x) que
investigadores posteriores se encargarian de demostrar. En particular,
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16 JAIME RAMOS GAYTAN

en 1896, J. Hadamard y C.J. de la Valleé-Poussin pudieron probar el
teorema de los niimeros primos (x). Para més informacion histérica, ver

[1] y [5]-

3. Funciones especiales.

En esta seccion se definen y se estudian las funciones especiales que
nos ayudaran a probar el teorema de los niimeros primos.

Definicién 1. Para el nimero complejo s = o + it tal que o > 1 se
define la funcién zeta de Riemann mediante
=1
C(s) = v
n=1
Proposicién 2. La funcién ((s) converge absoluta y uniformemente
en subconjuntos compactos del semiplano o > 1. Por lo tanto, ((s)

representa una funcion analitica en o > 1.

Demostracion. Por el teorema de convergencia analitica (ver [3, pag.
95]) es suficiente probar que la sucesién de funciones analiticas
"
fk<8) = k eN,

ns’
n=1

converge uniformemente en subconjuntos compactos de o > 1. Nosotros
demostraremos todavia mas, a saber, que la convergencia uniforme se
da en semiplanos o > 0( en donde oy > 1. Para s = o + it se tiene

|ns| — |no+it| — ‘eologneitlogn| —n°.

Puesto que o > o0, entonces |1/n5| < l/n‘m. Por lo tanto
>
n=1 n®

Esto prueba la convergencia uniforme en el semiplano ¢ > gy de la serie

que define ((s). O

[e.o]
o0

1 1 o)
<2 S [l = 07
= 1

Definicién 3. Para s = o + it tal que 0 > 1 se define la funcién ®(s)

mediante |
ogp
@(S) - Z s
> p

en donde la suma es sobre todos los ntimeros primos.
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Lema 4. La serie

o0
logn .
— converge st o > 1.

n
n=1

Demostracion. Supongamos que o > 1. Sean € y § numeros positivos
tales que 0 = 1 4+ ¢ + 4. Puesto que

logn

s— — 0 cuando n — oo,
n

entonces existe M tal que

logn
0 < g(s < M paratoda n € N.
n
Por lo tanto
oo o o0 o0
logn logn logn 1 M
Z ne Zn1+s+6 - Z e plte = Zn1+€ < ©
n=1 n=1 n=1 n=1

]

Proposicién 5. La funcidn ®(s) converge absoluta y uniformemente
en subconjuntos compactos del semiplano o > 1. Por lo tanto, ®(s)
representa una funcion analitica en o > 1.

Demostracion. Sea o > 0g, en donde og > 1. Puesto que cada nimero
primo p es un numero natural n, entonces

log p = logn
Z ‘ p* ‘ = noo
p n=1
Por el Lema 4 la serie de la derecha es convergente. Por lo tanto, la
serie que define a ®(s) converge uniformemente en el semiplano o > oy
para cada oy > 1. Por el teorema de convergencia analitica ®(s) es una
funcién analitica en o > 1. O

1

Proposicién 6. Para o > 1 se cumple que ((s) = H =
— p S

p

Esta proposicién es llamada usualmente el producto de Euler para
la funcion zeta de Riemann, en donde se representa a dicha funcion
por medio de un producto infinito extendido sobre todos los ntimeros
primos.
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Demostracion. Sea p el k-ésimo nuimero primo. Ahora consideremos

el producto parcial
N

1
Qn ;Hl T~
Probaremos que Qn — ((s) cuando N — oo para cada s tal que o > 1.
Tenemos entonces que |1/ps| = 1/]0‘7 < 1 para todo py ¢ > 1. Por lo
tanto N
Qv = H<1+i+ ! +%+---)
b1 A 7
con lo que QQn queda expresado como un producto finito de series ab-
solutamente convergentes. Esto es, hemos logrado escribir cada uno de
los factores como una serie geométrica. Ahora, si multiplicamos todas
estas series y reordenamos los términos de acuerdo con el crecimien-
to de los denominadores, entonces obtenemos otra serie absolutamente
convergente, cuyo término general es de la forma

1 s 1
<p‘1”p‘§2p§3---p7vN> = .5 Yeada a; eNU{0}.

Por consiguiente tenemos

!

ov =3 —
en donde Z/ estd extendida a aquellos n cuyos factores primos son
todos menores o iguales que py. En otras palabras, Z/ es la suma de
los 1/n®, en donde n tiene descomposicion en factores primos menores o
iguales que py. Por el teorema fundame/ntal de la aritmética se deduce
que cada una de estas n® aparece en » , una y sélo una vez.

Restando @y de ((s) obtenemos

e 1 "1 1"
) =Qv =2 5= 2w =2
n=1
en donde E// esta extendida a aquellos n que poseen por lo menos un
divisor primo mayor que py. En otras palabras > es la suma de todos
los 1/n° en donde n tiene en su descomposicién de factores primos
almenos un factor mayor que py. Puesto que estos n se hallan entre los

enteros mayores que py entonces tenemos

NORCNES Sk

n>pN n>pN

nU
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Cuando N — oo la tltima suma tiende a 0. Por lo tanto Qn — ((s)
cuando N — oo. O

Proposicién 7. La funcion

C(s) =

s—1

admite una extension analitica al semiplano o > 0.

Demostracion. Otra vez la idea es usar el teorema de convergencia
analitica. Como antes, es suficiente si probamos convergencia uniforme
en subconjuntos compactos del semiplano o > 0. Sea K un subconjun-
to compacto contenido en o > 0. Sea oy = min {J o+t € K}. Sea
M =méx {|s|: s € K}. Si 0 > 1 entonces

da:_ 1
¥ s—1
1
Por lo tanto
0o ood o o n+1d
1 1 T 1 T
O HiD ST-hy =S SRR Y
n=1 1 n=1 n:ln
0o n+1 n+1d . n+1
1 x 1 1
— — | dr - = = (———)d
S [ [ ()

Esta tltima serie converge absolutamente en o > 0. En efecto,

n+1 n+l x
’/ ’ } / /u +1
n+l x n+l x

IN

A sﬂ\dx—u//

Puesto que 1/u°t! < 1/n%*! para cada n < u <z < n + 1 entonces

n+1 n+1n+1

E E
‘/ —_— ‘SHUOH dudx:nUOH.

n n
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De esta manera, si s € K entonces |s| < M y por lo tanto tenemos

< "t > M
Z)/(;‘;)dﬂc’ <Y g™
n=1 n=1
n
y por lo tanto la convergencia es uniforme en K. O]

Definicién 8. Para x € R se define la funcién ¥(z) mediante

I(x) = > logp,

p<z

en donde la suma es sobre todos los primos menores o iguales que x.

Para enunciar el siguiente resultado, recordemos que si f(z) y g(x)
son funciones definidas en R y g(z) > 0 para cada x € R entonces la
notacion f(x) = O(g(m)) significa que existen dos constantes A > 0y
xo tales que |f(z)] < Ag(x) siempre que x > xg.

Proposicién 9. La funcion 9(x) satisface 9(x) = O(x).
Demostracion. Probaremos que existe A > 0 tal que
Y(z) < Ax parax > 1.

Por la expansion binomial tenemos que

2n 2n 2n
22n — 1 1 2n — > > | | ]
n<p<2n
Esto tltimo es cierto ya que

(277,) (2n)! (n+1)(n+2)---(2n) > H )

n (n!)2 n!

n<p<2n

puesto que si n < p < 2n entonces p aparece en la descomposicion del
entero (n+1)---(2n)/n! por lo menos una vez. Asi

o S H p = exp{log H p} = exp{ Z logp}

n<p<2n n<p<2n n<p<2n

= exp{¥(2n) — ¥(n)}.
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Por otra parte, sia < by f es una funcion creciente entonces se cumple
que f(a) < f(b). En particular la funcién logaritmo es una funcién
creciente. De la desigualdad exp {9(2n) — d(n)} < 2?" tenemos que

¥(2n) — d(n) < 2nlog?2.
Por lo tanto, para todo x > 1 se cumple que
V(2x) —d(z) < Mz

en donde M = 2(log2+ 1). De esta manera se obtiene

o) - 05 < G
95 -9 < T
19(%)—19(%) < %x etc.

Sumando verticalmente nos queda

— 1
V() < :L’MZ2—] = Mzx.
=1

Proposicién 10. Si o > 1 entonces ((s) # 0 y ademds

1
s—1

O(s) —
es analitica en el semiplano o > 1.

Demostracion. Probemos primero que si 0 > 1 entonces ((s) # 0. Por
la Proposicién 6 tenemos que

M

§H<1+%+%+--->:C(U)<oo.

p

Por lo tanto ((s) # 0 para o > 1. Tomando logaritmo a ((s), tenemos

-1

log ¢(s) :loglg (1 - Z%) = zp:log(l - ]%)
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Derivando término a término obtenemos

oy L(i- k)

Por otra parte

logp p*logp
Zps_l - ;ps<ps_1)

Zpslogp—logp—l—logp
pi(p* —1)

p

_ Xﬂﬁ—nbw+mw

. p*(p° = 1)

- Sl

p

de donde

¢'(s) log p log p
— = = d(s) + —_
) 1 T e
Afirmamos ahora que
Z log p
o —1)

converge absolutamente para o > 1 / 2. Para probar nuestra afirmacion
veamos primero algunas acotaciones. Tomando [p® — 1| tenemos que

(o)

p* =1 = p* |- 1=p° —1>§6
y tomando inversos
1 10
-1 "
De esta manera
log P log p log P
-1 2Tl 1 < 02

Esta tultima serie converge por el Lema 4 y puesto que 20 > 1. Por el
teorema de convergencia analitica, la serie

o logp
= T
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. . ) 1
representa una funcién analitica en el semiplano o > 7

Tenemos entonces que

) domp ()
)= -1 T

Examinemos ahora la analiticidad de ®(s). Por la Proposicién 7, te-

nemos que h(s) = ((s) — -
¢(s)

] es analitica en o > 0. Despejando

C(s) = —— + h(s)

Cos—1

y reescribiendo a h(s) de la siguiente forma

h(s):<S;i)]1l(8):f_(Si con H(s) = (s — 1)h(s),

tenemos

((s) = ——(1+ H(s)).
Haciendo G(s) =1+ H(s)

con lo que ((s) queda expresada como producto de dos funciones. Ahora
tomamos la derivada logaritmica para obtener

)1 GE(s)

¢(s)  s—=1 G(s)

Por lo tanto tenemos que

RO SR(0)
s T

O(s) =

De esta manera ®(s) se extiende meromérficamente a o > 1/2. Esto
es, ®(s) es analitica en o > 1/2 excepto en s = 1 y también en aquellos
puntos en donde ((s) se anula, pues estos puntos son polos para ®(s).
Recuerde que s = 1 es precisamente en donde ((s) tiene su polo.

Probemos por tltimo que (1 + i) # 0 para todo a # 0, o € R.
Por el principio de reflexion de Schwarz ((s) = ((s), ver [3, pag. 155].
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Por lo tanto, si p es un cero de ((s) entonces su conjugado p también es
un cero. Supongamos que ((s) tiene un cero de orden p en s = 1 + i«
y un cero de orden v en s = 1 £ 2ia. Como

1
_ —h
((s) = == = h(s)
es analitica en o > 0, entonces p, v son enteros no negativos. Por tanto
) £ ., G(1+¢)
fge@(ite) = My =7 ~ M Gt

~lme F(1+¢)=1lim° =1
e—0 e—0 &

pues el segundo y tercer limites se anulan ya que G(1) = 1y F(s) es
analitica en o > 1/2. Ademés

lIime®d(l+ectia)=—pu,

e—0

lime®(1+e+2ia)=—r.

e—0

Por la Definion 3, tenemos que

2 2
4 , 4 log p
Z <2+T)<b(1+e+zroz) = Z (2_,_7") zp:p1+s+im

r=—2 r=—2

Zlogp 2 4 1
1+4¢ — 2+7~ pira

P
lo 1 1 1 1
:Z ngi? <6+4<E+ —ia>+< 2ia T —2ia)>

> p p p p p

logp
=2 Z pEe (3 + 4 cos(alogp) + cos(2alogp))

P

log p
= 42 EE (1 + cos(alogp))* >0

P
ya que
3+4cos +cos20 =3 +4cosf+2cos’0 —1=2(1 +cosf)* > 0.

En resumen
2

> <2ir)¢(1+5+i7“a) > 0.

r=—2
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Multiplicando por € y tomando el limite cuando € — 0 se obtiene

2
4
v —Ap 6 —dp—v =Y (2+T)£%gcb(1+g+m)zo.

r=—2

De donde 6 > 8u + 2v > 8u. Puesto que @ es un entero no negativo
entonces p = 0. Por lo tanto (1 + i) # 0. O

4. El teorema de los nimeros primos.

En esta seccién se usardn las propiedades de la funcién ®(s), que se
obtuvieron en la seccién anterior, para finalmente demostrar el teorema
de los niimeros primos.

o f(r) —x

Proposicion 11. Se cumple que la integral [ ;——dx es conver-
1 xXr

gente.

Para la prueba de la Proposicion 11 sera necesario el siguiente re-
sultado, cuya demostracién se dara al final de este trabajo.

Teorema 12 (Teorema Analitico). Sea f :[1,00) — R una funcion
integrable en cada intervalo finito [a,b] C [ ,oo) tal que f(x) = O(x).
Sea s = o +1it. Para o > 1 sea

[ f@)
= /:L»erl dl’
1

Supongamos que en o > 1 la funcion g(s) es analitica. Si g(s) admite
una prolongacion analitica al semiplano cerrado o > 1 entonces

lim f(2)
X—o00 T
1

dx = g(1).

Demostracion de la Proposicion 11. Por la Definicién 3 y por la férmu-
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la de adicién por partes, tenemos que para o > 1

as) = B2 5 Lyn) —on—1)

En resumen

Por lo tanto

1 1 Vx) —x

Puesto que la funcién
1 1
_ CD(S) _

S s—1

es analitica en el semiplano cerrado o > 1, entonces el teorema analitico
implica que la siguiente integral converge

7M2_xdx],.

Proposicién 13. La funcion 9(x) satisface

I(x
lim Q = 1.

T—00 €T
Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir que existe un A > 1
tal que ¥(x)/z > A para x arbitrariamente grandes. Puesto que 9(z)
es no decreciente, entonces ¥(t) > ¥(x) > Az siempre que x < t < Az.

Por lo tanto
Az Az

/ﬁ(t)—tdtz/)\x—tdt'
£ £

T T
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Haciendo el cambio de variable ¢ = zu tenemos

A

N\ —

> [25
1

Pero esto contradice el criterio de Cauchy para la convergencia de in-
tegrales impropias. Por lo tanto no existe A tal que J(x / r > )\ para x
arbitrariamente grande.

Az

Yau 0.

x

De manera similar, si ¥(z) < Az, para valores arbitrariamente gran-
des de z y A < 1 entonces

T 1
/ﬁ(t)—tdtg/)\x—t )\
t2
Az Az A
lo cual también contradice el criterio de Cauchy. [

Ahora podemos usar la Proposicién 13 para demostrar el teorema
de los niimeros primos. Primero nétese que

Zlogp < Zlogx = 7(x)logx.
p<lz p<lzx
Por otra parte tenemos que para toda € > 0

V(x) > Z logp > Z (1—¢)logx

zl-e<p<z zl=<p<z

= (1—¢)logz [n(z)+ O(z'9)].

Esto es

()
log x

0(x)
(1—¢)logx

< m(x) < + O(x'79).

Multiplicando por logx y dividiendo entre x obtenemos

I(x) < m(x)logx < dx) 1 +O<logaz>
r = T — oz (1—¢) x )

Tomando limite inferior en la primera desigualdad y limite superior en
la segunda desigualdad se obtiene que

1 1 1
1 < h’minfw < limsup m(z)logx <

T—00 x T—00 X - 1——5'
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Haciendo € — 0 vemos que

1
lim inf M = limsup

T—00 € T—00

m(x)logx

Por lo tanto el siguiente limite existe y es igual a 1, es decir,
T

lm )

z—oo 1/ log

Esto termina la demostracién del teorema de los niimeros primos.

5. Demostracion del teorema analitico.

Sea o > 1. Por definicién, tenemos que

g(s) = Oo‘igg dx = 7{f(€i$)}€—x(s—l) dx.

1 0

Por lo tanto basta probar la siguiente versién del teorema analitico.

Teorema. Sea f:[0,00) — R una funcidn acotada e integrable en cada
intervalo finito [a,b] C [0,00). Sea z = x + iy. Para x > 0 sea

g(z) = / F(t)e .

Si g(z) se extiende analiticamente al semiplano cerrado x > 0 entonces

Demostracion. Para T > 0 la funcién gr(z) = fOT f(t)e *'dt es entera.
Sea R un numero real grande y sea I' la frontera de la regién {z =
r+iy : |z] < R, x > —¢}, en donde § > 0 es un nimero suficientemente
pequeno (que depende de R). Puesto que g(z) es analitica en z > 0
entonces ¢(z) es analitica en el segmento de recta que une —Ri con
Ri. Para cada punto z de este segmento existe una vecindad V, en
donde g(z) es analitica. Por lo tanto, tenemos una cubierta abierta del
conjunto compacto {iy : —R < y < R}. Extrayendo una subcubierta
finita vemos que existe § > 0 tal que g(z) es analitica dentro y sobre el
contorno I'.
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Por el teorema integral de Cauchy tenemos

90 = 9r0) = 5 [(02) = ar2) e (14 1) T

2
Sobre el semicirculo C, =T'N{z > 0} el integrando esta acotado por

2B/R?, en donde B = max{|f(t)] : t > 0}, porque si z = z + iy
entonces

o) - ra) = | [ st [ s
= ‘/TOO f(t)e—ztdt( < B/Too|e—zt|dt

= B/ et
T

e—T:t

= B

(recuerde que = > 0).
T

Por otro lado z = x + iy = Re® con 6 € [0, 27]

2\ 1 2\ 1
62T<1+Z_>_‘:€xT <1+Z_>_‘:6xT

1 z‘
R2/ 2 R2/ 2 '

TR

T
Pero como cos ) = — entonces

1+z‘ B R+z’ 1_‘—w+w 1
2Rl T ZTRIRTIS TR
1 2
= \2-0030\-E:R—x2.

De esta manera tenemos
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Por lo tanto la contribucién a g(0) — gr(0) que proviene de la integral
sobre C estd acotada en valor absoluto por B/R. En efecto

1 T 2%\ dz
- _ (1 _)_
327 [, 0 —orene (14 35)
1 Be™®T T2y
< — : R
T 2r "
B
-5
Para la integral sobre C_ = I'N{z = =z + iy : © < 0} tomaremos

a g(z) v gr(z) separadamente. Puesto que gr es entera, entonces el
contorno de integraciéon C_ para la integral que involucra a gr puede
ser reemplazado por el semicirculo C* = {z = x + iy : |2| = R,z < 0}.
Entonces tenemos que analizar las dos integrales siguientes;

1 22\ dz
L(T,R) = — ZT<1 —>—,
(T, R) 2 .. gr(z)e” (1+ 25 )=
1 22\ dz
L(T,R) = — zT<1 _>_
2 ) 2mi Cig(z)e +R2 z
Para analizar I;, notese primero que
T T
lgr(2)] = (/ f(t)e‘“dt‘ < B/ e~ |dt
0 0
T
< B / e "t (recuerde que = < 0)
_ Besz
|z
Puesto que para z € C* se cumple que
2
2T z 1 _2‘:[’" T
OSSO EES -
en donde x < 0, entonces
1 B 2|z B
L(T.R)| < ——e@T. 12T 7R = —
IA(T, )|_27T|x|6 T R.

Finalmente la integral restante sobre C_ tiende a cero cuando T —
2
z“\ 1
oo, pues el integrando es el producto de la funcién g(z)(l + ﬁ>_’
z
que es independiente de T', mientras que la funcién e*! tiende a cero
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rapidamente y uniformemente en conjuntos compactos del semiplano
x < 0. Por lo tanto

lim |I(T, R)| = 0.

T—o0

Se concluye entonces que

, B
timsup g(0) — gr(0)] < 277
T—o0

Como R es arbitrario, esto prueba el teorema. [l
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