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1 Introduccion.

El dltimo teorema de Fermat, posee como atractivo la dicotomia en-
tre un enunciado elemental y una solucién extremadamente complica-
da. Describiremos brevemente algunos problemas abiertos involucrando
cambios de coordenadas en R* y C*, que quizds reunen las dos carac-
teristicas anteriores. Recordemos que en célculo decimos que un cambio
de coordenadas es una funcién

f:ACR* > BCR"

(entre dos abiertos A y B) tal que es biyeccién C*™ con inversa f~! :
B — A también C'*°. Metaféricamente, para muchos problemas si
A y B son equivalentes bajo un cambio de coordenadas, i.e. existe
f : A — B como antes, entonces podemos pensar a A y B como una
misma muchacha, pero con distinto vestido.

Siendo jévenes, siempre nos fascina cuando en lo més oscuro de un
problema (de integracién, de ecuaciones diferenciales, de mecénica, . . .
etc.) aparece un imaginativo cambio de coordenadas que instantinea-
mente hace el problema claro como la luz del dia. Al preguntar al tutor
en turno

i,como se te ocurrié ese cambio de coordenadas?
*Apoyado por DGAPA-UNAM y Conacyt 28492-E.
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la respuesta puede tomar prestado cualquiera de los colores del crepus-
culo. Hallar cambios de coordenadas es un problema dificil e intere-
sante. Es conveniente distinguir entre:

(i) tenmer un teorema de existencia, con ciertas condiciones en A, B

y/o f,

(i1) hallar explicitamente un cambio de coordenadas para una situa-
cién precisa.

Recordando nuestros cursos de licenciatura concluimos que desafor-
tunadamente ambos problemas son independientes; ni (i) = (i), ni
(12) = ().

Vale la pena resaltar que en muchas de las situaciones mencionadas
aqui para R, resulta una simplificacién empezar trabajando con el
problema respectivo en C* (cuando éste hace sentido).

Personalmente, el atractivo de lo que se menciona aqui puede estar
en que al trabajar sobre alguno de estos problemas se hace evidente
una mezcla de analisis real y complejo, topologia, geometria, algebra,
fisica ...

2 Cumulos de burbujas en 2 dimensiones.

Iniciemos recordando un problema cuya solucién es clésica.

Consideremos una bola abierta B; C R? (con centro y radio dados),
coloquialmente le llamamos una burbuja. Si agregamos a B; nuevas
burbujas, obtenemos un ciémulo de burbujas A = U;B;.

Supongamos que hemos agregado las burbujas que forman A sin
cambiar la topologia de la burbuja original B;, esto es: A es conexo,
abierto y simplemente conexo (i.e. todo lazo cerrado en A es continua-
mente contraible a un punto dentro de A, intuitivamente A no tiene
agujeros).

Si para ese cimulo A podemos encontrar una funcién f : A — B,
biyeccién C*® con inversa C*, entonces decimos que A presenta el
fenémeno de absorcidn de burbujas C*.

En efecto, suele suceder para burbujas de jabén como con las que
juegan los nifios que dos burbujas chocan, formandose una pared entre
ellas, al poco tiempo esa pared se rompe, quedando una nueva burbuja
que absorbe a las dos originales.

En lenguaje abstracto podemos formular el siguiente:
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Problema de absorcién de burbujas C*®: Dado A C R? conexo, abierto
y simplemente conexo ;, existe f : A — B! biyeccién C* con inversa
Cc>*?

La dificultad del problema radica en la enorme complejidad de for-
mas que puede asumir la frontera de A. Por ejemplo A puede ser aco-
tado o no acotado, con frontera no diferenciable, con frontera fractal,

. etc.

Respuesta: siempre existe tal f.

La herramienta necesaria para la respuesta es la teoria de funciones
arménicas en C (usaremos libremente la identificacion R? & C).

Dado A C C, supongamos que A # C para que el problema sea no
trivial y consideremos el disco A = {z € C | |2| < 1}. Cambiemos el
problema a hallar una funcién f : A — A como antes. Encarguemos
este problema a tres individuos:

El comentario de un fisico: .

Sugiero imaginar A como hecho de una ldmina de un buen conduc-
tor eléctrico. Fijo algiun wy € A pongamos en wp un punto de carga
eléctrico, instantdneamente se forma en A un potencial eléctrico

V(z): A— RU{oo},

con V(wy) =00y V = ¢ en la frontera de A, donde ¢y € R. Tenemos
asociado a V;

— las lineas de flujo (trayectorias del gradiente de V), y
— las lineas equipotenciales (trayectorias V =constante).

Estas tiltimas son trayectorias topolégicamente como circulos; encerran-
do wy y conforme se aproximan a la frontera de A se van pareciendo
mas a ella. Las lineas de flujo son ortogonales a las equipotenciales y
topolégicamente son rayos que emanan de wy, ver [2, pdg. 582]. Esto
debiera ayudar ...

El comentario de un geémetra:

Sugiero imaginar sobre A las lineas de flujo y las lineas equipotenciales
como formando una telaraia en A. Ambas familias de trayectorias son
mutuamente ortogonales, y pueden pensarse como coordenadas polares
“exéticas” {(p, @)} en A. Usando coordenadas polares clasicas {(r,8)}
en A puedes poner ambos sistemas en correspondencia biyectiva, ver
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[2, padg. 583], hallando f como

f:A — A
(pya) — (r,0).

El comentario de un analista:

Para estar completamente convencido solo falta resolver la ecuacién
de Laplace en A — {wp}, hallando una funcién arménica (el potencial
eléctrico) V(z) : A — RU{oo} que satisfaga las condiciones de frontera:

(i) V = ¢ en la frontera de A,

(ii) V(z) se comporta como log(1/|z — wy|) cerca de wy.

Afortunadamente tal funcién V existe (como el fisico nos sugirié)
cuando A es simplemente conexo y distinto de C, gracias al método de
Perron para resolver problemas de Dirichlet con valores de frontera (i)
y (ii), ver [3, pag. 136] o [4, pag. 248].

Con lo anterior hemos dado una idea de la prueba de una de las
joyas de la matemaética del siglo XIX:

Teorema de absorcién de burbujas (o de la aplicacién de Rie-
mann). Dado A C C conezo, abierto y simplemente conezo, con
A # C. Siempre existe f : A — A biyeccion C™ con inversa C*.

Es un ejercicio de cdlculo mostrar que existe f : A — C biyeccién
C® con inversa C*, y hemos llegado al:

Corolario 1. Solo existe un ciimulo de’ burbujas C* en R2.
Dado A C R? conezo, abierto y simplemente conezo. Siempre eriste
f: A — R? biyeccion C*® con inversa C*.

Sin embargo:

Corolario 2. Existen dos cimulos de burbujas holomorfos en C.

(i) Dado A C C conezo, abierto y simplemente conezo, con A # C,
siempre eziste f 1 A = A biyeccion holomorfa con inversa f=!
también holomorfa.

(ii) Si A= C, entonces no existe f : C — A biyeccién holomorfa.
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JPor qué C y A son distintos bajo funciones holomorfas?
Preguntemos a dos de los individuos que ya conocemos.

Comentario del gedmetra:

Si tal f : C — A existiera entonces induciria un isomorfismo entre los
grupos de cambios de coordenadas holomorfos de C y de A, respecti-
vamente

Aut(C) ={g:C — C| g es holomorfa biyectiva con inversa

holomorfa},

Aut(A) ={h:A — A| h es holomorfa biyectiva con inversa

holomorfa} .

Ya que dado g € Aut(C), podriamos asociarle una elemento h €
Aut(A), mediante
g—h=fogofl.

Pero es un ejercicio sencillo probar que estos grupos no son isomorfos
pues se conoce explicitamente que

Aut(C) = {g(2) =az+b | a,be C,a # 0},

zZ—a

Aut(A) = {h(z) = V1 :

— | 8 €0,27), a € A} .

Por lo que no puede existir una funcién f : A — C biyeccién holomorfa
con inversa holomorfa.

Comentario del analista:

Si A = C el método de Perron para hallar V no funciona pues no
existen funciones armoénicas V : C—{wyp} — R no constantes y acotadas
inferiormente (en nuestro caso V' (z) > ¢), ver (3, pig. 141].

3 La conjetura del Jacobiano.

Sea f : R® — R® una funcién C*, nuestra cuestion basica es
i, cémo verificar que f es un cambio de coordenadas ?

esto es, que es biyeccién C* con inversa C*.

Si f es lineal basta calcular el determinante de su matriz asociada y
verificar que es no cero. Pero si f no es una funcién lineal el problema
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es mucho mas complejo. Trabajaremos con la familia de funciones
polinomiales, sea

f(@1,. ., 20) = (Pi(z1, ..y Tn)y .o Pal@1, ..., 20)) : R* - R*

polinomial, esto es cada P; es un polinomio en n variables. De acuerdo
al teorema de la funcién inversa, una condicién necesaria para que f
sea invertible con inversa C*, es que

P,
J(f) = determinante ((Z 1 ) # 0, para todo punto en R".
T,

Pensando en funciones polinomiales, J(f) mismo es un polinomio por
lo que para su estudio reemplazar R* por C* es una jsimplificacion! La
afirmacién de que la condicién J{f) # 0 es suficiente es justo:

La conjetura del Jacobiano (1939). Para una funcién polinomial
compleja f : C* — C" donde n > 2, tal que J(f) # 0 en todo C",
necesariamente f~! polinomial existe.

Observaciones inmediatas son:

~ Es posible mostrar que dado f polinomial, si su inversa f~! existe
es necesariamente polinomial. De donde a primera vista la conjetura
pregunta sobre la inyectividad y sobreyectividad de f a partir de saber

que J(f) # 0.

~ Para C" la hipétesis J(f) # 0 es trivial de comprobar pues J(f) es
un polinomio complejo y carecera de raices si y solo si es idénticamente
constante. Note que para funciones polinomiales reales f : R* — R" la
hipdtesis de que J(f) no tenga raices reales es en la practica no trivial
de verificar. De donde en efecto pensar en C es una simplificacién.

— La conjetura del Jacobiano fue propuesta por O. Keller en [13].
,El problema es dificil?
Introduciendo coordenadas w; en el contradominio tenemos

f(Zl,...,Zn) = (Pl(zl,...,zn),...Pn(zl,...,zn)) = (wl,...,'wn).

La conjetura del Jacobiano pregunta (suponiendo .J(f) # 0) sobre
la posibilidad de despejar las “z;” en términos de las “w;”. De nuestra
experiencia en secundaria con polinomios de una variable, deducimos
que el problema debera ser muy dificil para n > 2. Intentemos construir
ejemplos donde la conjetura se cumpla.
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4 ;De qué material esta hecho C"?

Dados, un conjunto X C R™ y un grupo fijo de transformaciones biyec-
tivas invertibles G = {f : X — X}, donde la operacién del grupo
siempre es la composicién de funciones. Una idea clésica debida a F'.
Klein nos dice que la pareja (X, G) es una geometria en el espacio X
y las propiedades de subconjuntos de X preservadas por G son las
propiedades invariantes de la geometria (X, G). Es comin pensar que
G nos dice de qué material estd hecho X. Algunos ejemplos cldsicos
son dados en la tabla 1.

En el dltimo renglén de la tabla 1 estamos pensando en el grupo
Aut(C*) ={f:C* - C* | f es holomorfa biyectiva con inversa
holomorfa} .

Una funcién de varias variables complejas es holomorfa si puede ex-
presarse localmente mediante series de potencias convergentes, o equi-
valentemente si satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en cada
variable por separado, ver por ejemplo [16].

Nuestra simplificacién es solo considerar en C* el grupo de auto-
morfismos polinomiales

Autpo(C*) = {f:C" = C" | f es polinomial biyectiva con inversa
polinomial} .

Aunque no conocemos la respuesta sobre el material que describe a C”
provisto con el grupo Aut,q(C"), podemos aproximarla como sigue:

1¢" Ingrediente:
Un movimiento tijera en C? es una funcién de la forma

(21,22) = (21, M(21) + 22)

para h(z;) funcién polinomial en C. La geometria de uno de estos
movimientos es sencilla. Imaginemos C?> como un mazo de naipes

C? = UZ1C(21)

(donde cada copia Cy;,) de C es un naipe vertical que pasa por (z1,0) en
C?). El movimiento translada cada naipe sobre si mismo por el vector
h(z1) € C. El Jacobiano de un movimiento de tijera es 1.
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2° Ingrediente:

Ampliando el concepto decimos que un movimiento de naipes en C? es
una funcién de la forma .

(21, 22) = (21, h(21) + g22) |

para h(z;) funcién polinomial en C y una constante g € C — {0}.
Geométricamente cada naipe vertical primero se translada por el vector
h(z1), luego se expande o contrae y rota por el factor g. El Jacobiano
de un movimiento de naipes es g.

Mezclando ambos ingredientes:

C? puede descomponerse en dos mazos de cartas; verticales y horizon-
tales. Los movimientos de tijera y de naipes pueden generalizarse en
ambas direcciones. Tomemos estos movimientos como elementos de un
grupo, es claro que la composicién de un nimero finito de ellos produce
grupos de automorfismos de C?, més precisamente sean:

G1={f : C* = C?|f es composicién finita de movimientos de tijera}

Go={f:C* = C?|f es composicién finita de movimientos de naipes} .

Las inclusiones naturales producen morfismos de grupos entre ellos y
tenemos que:

Gi <Gy < Autpol((C2) < Aut(CQ) .
Evidentemente:

Corolario 3. Todas las funciones en G, y G, satisfacen afirmativa-
mente la conjetura del Jacobiano.

Ahora podemos superficialmente proponer un material para el es-
pacio complejo.

El material del que estd hecho C?, provisto del grupo G, ¢ de Gy: Es
el que proviene de pensar C2 como compuesto por los mazos de carta;
horizontales y verticales con los movimientos re$pect1v€s Eb pq,sﬁ)?
imaginar el cubo de Rubic k ca}fld‘ ih" Wriodd o“,‘di‘s‘c‘%‘e%o”“de los™ dos,
mazos dé naipes’en €2 donde'as hileras Norabniiies y vét&‘c\é o5 et

STORNHITARY sy iy
cubo pueden girar independientemente. !

Ello es una aproximacién al ‘ttérial ‘de’ it est4 RS €2 ddbido
se usan el grupo, Apt((C?) atep,a,l que no sab@ggg deserihir hoy;dian

La conjetura de J acoblano es justo la afirmacion de que la condicién
J(f) # 0 caracteriza por siisola a las: funéiones'en Autzar(CEht (D
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Es facil ver que J(f) # 0 no caracteriza a los elementos de Aut(C?).
El contraejemplo es

f(z1,29) = (€%, z0e77) : C* — C?

holomorfa, con J(f) = 1. Sin embargo no es biyectiva pues la imagen
inversa del punto (1,w;) € C? bajo f es

{2nkv~1,w)) € C* | k€ Z} .

Por lo que f no pertenece al grupo Aut(C"), y la conjetura del Jaco-
biano es falsa para funciones holomorfas (no polinomiales).

Tres observaciones sobre la estructura de estos grupos son como
sigue.
— Hay caracterizaciones algebraicas del grupo Aut,,(C?), ver [14] y [15,
pag. 305}, de hecho Gy = Aut,q(C?), pero el andlogo para n > 3 es un
problema abierto [9, pag. 20].

Los movimientos de naipes pueden generalizarse a cualquier C* us-
ando funciones holomorfas h y ¢ (que ahora serdn funciones nunca
nulas), a ellos les llamaremos movimientos de naipes holomorfos.

— El subgrupo de Aut(C") generado por composiciones finitas de mo-
vimientos de naipes holomorfos (en todas las direcciones z; en C*) es

denso en Aut(C"), ver [5].

— Existen elementos de Aut(C") que no son composicién finita de
movimientos de naipes holomorfos, ver [5].

5 (Qué se sabe de la conjetura del Jaco-
biano?

Un avance importante es:

Teorema 1. A. Bialynicki-Birula, M. Rosenlich (1962). Sea
f: C* = C* polinomial e injectiva con J(f) # 0, entonces f es so-
breyectiva y f~! es polinomial, i.e. la conjetura del Jacobiano se cumple
para esa funcion.

En consecuencia se tiene el siguiente:

Corolario 4. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) La conjetura del Jacobiano se cumple.
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(ii) Si J(f) # 0 entonces f es inyectivo.

(ili) [Propiedad de Rolle para funciones polinomiales.] Si
f(a) = f(b) para alguna pareja de puntos a,b € C* con a # b,
entonces J(f) = 0 para algin punto c € C".

El atractivo de (iii) es que nos muestra que esta versién del teorema,
de Rolle que conocemos de calculo elemental es un problema abierto.
Ahora es elemental el:

Corolario 5. La conjetura del Jacobiano es cierta para f : C* — C*
polinomial de grado dos.

De acuerdo al teorema basta probar que J(f) # 0 implica inyec-
tividad. Supongamos que J(f) # 0 y f no es inyectiva. Digamos que
f(0) = 0 = f(c) para el origen 0 € C* y algin otro punto distinto
c € C*. La funcién f se puede escribir como f = f(;) + f2), separando
su parte lineal f(;) y su parte cuadratica fr). Calculando f a lo largo
del rayo {tc}, para t € C, tenemos

f(te) = tfay(e) + £ fiay(c) -

Derivando con respecto a t se llega a

Foy () + 2tfp () = & (te) = T f(te) - # 0

para toda t € C. Hemos supuesto que ¢ # 0 € C* y que J(f) # 0,
lo que da la desigualdad en la derecha. Haciendo ¢ = %, tenemos de
la parte izquierda que f(c) # 0, pero ello es una contradiccién con
el supuesto de que f es no inyectiva f(c) = 0 = f(0). Asi pues f es
inyectiva y por el teorema anterior la conjetura del Jacobiano se cumple
para f de grado dos en cualquier C".

Siguiendo a H. Bass et al. [6], [10, pdg. 57] puede decirse que una
prueba o contraejemplo para la conjetura del Jacobiano, debe hallarse
para f: C* - C" con n > 2y f de grado mayor o igual a 3.

Habiendo considerado primero a la conjetura del Jacobiano (en C*),
es natural plantear un:

2° Problema. ;Bajo qué condiciones el andlogo de la conjetura del
Jacobiano para funciones polinomiales reales f : R* — R" se cumple?

Por ejemplo se sabe que si J(f) es un polinomio real no nulo, la
conjetura es falsa ver [9, piag. 47|, debido a un contraejemplo de S.
Pinchuk.
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Més informacidn de la conjetura de Jacobiano puede verse en [6, 9,
10, 13] y [15].

6 Tensando cuerdas holomorfas.

Otro punto de vista para entender los grupos Autp,(C") es tratar de
describir con cuanta libertad pueden transformar objetos contenidos en
C". Sea
a(t) = (Pi(t), P2(t)) : R —» R?

una trayectoria polinomial. Llamamos a su imagen a(R) C R? una
cuerda. Su velocidad en cada punto esta dada por el vector da/dt, y
si estos vectores son no cero para toda t € R entonces la trayectoria
es lisa, sin picos. Adicionalmente si a es inyectiva, la cuerda no se
autointersecta. Usando que « es polinomial el comportamiento de ella
es bastante aburrido en R2, pues separa a R? en dos abiertos que son di-
ferenciablemente como discos (de acuerdo a los resultados de la seccién
2). Para o : R! = R3, polinomial, inyectiva y con velocidad no nula, la
topologia de la cuerda a(R) es méas divertida, se puede “anudar” en R3.
Es natural preguntar si puede conseguirse un automorfismo polinomial
f : R® — R? tal que “desanude” la cuerda, esto es tal que

f(e(R) = {eje ;1} CR® .

el mismo problema hace sentido para el caso R®. La respuesta en el
caso complejo es afirmativa.

Teorema 2. S. Abhyankar, T. Moh (1975). Tensando cuerdas
holomorfas. Sea a(z) = (Pi(2), P2(2)) : C — C? una funcién polino-
mial compleja, con % # 0 para todo z € C y a inyectiva. Entonces
existe f : C?2 — C? polinomial con inversa polinomial, tal que

f(a(C)) = {eje zn}cC®.
La prueba original en [1] usa dlgebra, una prueba usando teoria de
nudos puede leerse en [19)].

3" Problema. ;Existe tal f : C* - C* paraa: C — C*, con n > 3?

4° Problema. ;Existe tal f : C* —» C" para a : C* — C*, con
n>m2> 27

Observacién, para o : R® — R" los problemas anteriores pare-
cen abiertos, quiz4 deben imponerse condiciones adicionales en a para
mostrar el resultado en positivo.
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7 Distintas caras para C".

De lo aprendido en la seccién 2 sabemos que C no cabe propia y holo-
morfamente en si mismo, esto es, no existe f : C = A C C biyeccién
holomorfa sobre su imagen f(C) = A # C, tal que su inversa es holo-
morfa.

;Qué pasa en dimensiones superiores? Es sorprendente el:

Teorema 3. P. Fatou (1919), L. Bieberbarch (1933). Para
n > 2, el espacio C* cabe propia y holomorfamente en si
mismo. Esto es, eziste f : C* — C* biyeccidn holomorfa sobre su
imagen f(C™) tal que su inversa f~': f(C*) = C" es holomorfa, pero

fc) # ¢

Un abierto A C C* que es imagen de una funcién f como en el
teorema se llama un dominio de Fatou-Bieberbach.

Esto es, un domino de Fatou-Bieberbach A es como una copia holo-
morfa de C*, pero que asume una forma distinta de C* mismo. Decimos
que dos dominios de Fatou-Bieberbach A y B son iguales si existe un
automorfismo holomorfo g € Aut(C") tal que g(A) = B.

5° problema. Clasifica los dominios de Fatou-Bieberbach, salvo fun-
ciones en Aut(C"). g

i Cudl es la dificultad para hallar dominios de Fatou—Bieberbach?

Hasta donde el autor conoce los ejemplos provienen de la iteracion
de ciertas funciones holomorfas f : C* — C", donde el dominio de
Fatou-Bieberbach A aparece como la cuenca de atraccién de un punto
fijo wo € C* de f, esto es

A={zeC| Ji_{gof(")(Z) = wo},

aqui f™ = fo.--of esla composicién n veces de f consigo misma,
y f(wp) = wo. Como primera aproximacién podemos imaginar un
dominio de Fatou-Bieberbach como un anélogo en dimensién superior
al interior de un conjunto de Julia en C (figuras de estos conjuntos
‘ahora son muy populares, ver (8]). En la mayoria de los ejemplos ni
siquiera aparece f explicitamente, y ain teniendola resta el problema
de decidir si un punto pertenece a A. Para ejemplos de dominios de
Fatou-Bieberbach ver (7, 11, 18], [20, pag. 54] y [22].




54 J. MUCINO-RAYMUNDO

8 Ciumulos de burbujas exdticos en 4 di-
mensiones.

.Como se generalizan los resultados de la seccién 2 sobre cimulos de
burbujas C* en R® paran > 37 Por e¢jemplo, una pregunta a considerar
podria ser:

Problema de absorcién de burbujas C* para dimensién n > 3: Dado
A C R*, conexo, abierto y homeomorfo a una bola abierta euclideana,
n~dimensional, jexiste f : A — R" biyeccién C*® con inversa C°°?

El autor no conoce referencia a resultados en esta direccién. Sin
embargo hay ciertos cimulos de burbujas ezdticos que han sido recien-
temente descubiertos.

Sea R;‘op el espacio euclideano, provisto de la topologia usual. Con-
sideremos una coleccién a lo mas numerable de bolas abiertas euclidea-
nas {B;} C R!, recortadas en otras copias de R*. Provistos de dichas
copias las colocamos sobre R{, . cubriendolo con esos parches. Ello se
hace mediante funciones continuas y biyectivas sobre su imagen

¢; : Bj = ¢;(B;) C Ry
tales que:

(i) la unién U;¢,(B;) cubre a todo R,

(ii) cada vez que dos parches ¢;(B;) v ¢x(Bx) se intersectan en un
conjunto no vacio, digamos Az C Ry, la correspondiente fun-
cion

drl o ¢;: 07 (Ajx) CR* = ¢ (An) C R

es un cambio de coordenadas C™ (como en la seccién 1).

A una coleccién
Ry = {(Bj, ¢;)}
satisfaciendo (i) y (i), le llamamos un cimulo de burbujas 4-dimensio-
nal (el nombre técnico usual es; una estructura de variedad diferenciable
en R, ver [12, pag. 12]).

Otra visualizacién de estos cumulos es pensarlos como espacios co-
ciente de la unién disjunta de la burbujas

Hj BJ'

~y
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donde p € B; esta relacionado con g € By, esto es p ~ g, si y solo si

¢;' 0 di(p) =q.
Tres observaciones:

— El ejemplo trivial es & = est = {(B; = R*, ¢; = Identidad)}, mismo
que denotamos simplemente por R .

— Esta nocién generaliza los ctimulos en R? estudiados en la seccién
2, pues en ese caso todas las funciones {¢;} eran restricciones de la
funcién identidad ¢; = Idp; en R?. El caso realmente interesante en
dimension 4 es cuando {¢;} son distintas de la identidad.

~ Todo ciimulo R es como espacio topolégico homeomorfo a Rf, .
Dado un RY; ; es realmente un objeto nuevo ?

La nocién de igualdad es como sigue. Dados dos ctimulos R} y RE,
decimos que son diferenciablemente iguales si existe una funcién

fRé-)]Ré/

tal que cada vez que gb;l o f o ¢4 tenga sentido es un cambio de coor-
denadas C* (para ¢; € £y ¢, € ¥').

No es evidente que todos los cimulos R} sean diferenciablemente
iguales al cimulo estdndar RY,. De hecho se pensaba que si lo eran,
hasta antes del siguiente resultado.

Teorema 4. S. K. Donaldson, M. Freedman et al. (1983). Hay
espacios R* exéticos. Eristen ciimulos de burbujas R = {(B;, ¢;)}
no diferenciablemente iguales al R, estdndar.

A un ciimulo RE como en el teorema se le llama un R* ezdtico.

.Cémo distinguir un R* exdtico?

Veamos un método algebraico. Las funciones diferenciables en R,
como las aprendimos en cdlculo forman un anillo (se pueden sumar y
multiplicar entre ellas). Dado un R} es natural considerar todas las
funciones del tipo

{g: R > R | go¢; es C* para toda ¢; € £}

como el anillo de funciones diferenciables de R,. Si R}, es exético ello
significa que su anillo de funciones diferenciables no es isomorfo al anillo
de funciones diferenciables de R%, (que conocfamos de nuestros cursos
de célculo). Ya que si son diferenciablemente iguales la funcién f entre
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ellos permitird constuir un isomorfismo entre sus anillos de funciones
diferenciables. Sin embargo este método no es practico, pues los amllos
~ en cuestién son enormes.

La prueba de la existencia de R* exéticos es por contradiccién, usan-
do topologia y teorias de norma, ver [17, pdg. 5] o [23]. Asi pues el
primer reto que emana es el siguiente:

6° Problema. Construir explicitamente un R* exético.

De hecho el autor no conoce si algiin R* exético puede pensarse
como subconjunto del Ry, .

Siendo un poco mas ambiciosos puede plantearse el:
7° Problema. Clasifica los R* exéticos.
Con la ambicién estdn los suefios:
8° Problema. ;Cémo cambiar4 la fisica en un R* exético?

Este problema tiene bastantes vertientes por ejemplo.

En geometria diferencial: jexiste una métrica de Einstein en algin R*
ex6tico? (en mds detalle estamos preguntando por la existencia un
tensor métrico que satisface las ecuaciones de la teoria de la relatividad
de Einstein).
En ciencia ficcién: ;existe un experimento fisico que nos permita de-
tectar en que espacio R} vivimos? (suponiendo que vivimos en un
espacio—tiempo 4 dimensional).

Finalmente debe recalcarse que la existencia de R" exdticos solo se
presenta en dimensién 4, esto es no hay RE exéticos si n # 4, ver [23]
para la prueba en R! y las citas para los otros casos.

Finalmente debemos recomendar al lector interesado dos listados de
problemas fascinantes en las referencias [15] y [21].
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