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1. Introducciéon

Desde su publicacién en 1883 por Georg Cantor [I], el estudio del con-
junto de Cantor ha atraido mucha atencién de investigadores de diversas
ramas de las matematicas. Debido a sus propiedades interesantes y sor-
prendentes, es quizas uno de los objetos matematicos mas estudiados,
que ha sido utilizado como ejemplo (o contraejemplo) e influido en el
desarrollo de la teoria de conjuntos, la teoria de la medida, la topologia,
la teorfa fractal, entre otros (véase, e.g., [4, Bl [@]).

Existen varias versiones y construcciones del conjunto de Cantor. La
mas basica y conocida es la construccién del conjunto ternario, que se
puede describir en términos generales de la siguiente manera. Considere
el intervalo cerrado Iy = [0, 1]. Remueva el intervalo abierto correspon-

diente al tercio central (%, %) y defina

heo- (32 o] o 2]

1

A continuacién, a partir de cada intervalo [0, g] y [%, 1} , remueva el

tercio central correspondiente y defina

o)
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Es decir, en cada paso se remueve el tercio central de cada uno de los
intervalos restantes del paso anterior. Este proceso se repite una y otra
vez, formando una sucesion de conjuntos {7, },, .y, ; donde Ng := NU {0}
es el conjunto de nimeros enteros no negativos. Observe que cada I,
es la union de 2" intervalos cerrados de longitud (%)n Entonces, el
conjunto de Cantor (ternario) se define como

.
n=0

Una de las propiedades de C' es que es un conjunto de medida de
Lebesgue cero. Esta propiedad se deduce facilmente utilizando que

A([0,1]) = 1, donde A es la medida de Lebesgue en R, y el hecho
de que la longitud total de los intervalos removidos es

ool 1SN /2\"
D5 3 (5) =1

n=1 n=0

Ademas, el conjunto C' es cerrado, no numerable, perfecto y denso en
ninguna parte (véase, e.g., [9] para mas informacién sobre estos con-
ceptos).

En este articulo presentamos un conjunto similar al de Cantor, ba-
sado en el siguiente procedimiento de construcciéon aleatorio. Primero,
se eligen dos puntos al azar del intervalo cerrado [0, 1]. Luego, identifi-
cando el punto mas pequeno y el mas grande, se remueve el intervalo
abierto central. Ahora, a partir de cada uno de los intervalos restantes,
se eligen nuevamente dos puntos al azar y se remueven los intervalos
abiertos centrales correspondientes. Al igual que en la definicién de
C, este proceso continua indefinidamente, obteniendo una sucesién de

conjuntos {In} , donde I, es la unién de intervalos cerrados cuyos
n€eNg
extremos son aleatorios. Entonces definimos un conjunto similar al de

Cantor de manera aleatoria como
o
C=(1.
n=0

Nuestro objetivo principal es demostrar que C' es un conjunto de
medida de Lebesgue cero en media y casi seguramente. Ademas, de-
mostramos que I, \, C'y A(I,) = A(C), cuando n — oo. Luego, dedu-
cimos que C' tiene las propiedades clasicas mencionadas anteriormente
del conjunto de Cantor.



CONJUNTO ALEATORIO DE CANTOR 85

2. El conjunto aleatorio de Cantor

Supondremos que todas las variables aleatorias y eventos considerados
en este trabajo estédn definidos en un espacio de probabilidad (2, F, P) ,
y c.s. significa casi sequramente con respecto a P. Ademés denotamos
por E al operador esperanza correspondiente.

Definimos la sucesion de intervalos aleatorios {fn} de la siguiente

manera. Sea [, = [0,1]. Luego, se eligen aleatoriamente dos puntos
W11 y ZH de I(). Definimos

X = mfﬂ{Wlh Zn} Yy Yii= méX{Wn, Zn}'

Removemos el intervalo abierto By := (X1, Y11) y definimos

A

Iy =1[0,1] = By = [0, X11] U [Y11,1]..

Después, de cada intervalo [0, X11] v [Y11, 1], se eligen aleatoriamente
dos puntos: Way y Zoy de [0, X11]; Was y Zag de Y11, 1] . Definimos

Xoy = min {Why, Zo1},  Yor = max {Way, Zo1},
Xoo = min {Wag, Zoo}, Yoo = max {Was, Zoo}.
Removemos By := (X1, Y1) U (X292, Ya2) v definimos
Iy=I,— By, =[0,1] — (BiUB,)

Similar a la construccién usual del conjunto de Cantor, si continua-
mos con este procedimiento obtenemos la sucesion de conjuntos {fn}
y {B,} definidos como Iy = [0,1], y para n € N,

I,=I,,—B,=[0,1]—(BiUByU---UB,), (1a)

Bn = (ana Ynl) U (Xn27 Yn2) u---u (Xn2n—17Yn2”_1)7 (1b)

donde Xnk = min {Wnkaznk}7 Ynk - méX{Wnlman}a y Wnk, an
representan los dos puntos elegidos aleatoriamente en el n—ésimo paso
del procedimiento previo. Por lo tanto, definimos el conjunto aleatorio
tipo Cantor como

. o0 R o0
C=(1.=1001-]Bn (2)
n=0 n=1

Observe que tanto I,, como B, son elementos aleatorios en (Q,F,P),
y por consecuencia también el conjunto C. Entonces, en un sentido
estricto, debemos escribir I,(w), By(w) v C(w), w € Q, pero con el
fin de simplificar la notacién evitaremos especificar la dependencia en
w e Q.
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El resultado principal lo podemos establecer de la siguiente manera.

Teorema 1. Sea A la medida de Lebesgue en R. Entonces:
(a) E [)\(CA’)} = 0. Por lo tanto, como \(C) es una variable aleatoria

~

no negativa, se cumple \(C') =0 c.s.
(b) I,(w) \y C(w) para toda w € Q, cuando n — co. Ademds,

A ~

Tim ALy () = A(C(w)), Ve € Q.

3. Demostracién del teorema [1

La demostracion del teorema |I] se obtiene aplicando herramientas bési-
cas de la teoria de la probabilidad como por ejemplo, continuidad de
las medidas de probabilidad, propiedades de la esperanza condicional,
asi como el teorema de convergencia mondtona para garantizar el in-
tercambio de limites y esperanzas. Ademas usaremos propiedades sobre
variables aleatorias uniformes. A continuacién presentamos un resumen
de estos resultados para una rapida referencia. Todos estos temas pue-
den ser consultados en cualquier libro de texto sobre probabilidad (e.g.,
[7])-

Continuidad de la medida de probabilidad. Sea {D,,} una suce-
sién de eventos. Se dice que {D,,} converge crecientemente a D (D,,

o0

D), si D, C Dyy1 Yn € N,y |J D, = D. Similarmente, se dice que
{D, } converge decrecientementgzzi D (D, D), si D, D D1 Vn €N,
y Fi D, =D.
Proposicién 2. Si {D,} es una sucesion creciente o decreciente de
eventos que converge a D, entonces

lim P(D,) = P(D).

n—oo

Esperanza condicional. Dentro del contexto més basico, especifica-
mente cuando las variables aleatorias X y Y son discretas o absoluta-
mente continuas, la definicién de esperanza condicional resulta sencilla
y facil de entender. Por ejemplo, en el caso de nuestro interés donde
las variables aleatorias son absolutamente continuas, la definicion es la
siguiente.

Definicién 3. (a) Sean X y Y variables aleatorias absolutamente con-
tinuas con densidad conjunta f y densidades marginales fx y fy. La
esperanza condicional de X dado Y =y es

EXY =y = / £y (zly)d,
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donde fxy(zly) = 54, fy(y) > 0.
(b) Definiendo h(y) := E [X|Y = y], la esperanza condicional de X
dado Y es la variable aleatoria h(Y) = F [ X|Y].

Observe que E [X|Y = y| es una funcién de y mientras que F [X|Y]
es una variable aleatoria cuya aleatoriedad es heredada de Y, no de X.
De hecho es facil demostrar la llamada Ley de las Esperanzas Iteradas

E(X) = By [E[X]Y]]. (3)

Intercambio de limite y esperanza. Existen varias condiciones que
garantizan el intercambio de limite y esperanza en sucesiones de varia-
bles aleatorias. De acuerdo a nuestros objetivos, solo establecerenos el
bien conocido Teorema de la Convergencia Monétona.

Teorema 4. Sea {X,} una sucesidn de variables aleatorias tal que
Xp(w) < Xyq1(w) para todan € N yw € Q. Entonces

X = lim X,

n—o0

existe y E(X,,) / E(X) cuando n — oo.

Como consecuencia del teorema [4] si las variables aleatorias {X,,}
son no negativas, tenemos

E

Z Xn] — Z E(X,). (4)

Variables aleatorias uniformes. Sean W y Z variables aleatorias
que representan dos puntos elegidos al azar de forma independiente del
intervalo [a,b] con 0 < a < b < oo. En este caso, W y Z pueden ser
consideradas variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas con funcién de distribucién uniforme:

F(s) = Fy(s) = Fy(s) = Z:Z a<s<b, (5)

F(s) =0 para s <a, F(s) =1 para s > b; y funcién de densidad

f(s) = fw(s) = fz(s) = b—a
y f(s) = 0 en otro caso. Definimos las variables aleatorias
X=min{W,Z} y YV =méx{W,Z}.
Es facil ver que las funciones de distribucion de X y Y son:

Fx(z)=P[X <z]=1-P[W >2]P[Z>z]=1-(1—- F(x))?

a<s<b; (6)

Fy(y)=P[Y <y|=P[W <y|P[Z <y =[F(y)].
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Por lo tanto, de , Fx(z) =0,z <a; Fx(x) =1z > b,

yFy(y)=0,y<a; Fy(y)=1y>b,y

2
Fy<y>:(y ) Ca<y<b

b—a
Mas atn, las funciones de densidad correspondientes son:
2(b—x) 2(y —a)
el Sllied's b: — b
fX(x) (b—a)2’ a <z <0 fY(y) (b_a)27 a<y<o,

y fx = fy = 0 en otro caso. Ahora, mediante céalculos directos, pode-
mos obtener las esperanzas correspondientes:

E(X)—/ fo(a:)da:—/ %dw—a—i—b;a (7)

b b —
)= [Cuntty= [ By —asZo-0. @

Por lo tanto ;
E(Y - X) = g“. 9)

La demostracion del teorema (1 se basa, principalmente, en aplicar
estas herramientas basicas de probabilidad. En particular, usaremos
repetidamente las relaciones —@ en los intervalos involucrados en la

construccién del conjunto C.
Demostracién del teorema (1, Tomando en cuenta que {B,} es una
familia de conjuntos ajenos, de (2)) y tenemos

0o 2n—1

AMC)=1=) AB)=1=> > (Yur — Xup),

n=1 k=1

lo cual implica, tomando esperanza y aplicando el teorema de conver-
gencia mondtona (véase (4)),

00 2n71

EANC)=1=> > EVuy—Xu)=1-> E[NB,)]. (10)

n=1 k=1

Por lo tanto, para demostrar la parte (a) del teorema, es suficiente
mostrar que

> BB = 1. (11)
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Paran =1, de @D se tiene

E(A(B1)) = E(Yi — Xu) = %

Para n = 2, observe que el comportamiento de las variables aleatorias
Y51 — Xo1 v Yoo — Xo9 depende de las variables aleatorias Xi; y Y7;. Esto
mismo sucede en los pasos subsecuentes, es decir, el comportamiento de
variables aleatorias correspondientes a un paso depende de las variables
aleatorias del paso anterior. En este sentido, en los siguientes calculos
estaremos usando recurrentemente la propiedad . En efecto, para
n = 2, observemos que de se cumple

E(Yy — Xo1) = E(E(Yar — Xo1) | X11))
= /0 E((Yor — Xo1) | X11 = ) fx,, (v)dw

= /0 %fxu(:ﬂ)dx = %E(Xn) = % (por @) (12)

También se cumple

E(Yay — X22) = E(E(Y22 — X20) | Y11))

= /0 E((YQQ - X22) ‘ Yii = y)qu(y)dy

_ /0 LY (2)de = %E(l — Vi) = %(1 — E(Yn))

3
1 2 1
= g(1 - §) =5 (por (3)) (13)
Combinando y
2
E(\(By)) = 2

Ahora, para n = 3, observe que

E(Ys1 — Xa1) = E(E(Ya1 — Xa1) | Xo1)

1
= / E(Y31 — X1 | Xo1 = x)fX21(JJ)dI
0

= %/O T fx,, (z)dr = %E(Xgl) = éE(E(Xm | X11))

1 1
- 1/0 E(X21 | Xll = y)qu (y)dy = %/0 %qu (y)dy

3
1 1

1
—E = -_——
gPXn) =57 =5
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y
E(Yss — X30) = E(E(Ys2 — X32) | X1, Ya1)

1 1
/ E((Yas — Xg) | Xuy = 2, Yoy = 1)
0

0
1 T
/ / ny21|X11(y ’ x)lel(x)dydx
0 0 3

Lf :
=3 {/0 fou(ib')diU/o Syarxu (y | 2)dy

1 T
_/0 /0 ny21|X11(y ’ x)lel(x)dydx}

1 1 1
=3 {/0 T fxy, (2)dw — /0 E(Yy | X = fﬁ)fxu(x)dx}
1

=3 {E(XH) - /01 %xfxu(x)dx} -2 {E(Xn) - %E(Xll)}

11 2] 1 1
313 9f 27 3%

Similarmente obtenemos

E(Ys3 — X33) = E(E(Y3s — Xa3) | Xo9, Y1) = 1/3°

w

y
E(Ysy — X34) = E(E(Yas — X34) | Yao) = 1/3%.
Entonces
4 22
E(\By)) = 5 = 55

En general podemos aplicar el siguiente proceso recursivo. Definimos
la familia de intervalos cerrados {Jy} como

Jll = [OaXll]; Jl? = D/ll; 1]7
JZl - [OvXQI]a J22 - [}/217X11]a J23 == [}/117X22]7 J24 == [}627 1];

Jnl = [O,an], Jn2 = [Ynle(n—l)l]a o Jn2” = [YnQ"_lu 1]7

Entonces, de y ,
1
E(A(n)) = EA(J12) = 5.
Supongamos que E(A(Ji-1y;)) = 1/3" !t parai =1,...,2" 1 n > 2.
Sea Ji,—1); = [Y"~Vm X(=DI] para algtin m y [, el intervalo sobre el
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cual son elegidos los puntos W, v Zpk,m > 2y k=1,...,2" Entonces,
para X, = min {Wnk, Znk} v Y = max {Wyx, Z,1}, tenemos

E(Ynk — Xnk) nk nk) | Y n—1)m X(n_1)l>>
/ / Yok — Xpi) | YOO = gy, X07U = )y
= 5/0 /0 (37 - y)fY(n—l)mJ((n—l)l(l‘, y)dydx
1 1 1 1
= S EAJn-1i)) = | 5 = —.
3 A1) (3) (3n—1> 3In
Ademss,
1
E(Xnk — Y(n_l)m) = E<E<<Xnk — Y(”_l)m) | )/(n—l)m7 X(n—l)l)) _ 3_n
y
E(X(nfl)l _ Ynk) — E(E(X(”*l)l _ Ynk) ‘ Y(nfl)m’ X(nfl)l> _ Bin

lo cual a su vez implica

iE IA(B

Es decir, se cumple, y por lo tanto la parte (a) del teorema queda
demostrada.
La parte (b) se obtiene observando que para toda w € €, {]n} es

una sucesién decreciente a C'(w) = (] I,(w) (ver (2)). De aqui, por las

propiedades de continuidad de la mencﬁda de Lebesgue podemos concluir
lim A(I,(w)) = A(C(w)), para todo w € €,
n—oo

lo cual demuestra la parte (b).

Observacién 5. De acuerdo con los procesos que se siguen en la cons-
trucciéon del conjunto C y del conjunto de Cantor estandar C', podemos
adaptar los argumentos sobre C' al escenario aleatorio para deducir las
siguientes propiedades (recordemos que c.s. significa casi sequramente
con respecto a P):
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(a) Para toda w € Q, C(w) es cerrado porque es la interseccién de
conjuntos cerrados. De aqui, como C es acotado, por el teorema de
Heine-Borel concluimos que es un conjunto compacto (véase [9]).

(b) Casi seguramente, cada punto z de C' es el limite de una sucesién
(x,), donde z,, es un extremo de un intervalo J,, . Como z,, € C para
todan € N, entonces x es un punto de acumulacién de C , 1o cual, junto
con (a) implica que C' es, c.s. un conjunto perfecto.

(¢) Ahora, como Cescs. perfecto, tenemos que C esc.s. un conjunto
no numerable (véase [9, teo. 2.43]).

(d) Finalmente, usando que C' es cerrado y A(C)) = 0 c.s., tenemos
que int(cl(C)) = 0, es decir, C' es c.s. un conjunto denso en ninguna
parte, donde int(A) y cl(A) representan el interior y la cerradura de un
conjunto A, respectivamente.

4. Otras construcciones aleatorias de conjuntos tipo
Cantor

En términos generales, la construccién de conjuntos tipo Cantor radi-
ca en llevar a cabo un proceso recursivo que consiste en la remocion
apropiada de subintervalos, partiendo del intervalo [0, 1]. Cuando este
proceso se realiza de manera aleatoria, resulta en la generacién de un
conjunto aleatorio tipo Cantor. En este contexto, a continuacién pre-
sentamos otras formas de generar conjuntos aleatorios de Cantor (véase
).

Sea Ey = [0,1]. Se remueve un subintervalo abierto O; de longitud
aleatoria, quedando 2 subintervalos .J; y Jo, Le.,

JLUJ, = Ey — Oy.
Qeﬁnimos el conjunto E~1 = j1 U jg. Ahora, de los subintervalos j1 y
Jo se remueven los subintervalos abiertos O y Oag, respectivamente
de longitud aleatoria, quedando, en este caso, 4 subintervalos: Jin y

Ju correspondientes a Jl, Jm y J22 correspondientes a J2 Entonces
definimos el conjunto

Ey = Jy UJip U Jog U Jos.

De nuevo se repite el proceso, es decir, de cada subintervalo se remueve
un intervalo abierto de longltud aleatoria quedando 8 subintervalos: J111
y Jug; Jio ¥ J1227 J211 y J212, Joz1 ¥ Jozz, cada par correspondiente a
los intervalos JH, J12, Joy y J22, respectivamente. Entonces definimos

Eg = j111 U j112 U j121 U j122 U j211 U j212 U j221 U j222-
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Este proceso se repite una y otra vez para formar una sucesion de
conjuntos {Ek} cuyas longitudes son aleatorias. Bajo este escenario, el
conjunto aleatorio tipo Cantor se define como

o= B
k=0

Otra forma de obtener un conjunto aleatorio tipo Cantor es cuando
se aplica el siguiente proceso aleatorio. En un primer paso se divide el
intervalo [0, 1] en 3 subintervalos de la misma longitud y se elige al azar
uno de ellos para ser removido. Luego, cada uno de los dos subintervalos
que quedan se divide en 3 subintervalos de la misma longitud, y de
nuevo, de cada uno de esos 3 subintervalos, se elige al azar uno de
ellos para ser removido, quedando cuatro subintervalos. Este proceso
se repite recursivamente, es decir, en cada paso se divide en 3 partes
iguales cada uno de los intervalos que quedan del paso anterior, y de
cada bloque de subintervalos se elige uno al azar para ser removido. En
este caso, si denotamos por Ey el conjunto correspondiente al k-ésimo
paso, como es usual, el conjunto aleatorio de Cantor se define como
¢= ﬂZio LB

Construcciones similares de conjuntos aletorios tipo Cantor se pueden
encontrar, por ejemplo, en [2, 5] y sus referencias.

De las contrucciones previas, la del conjunto C' es semejante a la
nuestra dada en . Sin embargo, el hecho de que en ambas no se
siga la idea de Cantor, es decir, que no consideren explicitamente la
eleccion de puntos al azar, como en nuestro caso, no permite obtener
propiedades analogas al conjunto clasico de Cantor, es decir cerrado,
compacto, perfecto y denso en ninguna parte, como se establece en la
Observacién . De hecho, las construcciones de los conjuntos C' y C ,
asi como las que se presentan en 2} [5], estdn escencialmente enfocadas
a estudiar otras propiedades relacionadas con la dimension fractal.

5. Comentarios finales

Observe que la convergencia establecida en la parte (b) del teorema
proporciona un esquema de aproximacion por trayectorias al conjunto
aleatorio de Cantor C. Este hecho constituye la base fundamental para
implementar procesos de simulacién estocéastica para el conjunto de
Cantor. Otros procedimientos de simulacién por medio de sucesiones
aleatorias se pueden encontrar en [g].

Finalmente, vale la pena destacar que aunque solo se utilicen he-
rramientas basicas de probabilidad en la construcciéon de C , existe un
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aspecto tedrico importante que no debe pasarse por alto. En efecto, ob-
serve que en la definicién de C' estdn involucradas sucesiones infinitas
de elementos aleatorios. Por lo tanto, el espacio de probabilidad corres-
pondiente a estas sucesiones de elementos aleatorios debe estar bien
definido. La construccion de este tipo de espacios de probabilidad es
un tema estudiado en libros avanzados sobre procesos estocasticos. En
particular, el teorema de C. Iounescu-Tulcea (véase, por ejemplo, [3])
proporciona una manera de definir adecuadamente el espacio de proba-
bilidad correspondiente. A continuacién presentamos una idea general
de la contruccién del espacio de probabilidad (2, F, P).

Sean W,, := [0,1]*", Q, := Uy x Uy x -0, ne N,y Q=T xUyx---,
Entonces, un elemento w € ) es una sucesion de la forma

w = {(wn, 211) ) [(w21, 221) ) (w227 222)] yoo
cey [(wnl, an) s (wng, an) g ey (wn2n71, Znanl)] e }

Las variables aleatorias Wik, Znk, Xpk, Yor @ 0 — R, definidas en la
seccién 2, se definen de manera natural por

Wnk(w) = Wnk, an(w> = Znk,

y
Xok(w) = min {wpk, 2nk}, Yor(w) = max {wng, 2nk} -

El teorema de C. Iounescu-Tulcea garantiza la existencia de una tuni-
ca medida de probabilidad P en la o—algebra producto F de 2 tal
que las distribuciones de probabilidad de las variables aleatorias W,
Znks Xak V Ynr, consideradas en la demostracion del teorema |1 son las
correspondientes distribuciones marginales de P.

Por lo tanto, el espacio de probabilidad donde estaria definido el
conjunto aleatorio de Cantor es (2, F, P) donde F es la correspondiente
o—algebra producto.
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