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1. Introduccién

La ley de la gravitacion universal junto con la segunda ley de Newton,
proporcionan la formulacién del problema de los n-cuerpos, el problema
fundamental en mecanica celeste. Este problema consiste en determinar
todas las posibles trayectorias de n-cuerpos perfectamente esféricos,
cada uno de los cuales posee masas m; y coordenadas de posicién r; en el
espacio tridimensional, con ¢ € {1,2,...,n}, los cuales estdn sometidos
unicamente a su interaccién gravitacional. Bajo estas condiciones los
cuerpos también se suelen llamar particulas o masas puntuales.

En términos matematicos el problema de n-cuerpos consiste en so-
lucionar el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo

orden
mym; _
§ : — T3 ligs (1)

|73 |

donde 7;; = |r; — ;] es la dlstanc1a euchd1ana y G es la constante de
gravitacion universal, determinada por Henry Cavendish en 1798 [2].
Para describir el problema de los n-cuerpos se requiere un sistema de
6n— 1 ecuaciones diferenciales, definido en R*"*— A, donde A representa
el conjunto de singularidades dado por las colisiones entre particulas y
los escapes en tiempo finito [6]. La solucién al sistema (|1)) serd entonces
un conjunto de n funciones que determinaran la posicion y la veloci-
dad de cada cuerpo en cualquier instante de tiempo. Para encontrar
estas n funciones, se requieren 6n — 1 integrales independientes y una
dependiente del tiempo [6], de las cuales solo se conocen diez, llamadas
constantes de movimiento o integrales primeras [I], que corresponden
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a la energia del sistema, las tres componentes del centro de masas, las
tres componentes del momento angular total, y las tres componentes
del momento lineal total.

El problema de los n cuerpos es un problema abierto, para el cual
solo se conocen soluciones explicitas en casos particulares. La solucion
general solo se tiene en dos casos, para n = 1 o problema de Kepler, en
cuyo caso el sistema (|1)) se reduce a

2 —
ARERLNY 2)
dt? |3
donde es un ejercicio demostrar que la solucion de la ecuacion diferencial
es
P
r=-—-——
1+ ecos(f)’
que corresponde a la ecuacion general de una conica en coordenadas
polares, con excentricidad e y parametro P, ambas cantidades relacio-
nadas con la energia y el momento angular, es decir, estos dos parame-
tros determinan la trayectoria de la particula [3] (véase la figura |1).

Momento

Energia

Figura 1. Grafica de la energia y el momento angular, para determinar los
tipos de érbitas en el problema de Kepler.

Para n = 2 o problema de dos cuerpos el sistema (|1|) se reduce a

d*rq ms ,
W = GW(TZ - T_i),
d?rs my

=G

dt? W(fi - T_é)v
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donde con la sustitucién r = (7] — 73), se recupera la expresién para el
problema de Kepler con la consecuente extrapolacién de su soluciéon a
este caso.

El problema de Kepler es un caso particular de lo que se conoce como
un campo de fuerzas central, para los cuales se cumple que [1]:

Teorema 1.1. Todo campo central es conservativo y su energia poten-
cial depende solo de la distancia al centro del campo, es decir, U = U(r).

Este resultado nos dice que para cada punto del espacio la fuerza
viene dada como
F(r) = =VU(r),
con este concepto se generaliza el problema de Kepler al problema de
fuerza central, donde uno de los resultados més importantes es el teo-
rema de Bertrand [§]:

Teorema 1.2 (Teorema de Bertrand). Toda érbita acotada en un cam-
po de fuerzas centrales es cerrada, si y solo si

V(r) = —H, pu >0 (potencial Newtoniano),
r

V(r)=kr?, k>0 (potencial de Hooke).
Con base a lo anterior, nos interesa considerar un potencial mas gene-

ral, conocido como potencial homogéneo generalizado U(r) = —, que

es una funcion homogénea de grado —a con a > 0. El problema ahora
consiste en determinar las posibles trayectorias de un cuerpo de masa
m en un campo de fuerza central, asociado a un potencial homogéneo.
En este caso la ecuacion se generaliza como:

d?*v m

ar = e’ (3)
que de acuerdo al teorema de Bertrand sabemos que solo para a = 1
se obtienen orbitas cerradas.

En este articulo mostramos varios resultados relacionados con el mo-
vimiento de una particula, en el plano, bajo el efecto de una fuerza
central, proporcional al radio vector r®, con a € Q.

El problema de fuerza central fue estudiado por Newton, quien desa-
rrollé un teorema conocido como el teorema de revolucion de érbitadl
que permite entender la precesién de las érbitas, dada una trayectoria
en reposo y multiplicando su momento angular por una constante, que
no cambia el radio del movimiento. Legendre and Nobile encontraron

I Este teorema es resultado de tres proposiciones desarrolladas por Newton: proposiciones de la

43 a 45 en la seccién IX «Del movimiento de los cuerpos en érbitas méviles y de movimientos de
apsides» de Principios matemdticos de la filosofia natural [7].
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14 valores de a con soluciones descritas en funciones trigonométricas y
funciones elipticas desarrolladas por Whittaker [9], de las cuales mos-
traremos algunos ejemplos mas adelante.

Este articulo se divide en dos partes, la primera corresponde al es-
tudio cualitativo de las ecuaciones que describen el movimiento de una
particula bajo el potencial homogéneo para tres casos del exponente. Y
la segunda, corresponde a las simulaciones de las trayectorias donde se
dividio el problema en dos casos 0 < o <1y 1 < a < 2. El considerar
valores por encima de esta tltima es la motivacion de la investigacion
sobre funciones elipticas, y su aplicacién en el estudio del problema de
fuerza central.

2. Estudio cualitativo de la ecuacién de movimiento
para el potencial homogéneo generalizado

Estudiaremos ahora de forma cualitativa la ecuacién . Consideremos
la energia y el momento angular en coordenadas polares

1 . 7
E— = (2 4202 — H 4
(20 - L (1
h = 0r?, (5)
. dr . df ) ) .
donde r = — y 0 = e Primero despejamos 6 en () y remplazamos
en (4l), con esto tenemos la energia solo en términos de la posicién
1 h? o
E=2|f+=| - —. 6
2 lr i 7“2} ar® (6)
Ahora, realizamos la sustitucién v = % en @ y en , asi
1 1 du\® 1
E —— - = h2 2] P« 7
2 [( u? dt) i ] o (7)
de
— = hu*. 8
o = hu (8)

du\ 2
Finalmente, despejando (d_ltL> de y dividiendo entre se obtiene

la ecuacién diferencial

h2 [ du\? h2
T ) =S 0
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a h?

la cual haciendo vy = —— y 8 = g , se reescribe como
2 p I
d 2
Y (d—z> = u® —yu?® + B. (10)

Para entender el comportamiento de esta ecuacion diferencial, se es-
tudiara el comportamiento de la funcion

f(U) :ua_7u2+67
donde v > 0, y 8 genera una bifurcaciéon sobre el niimero de puntos

de equilibrio de la funcién f(u), que de acuerdo a su discriminante se
divide en cinco casos [5:
i) Para g = 0.
ii) Para 8 < 0.
iii) Para 5 = [y, donde el discriminante de f(u) es igual cero.
iv) Para 0 < 8 < fy.
v) Para ) < p.

2.1 Estudio de las soluciones para § =0

Que [/ = 0 implica que la energia en nuestro sistema es cero. En este
caso la ecuacién ([10f) toma la forma

du\? o 9
T \3g) = (11)

en donde para cada valor de «, la funcién f(u) tiene dos puntos de
equilibrio: u = 0 y u = =<7, que representan orbitas circulares con

radio infinito y r = , respectivamente. Ademads, el segundo caso

es un punto de equilibrio repulsor cuando « > 2. De forma general,
encontrar la solucién para cada valor de o depende de la solucion de

'N@:/—du :
Vu® — yu?

—2 . _a
Hzfz)sm l(ﬁul 2),

(cv
donde al despejar r para « # 2 se obtiene

(2]

Cuando « es un numero impar distinto de uno, la solucién es una
trayectoria en forma de flor de (o — 2)-pétalos, como se puede ver en
la figura 2l Y si « es un ntimero par distinto de dos, la trayectoria

es decir,
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corresponde a una flor de (O“T_Q)—pétalos como se puede ver en la figura

B3l

20y iy

Figura 2. Movimiento de una particula con E = 0 y « un nimero impar.
Cuando a = 3 la trayectoria se conoce con el nombre de cardiode.

Observaciéon 2.1. Cuando o = 1 recobramos la solucion del problema
de Kepler (véase la ﬁgum para una trayectoria parabolica.

Para a = 2, la ecuacion toma la forma

() = e,

la cual es facil de resolver aplicando el método de separacion de variables

para obtener
-0
r=en, (12)
el movimiento esta representado en la figura[4], para este caso la particu-
la se acerca al centro de atraccién desde algiin punto en el infinito.

2.2 Estudio de las soluciones para (5 # 0

Consideremos [ # 0. Para estos casos se conocen 14 valores del ex-
ponente del potencial con solucién analitica. Estas soluciones estan
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EXil

70 70

Figura 3. Movimiento de una particula con E =0 y a un nimero par.

180°

2700

Figura 4. Movimiento de una particulacon E =0y a = 2.

divididas en dos grupos. El primer grupo de exponentes, o = 0,1, 2,
corresponde a las soluciones que se obtienen por medio de funcio-
nes trigonométricas e hiperbdlicas, y el segundo grupo de exponentes,
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2 34 2
a=—6,—4, —3 —1, SIETEt 3,4, 6, corresponde a las soluciones que
se obtiene por medio de las funciones elipticas (véase [9]).

En esta secciéon desarrollaremos en detalle la solucion analitica para 3
de los 14 casos particulares del potencial, —3, —4 y —2, y mostraremos
graficamente como es el comportamiento de dichas soluciones.

1

2.2.1. Solucidén con funciones elipticas para a = 3

Para este valor del exponente del potencial homogéneo, el lado derecho
de la ecuacion diferencial toma la forma

flu) = u® —yu® + 3, (13)

y estudiaremos los casos mencionados al inicio de la seccion.
Caso (ii): Cuando £ < 0 la ecuacién (13]) tiene dos ceros complejos
y uno real, por lo tanto f(u) se puede reescribir como sigue:

flw) = (u—a)l(u+b)*+ ¢, (14)
que genera el siguiente sistema de ecuaciones no lineales
a—2b=q,
b* — 2ab+ ¢* = 0, (15)
—a(b® + %) = B,

del cual hablaremos més adelante. De momento la ecuacion ((14) se
puede reescribir en términos de las cantidades

p=+(a+0b)?+c—a,

¢g=+(a+b)?2+c2+a.

Entonces, consideremos

f(u) = 515,
donde
Slzu—aqur%(p—Q)=%(2U+(p—Q)) (z—ig),
L 2ulp+ )+ (P —¢*)\ 1 . 9 >
=5 (PEOEEE Sk o) ek a0
1 (u+p)?

Y

w— 2
=
u—+p

2 (p+q)



POTENCIAL HOMOGENEO GENERALIZADO ... 93

y
Sy = (u+0b)* + ¢,
= u? + 2ub + b* + ¢ + a* — a® + 2ab — 2ab,
= (a+b)* + & —a® + b(—2a) +u® + 2ab,
— S——
pq pP—q

(p+q)
(p+q)

= (p+q) " (u®q + pu® + 2ubp + 2ubq + bp* — bg* + p*q + qp*,
+2pqu—2pqu+bu2—bu2),
= (p+q) (g +b) (v + 2pu + p*) + (p — b)(u* — 2ug + ¢*)),
=(p+q) (g+b)(u+p)?®—(p—0b)(u—q),

(u+ p)? (u—q)2
— TP b))+ (p—b

T (¢+b)+(p )u+p

para p,q € R. Con estos cambios la ecuacion diferencial a resolver es
du)\? 1 ((tp)?\ |, u—q>2 B (u—q>2
() =2 (Ge) - (G) | Jarn+o-0

u+p
para la cual, aplicando la sustitucion z =

= (u2 + 2ub+ b(p — q) + pq)

9

I

N

v

q .
, se tlene que
+p
2 d
o= \-= | G (16)
p=b) A=) (&t
a+b
p—b

La integral ([16) se conoce como integral eliptica de primer tipo [5] y
corresponde al coseno eliptico inverso, como se puede ver en la ecuacién

(20)), por lo tanto
1 2 1
20 = —, | —— ———cn Yz, k),
! p—byd*+1 (=, k)
Y

con d? =

5 (17)
0=—/ en~t(z, k),
pP+q
con k = d?. Finalmente, mediante algunos cdlculos obtenemos
1 —cn(00
cn(d6) (18)

r=-————

q —p cn(d0)’

donde 6 = /&2
Y

Las funciones que se utilizan para la solucién de este tipo de integra-

les, se conocen como funciones elipticas, y son funciones meromorfas,
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definidas sobre un grupo libre L C C doblemente periddicas [4]. Con
base en el conjunto de ecuaciones se tienen que a y b tienen el
mismo signo. Ademads, dependiendo del valor que tome £ en la solucién
anterior se tienen dos casos:

e Sik=16k=0,entoncesc=0,a<0,b<0yb>a.

e Si0< k< lentonces c#0,a>0,b>0yc?> 3b%
Dado que para el primer caso, la energia es mayor que cero, considera-
remos solo el segundo caso, para el cual v > a y ¢ > p. Por lo tanto, la
particula arranca del centro de atraccion y se aleja hasta alcanzar una
distancia maxima dada por

2 1
r=——=-—.
q—p a
Como las funciones elipticas son doblemente periddicas, se tiene que al
alcanzar la distancia maxima, la particula regresa hasta el centro de
atraccién, generando la forma de un cardioide, que se desplaza dentro
de la circunferencia de radio maximo, como se ve en la figura

a0°

180°

Figura 5. Movimiento de una particula con H <0y k£ =0,5.

Para entender mejor la solucién presentada en la ecuacion , vamos
a recordar algunas identidades que cumplen las funciones elipticas y
los pasos para llegar a la forma general del coseno eliptico en forma de
integral [5]. Consideremos las identidades

o 1 =cn?(u) +sn?(u),

den(u)
—gu = —sn(u)dn(u),



POTENCIAL HOMOGENEO GENERALIZADO ... 95

o dn’(u) — k* = k*cn?(u),

y tomemos x = cn(u), por lo tanto en™*

= u. Con esto
d
d_x = —V1— 22V k222 — k2,

U

y por consiguiente

/“ dx
u= :
0 —V1— 22V k22 — k"

! dt
en”t(z) —/ ;
e —/1— 2/ k212 — k2

con 0 < t < 1. Para generalizar un poco mas el resultado anterior,

b
Va2 + b?
conoce como el modulo de las funciones elipticas y cumple la propiedad
k* + (K')? = 1, donde (k') se conoce como el mddulo complementario,

k! 2
de donde se sigue que a? = ( k2) b2. Asf la ecuacién toma la forma

(19)

s
realizamos la sustituciéon ¢ = R k= . Recordemos que k£ se

ent(z) = —\/m/ \/(b2 = Sds

Eae)
donde si consideramos a? = d? y b*> = 1 tenemos que

-1 PN ! ds
Ve W _/m N TRl

Caso (iii): Con base en el discriminante de la funcién f(u),

(20)

3
y considerando A,= 0, se concluye que [y = % Entonces la ecuacion

toma la forma

du\* _ o 4
— | =u’ - — 21
gl ( d@) =t o (21)
3h? N 2
con y = . Los puntos de equilibrio en este caso son u = 57 y
I
U= —z, los cuales son inestables. La solucién de la ecuacion diferencial

esta dada por
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A
—— tanh™* .3 +c st u< 27
gl V7 3"
vy 20 = (22)
!
2 2
——coth™* y s +c siou> -7,
gl val 3
\
despejando r se tiene
gl : 2
E(cosh(G) +1) st u<gY,
r= (23)
3y (cosh(f) —1 oy 2
— | ———] st u>=9.
2 \ cosh(f) 42 3/

La primera parte de la solucion , corresponde al movimiento de una
particula que parte del circulo de radio r = 5, v se aleja indefinida-
mente, y la segunda parte corresponde a una particula que parte del

centro de atraccion y se aproxima al circulo de radio r = 7 La solu-
y

- v 3 :
Cl01l que genera una orbita circular r = 2—, es entonces una solucion

inestable (véase la figura [f]). Para las soluc?ones correspondientes
a cada intervalo de u, se comprueba que son solucion de la ecuacion
diferencial , con a = 3.

Caso (iv): La funcién tiene tres raices reales u; < 0 < uy < us,
por lo tanto puede reescribirse como sigue

fu) = (u—up)(u — up)(u — us),
y la integral a resolver es

1 du
20 = )
K / V(= up)(u— ug)(u — ug)

Realizando el cambio de variable u = u; + —, tenemos que

x2
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2rae

Figura 6. Solucién correspondiente a la ecuacién {D

1
(u—U1)=ﬁ7
1
(U—UQ>:(U1_U2)+57
1
(U—U3):(U1_u3)+;7
y
u—ur)(u—u2)(u— us :(ul_UZ)(Ul—u?,) z2 ! z’ !
( ) ) ) 26 [ +(u1—u2)]{ +(u1—u3)}

Por lo tanto

Y720 = (24)

-2 dx
V(g — ur)(uz — uy) / V(a2 —2?)(1? —2?)

b? =
U2 — U Uz — Uy
parte del conjunto de integrales elipticas de primer tipo [5], la solucién

donde a? = . Ahora, como la integral hace

4
de la ecuacién paraa =3y 0 < f < ﬁ’y?’ tiene dos tipos de
érbitas que dependen del intervalo que se tome para f(u) > 0:

e Si u > ug, entonces x < by la solucion es

—2
0 = ——sn""(Vuz — :
v T sn (Vug — uix)

NI
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con lo que finalmente se obtiene

1
r= . 25
uy + (uz — up)ns?(60) (25)
Esto quiere decir que la particula se aleja del centro de atracciéon
hasta acercarse asintoticamente a la maxima distancia dada por

r = — y luego regresa (véase la figura|7)).
us

180°

2700

Figura 7. Gréfica de la solucién dada por .

e Si 0 <u < uy, entonces x > a y la solucion es
9 )
v 20 = ——ns™ (Vus — uqz),
VU3 — Uy
con lo que finalmente se obtiene
1

R (ug — up)sn?(660)

D=

(26)

Esto quiere decir que la particula viene de algin punto en el infi-

nito, se acerca hasta el circulo r = — y se aleja de nuevo (véase
U2
la figura .

Para ambos casos § =

VUus — Uy U — Up
Sy k==

2ﬂ Uz — Uy

Caso (v): Como para estos valores de [ se tiene de nuevo que la
funcién (13| tiene dos raices complejas y una real, con la diferencia



POTENCIAL HOMOGENEO GENERALIZADO ... 99

180°

2700

Figura 8. Gréfica de la solucién dada por .

que la raiz real es negativa y la parte real de los ceros complejos son
positivas, la funcién se puede reescribir como

flu) = (u+a)l(u—b)* + ¢,
y la solucién estard dada por , donde a, by ¢ son positivos y ademéas

p=+(a+b2+c+ayqg=+/(a+b)?+c—a.

2.2.2. Solucidén con funciones elipticas para o =4

Ahora, se estudiara el segundo caso particular para el potencial ho-
mogéneo, donde o = 4, asi el lado derecho de la ecuacion toma la
forma

flu) = u' —yu® + B, (27)

y la ecuacion a estudiar es
du\? 4 9
— | =u"—yu”+ 5.
v(w) yu© + 3
, entonces
g(UQ) - UQ - v + Ba
es decir, la ecuacién toma la forma

(B = ot (29

Al igual que para el ejemplo anterior, se estudiard la solucién de la
ecuacion para los casos (ii-v).

Consideremos v = u?
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Caso (ii): La funcién se escribe como el producto de dos bino-
mios de orden dos

flu) = (* = v)(w* — ),

2

donde vy 9 = %:l: % — f3, tales que v; < 0, v9 > v con v; < Vs.

Entonces la integral a solucionar es

e [ S

la cual como ya se ha visto, es una integral eliptica de primer tipo [5],
y tiene como solucién

SIS

0 ;nc_l <L>
7 VU2 — U1 \/U_z 7

U1 . .

con k? = — , donde al despejar r se obtiene

U — Vg

1
r = ——=cn(d6),
VU2

Uy — Vg , . .

con §% = . Para este caso la particula inicia su movimiento

v
desde el centro de masas y se aproxima hasta la circunferencia de radio

1
r = ——, que representa la distancia maxima a la que puede llegar la

VU2
particula cuando c¢n(d60) = 1. Este movimiento se puede ver en la figura
9L
Caso (iii): Con base en el discriminante de g(u?), se tiene que 3y =

VZ, ademas g(u?) tiene un cero de multiplicidad dos v = % Entonces

de la ecuacion (28)) se obtiene la integral

NI

oy

_/ du
e

la cual tiene como soluciéon la funcién a trozos

2 2 2

1 \/jtanh_l (\/ju) si |U/| < \/j7

- Y Y v
v 20

2 2 2

\/jcoth_1 (\/ju) si o |u| > \/j,

7 v Y
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2700

Figura 9. Movimiento de una particula con exponente @ = 4 y energia H < 0.

entonces

r= (29)

2 2
— tanh <i> s |u| > \/j
\/; V2 >3

La primera solucién corresponde a una particula que viene de algin
punto al infinito y se aproxima asistéticamente a la circunferencia de

radio r = —, que corresponde al punto de equilibrio, el cual es ines-

table. La segunda solucion corresponde a una particula que inicia su
movimiento en el centro de masas y se aproxima asintéticamente a la
circunferencia anterior (véase la figura (10)).

Caso (iv): Se escribe la funcién como producto de dos binomios
de orden dos, al igual que en el caso (ii)

flu) = (u* —vi)(u® = va),

2

!
donde 0 < vy <y <vy0<f< T Entonces la integral a solucionar
es

- V= dl;w —0)

y se consideraran dos casos:




102 JOHN A. ARREDONDO Y ALEJANDRA T. MANOTAS

180°

2700

Figura 10. Movimiento de una particula descrita por la solucién 1)

e Cuando u < /vy la solucién de la integral es

_%9 1 S_1< u>
= —SI1 _— s
T \Va

U1 . .
con k? = — al despejar r se tiene
U2

1
r= \/—v_lns((SQ), (30)

U2 ) , . .
donde 6% = —=. Para esta solucién la particula comienza en algiin

punto muy lejos del centro de masa y se aproxima a la circunfe-

rencia de radio r = — (véase la figura|11)).
1/ U1 (
e Cuando u > /vs, y ademas /v; < /U3 < u la solucién de la
integral es

g

SIS

U1 . .
con k* = —, donde al despejar r se tiene
)

r= \/%sn(éﬁ), (31)
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2 Vg s , . .
con §° = —. Para esta solucién la particula comienza su movi-
v
miento en el centro de masas y se aproxima a la circunferencia de

1
radio r = — (véase la figura .
\/ U2 (

180°

2700

Figura 11. Movimiento de una particula dada por la solucién 1)

El intervalo para el angulo que describe el movimiento en cada solu-
cién vienen determinado por el periodo de las funciones elipticas utili-
zadas [5].

Caso (v): Para este tiltimo caso g(u?) tiene dos raices complejas con
parte real positiva y las raices corresponden a las halladas en el caso
(i)

gl 7? =48
V12 = 5 + 5 )
las cuales se pueden reescribir como

= (L+ /B VF) = (w+2\ﬁ)<(7+4—2m—\/ﬁ).

2

Tomemos entonces a, b > 0 tales que a? = v+ 2v/5, b*> = /By b* > az,

con lo cual las raices tomaran la forma

a? ] a?
V12 = (E — 62> + a4/ b% — T
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Por lo tanto reescribamos f(u) como

2

= (ur-2) =245

G 2) 28— ﬁ——ﬂff—ﬂf%,
= (w3 VB VB) + (r42vB) (VB 1),
= (w+vE-} v+2f)) +(r+2vE) (Vi- 22,

1
= (W’ +b° - 5(12) +a*(b® - ZaQ),
=u + (2b2 — a2) u? + b,
= (u2 + b2)2 —a%ut

Con lo cual la ecuacién diferencial toma la forma

du)\ 2
o] (d—z> = (u? 4+ b%)" — a®u?. (32)
. 4b*
Ahora, multipliquemos (32 por W’ sumemos y restemos en el
u

lado derecho de la ecuacién diferencial 20 (4u?b?) y E(u2+l92)2, entonces

fluw) = (u2 + b2)2 —a*u?,
2

1 2 a 4 2,7 4 2 a’ 4 2,2 4
el Gy 2 (uwt+6uy + ) + (26 4+ 5 ) (ut - 200 + )
[
(*)

= ﬁ <b2 - %2) [(u—b)*+ (u+b)*] + (2b2+ a;) (u —b)*(u + b),
(=) () () (552) (%)

(4) = (u' + 6" +b" — 40’ + du’p)

Apliquemos finalmente la sustitucién u = bl—t’ entonces la ecuacion

diferencial se transforma en

~ ﬂ b — @’ 2+ p*)(* + ¢%)
df 4 ’
2b+a 9 1

%o~
la integral a resolver es

\/7/\/t2+p )2+ )

donde p? =

—» son tales que p, ¢ > 0y ¢ > p. Por lo tanto

NM—A
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Como en casos anteriores, esta integral es una integral eliptica de primer
tipo [5], entonces

. 1 t /@ — P
7720 = —aﬂcﬂ (];7 %) : (33)

y finalmente
1 cn(60) — p sn(d6)
r=- :
b p sn(60) + cn(d0)
2v/2ab 5— 2(2b+a)

y 0 = ——— . Entonces la posicién de la particula es-
2b+a

1 / 2b
tara definida para un angulo w < 6 < w, donde w = gsn_1 ( a Z ) )

Por lo tanto, la particula se mueve en espiral desde algin punto en el
infinito hasta el centro de atraccién [5]. Cuando no se considera solo
el intervalo mencionado anteriormente, la particula tiene otra solucion,
descrita por trayectorias que vienen de algiin punto muy lejos del centro

(34)

conk =

de masa, se acercan asintoticamente a la circunferencia de radio r = —,

se alejan y se repite el movimiento (véase la figura .

180°

2700

Figura 12. Gréfica del movimiento descrito por la solucién 1)
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180°

2700

Figura 13. Movimiento de una particula dada por la solucién 1)

2.2.3. Solucién con funciones trigonométricas e hiperbdlicas para
a=2

Por 1dltimo se estudiara el movimiento cuando el potencial tiene como
exponente a = 2. Recordemos que la ecuaciéon diferencial a resolver
para este caso es

du\? 9
- — 1 —
v (5) —wa-n+s (39
2
donde v = — y 8 = —. Consideramos la energia positiva, por lo tanto

se estudiaran tres casos, que dependen del valor que tome ~:

e Sivy = 1, se tiene que h? = p y la solucién de la ecuacién diferencial

B os
1

VBb

e Siy > 1, se tiene que h? > p y la solucién de la ecuacién es

v—1 ( 7—19)
T = CSC —_— .
B Y

e Si0 < <1, setiene que h? < u y la solucién de la ecuacién (35)

es
1—~ ( /1—7)
r= csch —0].

B Y

r =
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Ademas dentro de este tltimo intervalo también se encuentra la
solucién ([12)), cuando la energia es igual a cero, estudiado al prin-
cipio del articulo.

El movimiento descrito por las tres soluciones describe una espiral
conocida como la espiral de Cotes [9], la cual, segin la proposicién IX
de los Principia de Newton [7], describe un movimiento que se aproxima
al centro de la espiral, es decir al centro de masas, en este caso.

3. Estudio numérico de las trayectorias para el
potencial homogéneo generalizado

En esta seccion, la motivacion es mostrar evidencia numérica del com-
portamiento de la trayectoria de un cuerpo sometido a la interaccion
gravitacional dada por un potencial homogéneo. Para lo cual aplicamos
el método de Runge-Kutta-45 para dar solucion a la ecuacién , con
condiciones iniciales (0,0,0) y (10,20,30) correspondientes a la posi-
cién y velocidad. Estas condiciones fueron las mismas para cada una
de las simulaciones correspondientes a los casos que seran presentados
a continuacion.

Para el estudio numérico determinamos algunos de los parametros
orbitales, con los que se trabajaria en el caso de que la oérbita fuera
cerrada, como son: los semiejes mayor (a), menor (b), la excentricidad
(e) y el periodo de rotacién (7T'), para cada valor de . Esto con el obje-
tivo de tener una referencia clara de los cambios presentes en la orbita
para cada valor que tomamos del exponente. Pero esto es meramente
por tener parametros de referencia, lo cual no quiere decir que consi-
deremos que las orbitas son cerradas, como se ha mostrado a lo largo
del documento. De acuerdo a lo que hemos expuesto en las secciones
previas, tomando condiciones iniciales adecuadas, se observa que para
diferentes valores en el exponente del potencial, el movimiento de los
dos cuerpos es eliptico, pero las trayectorias no son cerradas. De forma
especifica para estas simulaciones se tomaron en cada intervalo 10 va-
lores del exponente, que van de a =0.1aa =09, a=1ydea=1.1
a a = 2, todo esto con el objetivo de determinar si se podia observar
algin cambio aparente sobre los pardametros calculados.

3.1 Solucién numérica para 0.1 <o <0.9

Para este conjunto de valores en el exponente del potencial, se pudo
observar que las distancias al centro de masas del sistema presentan
un comportamiento sinusoidal (figuras y [15a)), es decir, a pesar de
que las trayectorias que describen los cuerpos no son cerradas, estas
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preservan un movimiento uniforme respecto al centro de masas. Esto
es, las elipses que describen los cuerpos, aunque no se cierran, se repiten
periédicamente.

Movimiento con respecto al centro de masas

Distancia al centro de masa del sistema

ara el potencial con exponente 1/10.
1600 P P P /

1000 —
s & 2
1400 v

500 —
1200
1000

800

-500 —
600

Distancia en kilometros

400

-1000 —

200

1500 1000 500 0 -500 -l000

0 200 400 600 800 1000 1200

(b) Movimiento con respecto al centro de
(a) Distancias al centro de masas masas

Figura 14. Simulacién del problema de dos cuerpos para un potencial
U(r) = r~1/10 A |a derecha se observa la trayectoria que siguen los cuer-
pos y a la izquierda el cambio en la distancia desde cada punto sobre la
trayectoria al centro de masa.

De esta exploracion numérica también observamos, que los semiejes y
el periodo de rotacion, aumentan a medida que lo hace el exponente «, el
angulo entre una érbita y la siguiente aparentemente es constante, pero
genera un desplazamiento sobre el conjunto de érbitas y la excentricidad
disminuye a medida que aumenta el exponente «. Estos resultados se
recopilan en el cuadro [1}

Movimiento con respecto al centro de masas

Distancia al centro de masa del sistema

1600 para el potencial con exponente 1/2.

1000 —

[

1400 . - o ’ N
500
1200

1000 f»

-500 —

S
8
3

Distancia en kilometros
@
8
S

=
&
3

-1000 —

S S S ; ND
T
\/ V u V \j V V 1500 1000 500 0 75‘00 11000

N
S
S

00 500 1000 1500 2000
(b) Movimiento con respecto al cen-
(a) Distancias al centro de masas tro de masas

Figura 15. Simulacién del problema de dos cuerpos para un potencial
U(r) = 712 A la derecha se observa la trayectoria que siguen los cuer-
pos y a la izquierda el cambio en la distancia desde cada punto sobre la
trayectoria al centro de masa.



También observamos, en tiempos de aplicacién de la simulacién con-
siderablemente prolongados, que las trayectorias que siguen los cuerpos,
se acumulan en regiones que aparentemente tienen un comportamiento
periédico. Por ejemplo, para a = 0.57, las trayectorias se acumulan en
cuatro grupos de érbitas con un angulo promedio entre vectores de 0.966
radianes, y se desplazan en conjunto con un angulo promedio de 1.56
radianes, superando el angulo promedio entre las distancias méximas,

POTENCIAL HOMOGENEO GENERALIZADO ...

o a b e 0 T
0,1 1504,8 | 92.68 0,992 |2,64 | 100,4
0,2 | 1506,5 | 106,8 | 0,99 |2,47|100,6
0,31]1509,03 | 123,93 | 0,986 | 2,28 | 100, 8
0,4 | 1512,36 | 145,02 | 0,98 | 2,04 | 101, 1
0,5|1518,48 | 171,97 | 0,97 | 1,78 | 101,8
0,6 | 1527,96 | 207,51 | 0,96 |1,47|102,7
0,7]1544,22 | 256,38 | 0,94 | 1,13 |104,4
0,8|1573,53 | 327,1 | 0,91 | 0,77 |107,3
0,9] 1633,9 | 436,6 | 0,84 [0,38|113,6

Cuadro 1. Valores correspondiente a los promedios de los semiejes, la ex-
centricidad, el angulo de desplazamiento y el periodo, para valores en el
exponente del potencial de a € {0.1,0.2,...,0.9}

como se ve en la figura [16a]

Angle in radians

Angle variation to one fixed

0 20 40 60

80 100

120

+ Measure of angle between a fix angle and a variational angle.

— Angle average between vector of maximun distance

(b) Movimiento con respecto al centro de

1000 —f

500 —

-500 —

-1000 —|

Movimiento con respecto al centro de masas

1500

(a) Angulo entre una érbita fija y una que masas
varia con respecto al tiempo

Figura 16. Simulacién del problema de dos cuerpos para un potencial
U(r) = 77957 A la derecha se observa la trayectoria que siguen los cuerpos
y a la izquierda el cambio del dngulo de una érbita que se toma como fija

T
1000

y las demds trayectorias que describe uno de los cuerpos.

T
500

a
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Q a b e 0 T
1]1782,34 625,71 10,71 |0,04 | 129.41

Cuadro 2. Tabla de comparacién entre los parametros orbitales de a = 1

Distancia al centro de masa del sistema

1600 para el potencial con exponente 1.

s N . . s . . 3 Movimiento con respecto al centro de masas
& - ] > . . .

1400 s o IA_\\\
- . . . 200 -

1200{"

| 200

1000}

Distancia (km)

800 .

600} ©

T T T T T T T T T
1400 1200 1000 800 600 400 200 o} -200

400

Voo¥y v V¥ v ¥y

200
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Cantidad de datos analizados
(b) Movimiento con respecto al centro de
(a) Distancias al centro de masas masas

Figura 17. Simulacién del problema de dos cuerpos para el potencial new-
toniano. A la derecha se observa la trayectoria que siguen los cuerpos y a la
izquierda el cambio en la distancia desde cada punto sobre la érbita cerrada
al centro de masa.

3.2 Solucién numérica para a =1

Para el problema clasico del potencial newtoniano, se obtienen los datos
recogidos en el cuadro [2] los cuales se ven representados graficamente
en las figuras y[I7al Estos resultados representan el movimiento de
una masa al rededor del centro de masas cuya trayectoria corresponde a
la solucién que obtuvimos en y que describe la tinica érbita cerrada
de nuestro estudio.

3.3 Solucién para 1 < a < 2

En este tdltimo conjunto de valores para el exponente del potencial se
presentan ejemplos de las trayectorias en las figuras y y en las
figuras y [I9B], como en la seccién 3.1 se observa un comportamien-
to sinusoidal, el cual es decreciente sobre las distancias relativas de los
puntos sobre una de las trayectorias, para la cual no fue posible deter-
minar su comportamiento en un intervalo de tiempo mayor, ya que el
método numérico no nos generaba, en este caso, un nimero suficiente
de soluciones que pudieran ser estudiadas. Para estudiar de forma mas
detenida estos casos, se hicieron diez simulaciones comprendidas entre
a=1,0207 y a = 1,207, donde se obtuvo que los semiejes, el periodo
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o a b e 0 T
1,0207 | 2277,85 | 1037,42 | 0,41 | 0,36 186, 86
1,0414 | 2297,85 | 1051,17 | 0,4 | 0,37 189, 43
1,0621 | 2319, 245 | 1065,102 | 0,39 | 0,378 192,09
1,0828 | 2342,09 | 1079,77 | 0,39 | 0,38 194,93
1,1035 | 2365,89 | 1094,77 (0,38 | 0,39 197,91
1,1242| 2541,8 | 1201,2 |0,33] 0,44 | 220,39
1,1444 | 2947,7 1412,2 0,29 | 0,52 | 275,233
1,1656 | 3756,25 | 1754,24 | 0.36 | 0,61 395,92
1,1863 | 6267,99 | 2559,05 | 0,58 | 0,75 | 1853,43
1,207 | 70716,7 | 9416,98 | 0,9 | 1,2 |32341,45

Cuadro 3. Valores correspondiente a los promedios de los semiejes, la ex-
centricidad, el dngulo de desplazamiento y el periodo, para valores en el
exponente del potencial de o entre 1,0207 y 1,207.

Distancia al centro de masa del sistema
para el potencial con exponente 1,1035.

Movimiento con respecto al centro de masas
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Cantidad de datos analizados
(b) Movimiento con respecto al cen-

(a) Distancias al centro de masas tro de masas

Figura 18. Simulacién del problema de dos cuerpos para un potencial U =
711035 A |a derecha se observa la trayectoria que siguen los cuerpos y a
la izquierda el cambio en la distancia desde cada punto sobre la érbita al
centro de masa.

de rotacién y el angulo, presente entre una 6rbita y la siguiente, aumen-
tan a medida que lo hace «, pero la excentricidad disminuye a medida
que aumenta «, hasta tomar un valor fijo, disminuir, y luego aumentar,
como se ve en la tabla [3l
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4.

Movimiento con respecto al centro de masas

Distancia al centro de masa del sistema 12

i ,207.
160000 para el potencial con exponente 1,207

140000

120000

100000

80000

Distancia (km)

60000

40000

20000

0

0 200 400 600 800 1000
Cantidad de datos analizados

(a) Distancias al centro de masas (b) Movimiento con respecto al centro de
masas

Figura 19. Simulacién del problema de dos cuerpos para un potencial U =
71207 A |a derecha se observa la trayectoria que siguen los cuerpos y a
la izquierda el cambio en la distancia desde cada punto sobre la dérbita al
centro de masa.
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