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Los valores propios de una. matriz A de orden n son los ceros del 
polinomio característico de orden n 

· p(A.)= det (A-)"¡) 

En los cursos de Algebra Lfo.eal esta caracterización teórica .es gene .. 
ralmente la única que se utiliza, pero determinar el polino1nio caracte,. 
rístico y luego encontrar sus raíces, es demasiado complicado cuando el 

·o.rden de la matriz es grande. Ya que a menudo se presenta en la 
práctica el problema de determinarlos valores propios de una matriz, 
este esquema teó~ico nó es aplicable. 

El presente trabajó pretende mostrar un método '·para calcular valo
res propios de una matriz: elalgoritmo QR. Nos limitaremos únicamen
te a laidea del método para no complicar el trabajo. Además se mencio
na literatura adecuada para el que se interese en profundizar en el 
algoritmo. 

Por motivos de simplicidad trabajaremos con vectores linealmente 
independientes y matrices reales y no singulares. 

El Proceso de Gram-Schtnidt; 
Sean x1 ,. · .. , Xn vectores linealmente independientes en Rn. 
Recordemos que el proceso de Gram-Schmidt consiste en construir 

unconjunto y 
1

, ••• , Yn de vectores ortonormales a partir de los vectores 
xi (i = 1, ... , n). Prímero definimos 

(1) 

Luego construimos 

(2) U2= X2 ""'"ª12Y1 

X¡ 

;x . 
f 
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aquí se escoge a12 , de suerte -que u2 sea ortogonal a y 1 , entonces 
definimos ~-

(3) 
U2 

Y2=
lu2I 

En general, en el paso k-ésirho construirnos 

.donde las aik se toman de manera tal que uk sea ortogonal a lasyi (i = 
l,. .. , n): Definimos entonces . 

(5) k=l, ... ,n 

Por construcción lasyk constituyen un conjunto ortonormal. 

La Formulación Matricial. 
De (1) obtenemos 

(6) x1 =a 0 y 1 ,en dondea 11 =lx 1 1. 

De (3) obtenemos 

ª22Y2 =x2 - a1 2Yi, de lo que resulta: 

En general, de ( 5) y ( 4) obtenemos 

(8) (k=l, .. . ,n), 

Ahora veremos que las ecuaciones dadas por-(8) podemos formular
las como una ecuación matricial. Para esto, sea A la matriz cuyas colum
nas son las xi; Q la matriz cuyas columnas son lasyi; y, finalmente, sea 
R la matriz siguiente: 
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Proposición: Si A, Q yR son las matrices descritas arriba, entonces 

A=QR. 

En efecto, la primera columna de A se obtiene multiplicando los 
renglones de Q por la primera columna de R, y.esto nos da: 

) 

. En general, la columna k-ésima. de A se obtiene multiplicando los 
renglones de Q por la k-ésima columna de R, y .esto nos da: 

xk =a11iY1 +a2kY2 + ... +akkYk, lo que coincide con (8). 

Así queda demostrada nuestra Proposición. 
A parti~ de (8) hemos llegado a descomponer la matriz A (cuyas 

~alumnas son las x~)en Ja forma 

(9) A =QR, 

donde Q es· una matriz ortogonal, es decir, sus columnas constituyen un 
;;onjunto ortonormal de vectores (equivalentemente: Qt = Q- 1) y R es una 
matriz triangular superior. 

A la descomposición (9) se le llama descomposición QR. 
Por otro lado, si una matriz A (no singular) se puede descomponer en 

A = QR, siendo Q y R matrices ortogonal y triangular .superior respectiva
mente; entonces, por los argumentos usados en la demostración de la 
proposición, se puede llegar a la ecuación (5), esto es, las columnas de Q 
~eránlas mismasy¡ que se obtíenen por el proceso de Gram-Schmidt. 

Resumiendo: 
Sean x 1,. . .,xn vectores linealmente independientes en Rn. Construir 

:t partir de estos vectores, por el proceso de Gram-Schrnidt, un conjunto 
nrtonormal ¡j.e vectoresy 1 , .. . Jl n, es equivalente a descomponer la matriz 
4, cuyas columnas son las xi, en el producto 



A=QR, 

· :siendo Q una matriz ortogonal, cuyas columnas son las Yi, y R una 
matriz triangular superior. 

Aplicación al Cálculo de Valores Propios. 
Supongamos que A =A 1 es no singular, entonces· sus columnas son 

linealmente independientes y podemos descomponer A 1. en 

A1 =Q1R1~ 

Considérese ahora la matriz 

Como Q 1 y R 1 son no singulares (¿por qué?), entonces 

esto es, A 2 es similar a A 1 . Por lo tanto, tfone los mismos valores 
propios que A 1 • 

Por otro lado, por ser A 2 no singular, se puede escribir como 

Si formamos la matriz 

se tendrá que A 3 es similar aA 2 . Por lo tanto 
los mismos valores propios que A 1 . 

Podem~s luego descomponer a A 3 como 

a A 1 , y tendrá entonces 

y continuar el proceso. Se tendrá, pues, una_ sucesión de matrices An, 
donde si 1 ·¡ 



. elelemento4n + 1 ·seóbtierieenlaforma: 

A 1 =R ·Q·· . n + . n n' 

y cada A n tiene los mismos valores propios que A 1 , 

Se puede demostrar que bajo ciertas condiCiOhes la sucesión An 
converge a una matriz triangular superior A,· similar a A 1 , y entonces los 
elementos de la diagonal deA serán los valores propios deA 1 • 

Este· método para encontrar los valores propios de una matriz es 
conocido . como el algoritmo QR. Este algoritmo converge cuando A es 
simétrica o cuando tiene valores propios de distinto módulo, y aún en 
casos más generales. El lector inte1:esado puede consultar la bibliografía 
marcada con los números I, IU, Vy VI. 

El algoritmo QR es usado frecuentemente en la práctica, aunque 
con ciertas modificaciones en mµchos ca.sos. Por ejemplo, para descom
poner A en el producto QR, es demasiado laborioso usar el proceso de 
Gram-Schmidt y a menudo se usan otros métodos mucho más eficientes 
:::orno los debidos a Givens (V) y Householder (11). 

Por último es ·importante mencionar que también hay modificacio-
1es al algoritmo para hacer que la convergencia sea más rápida (111 y 
CV). 
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