FORMULACII "‘MATRICIAL

Por Humberto Madnd de la Vega*

| Los valores propms de una matnz A de orden n son los ceros del
- polinomio caracterlstlco de orden "o

pO\) det (A 7\1)

En los cursos de Algebra Lmeal esta carac‘tenzacmn tedrica es gene-
ralmente la Ginica que se utiliza, pero determinar el polinomio caracte-
ristico- y luego encontrar sus ra1ces, es demasmdo complicado cuando el
‘orden de la matriz es grande Ya que a menudo se presenta en la
practlca el problema de determinar los: valores proplos de una matriz,
este esquema tedrico no es aplicable. ‘

 El presente trabajo pretende mostrar un metodo para calcular valo-
res proplos de una matriz: el algorltmo OR. Nos limitaremos tinicamen-
te alaidea del método parano comphcar el trabajo. Ademds se mencio-
na literatura adecuada para el que se interese en profundlzar en el
'algontmo , :

Por motivos de s1mphcldad trabajaremos con vectores linealmente
'mdependlentes y matnces reales y no smgulares '

- El Proceso de Gram-Schmzdt :
Sean b STRANS & vectores lmealmente mdependlentes enR". ,
Recordemos que el proceso de Gram-Schmidt consiste en construir
un conjunto Yir-¥n de vectores ortonormales a partlr de los vectores
x; (= 1,.. n) Pr1mero deﬁmmos k= :
(D) Ly —
o | X
‘Luego construimos' |

(2) - : | uz— X2 —4123’1
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aqui se escoge alz, de suerte que u2 sea ortogonal a yl, entonces
definimos : -

(3 | Y2 =
En general en el paso: k ésimo constrmmos
(4) l uk::xk = flk—_—l',ki)’k—"l’ e aj1k: Vi

donde las a;;, se toman de manera tal que uk sea ortogonal alas y; (z =
1,. .., n). Definimos entonces - :

® m=— k=1,...n
Por construccidn las ¥, constituyen un C‘Onjunto ortonormal.

" La Formulacion Matricial.
De (1) obtenemos

(6) Xy =ay1Vi.en dondealyl‘——}-lxl;l.

De (3) obtenemos :

Uy =—%a22y2 ,en dpﬁdé dnq =gl Estoa,.j,uh?coicoh (2) nos da
| dziyé =)?2 ~ ﬁ_l zyl , de 41‘,0.‘qué'iresu1‘fe‘1:‘ _'

@ xz —611 2J’1 +612le’2

En general de (5) y @ obtenemos
® X =ay.0, ‘szkyz +‘ : f"ai;kyk o (k =1.. -'_-»”l_),
en donde akk‘-— Iukl

Ahora veremos que las ecuac1ones dadas por (8) podémos‘ fo#mular-
las como una ecuacién matricial. Para esto, sea 4 la matriz cuyas colum-

nas son las x;; Q la matnz cuyas columnas son las y;; y, finalmente, sea
R la matriz 31gmente : ' '
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- Proposicién: SiA4, Q y R son las matrices descritas arriba, entonces
A:‘QR.'

En efecto la pr1mera coiumna de 4 se obtlene mult1pl1cando los
renglones de Q por la prlmera columna de R, y.estonos da:

Xy =ay1 Y-

"En general, la columna k—é’jsima_de A se Obtiene"mﬁltiplicando los
renglones de Q por la k-ésima columna de R, y esto nos da:

x‘k' = alk“yl..- + a2ky2+ . .v +‘akk;))kv’ quue COinCide ‘COH (8).

A51 queda demostrada nuestra Proposwlon
A partir dé (8) hemos llegado a descomponer la- matriz A (cuyas
* solummnas son las x;) en la forma :

©)  4=0R,

- donde Q es una matriz ortogonal, es decir, sus columnas constituyen un
conjunto ortonormal de Vectores (eqmvalentemente Qt —‘Q‘ ")y R esuna
matriz triangular superior. '
- Ala descompos1c1on (9) se le Ilama descomposmon OR.
Por otro lado, si una matriz 4 (no singular) se puede descomponer en
4 = OR, siendo Q y R matrices ortogonal y trlangular superior respectwa»»
mente; entonces, por los argumentos usados en la- demostracién de la
proposicién, se puede llegar a la ecuacién (5) esto es, las columnas de O
serdn las mismas Yique se obtxenen por el proceso de Gram Schm1dt
-Resumiendo: : : :
. Sean xy,. . .,X,, vectores lmealmente 1ndepend1entes en R” Construir
1 partir de estos vectores, por el proceso de Gram-Schmidt, un conjunto -
_ortonormal de vectoresyy,.. . V,;es equlvalente a desc,omponer la matriz
-4, cuyas. columnas son las X en el producto



A=0R,
‘ .mendoQ una matriz ortogonal cuyas - columnas son las y,, y R una

matriz tnangular supenor

Aplzcaczon al Calculo de Valores Propzos
Supongamos que A =4, esno singular, entonces sus columnas son .

llhealmente mdepend1entes y podemos descomponer Ay en

=0 1R1
'Cohsidérese ahqra Ia m’atr,iz" |
42 =R,0;. ,
Como @; yR, sonno siﬁguiares ( ;f,por_ qué? ), ento‘nqes
A4; =R 1A1R11=-Qj£41Q1,;
esto es, A2 es sumlar a Al Por v__lc.), ‘tan’c‘o'; t’i‘éﬁé los nﬁstﬁosﬁvfalo:res’

propios que 4. :
~ Por otro lado, por ser A2 no smgular se puede escr1b1r como

,=0 2R2 -
Si'forrriam_és la matriz
=R,0,,
se tendrd que A3 es mmﬂaf ad,.Por lo tant§ a A s y tendra entonces

los mismos valores propios que 4.
Podemos luego descomponer ads como

:-vQ3R'3k. .

y continuar el proceso Se tendra pues una suceswn de matnces An,,

donde si

A =QuRpr




‘e'l‘elemehtolzélgn ; ,'1 "se‘fdbﬁeﬁeaé.nilva”'fdrma:‘, S

‘ An+ 1 = RnQnsg

RS y cadaA tlene los mxsmos valores pI'OplOS que A 1

Se puede demostrar que ba]o mertas condmlones la sucesaon A,
converge a una matriz triangular superlor A, similar a A 1sY entonces los
elementos de’la dlagonal de A seran los valores propiosde 4.
~ Este método para: encontrar los valores propios de una matriz es
conocido-como el algoritmo QR. Este algoritmo converge cuando 4 es -
31metr1ca o cuando tiene valores propios de distinto médulo, y aiin en
casos mds generales. El lector interesado puede consultar la blbhograﬁa
marcada con los nimeros I, III, V y VI S
- EHl algorltmo OR es usado frecuentemente enla practlca, aunque
_con ciertas modificaciones en muchos casos. Por ejemplo, para descom-
poner 4 en el producto QR, es demasiado laborioso usar el proceso de
Gram Schmldt yva menudo se usan 'otros métodos mucho mds eficientes
~ zomo los debidos a Givens (V) y Householder (10).
) Por dltimo es importante mencionar que también hay modlﬁcacm-

~aes al algontmo para hacer que la: convergenma sea mds rdpida (Il y
V). , i ;
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