INTRODUCCION A LA MECANICA CELESTE
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Supongamos que tenemos n particulas puntuales ql,qz,.;trqn
en R3 con masas ml,mz,.;.)mnirespectivamente;:‘Pensemos |
que eétas particulas interac¢cionan entre&si,fsigﬁiendo‘la 3
Leyﬂde,la Gravitacidn UnivérSal,”en'Qtras'palabfas, la$fpare
ticuias se atraen_mutﬁamente con una fuerza de intensidad.
directaﬁente proﬁorcional al productorde las masas € inver-
samente él cuadrado de las distancias.‘fEl estﬁ&io‘dél‘com¥,
pOrtamiento de este;sistema a partir de ciertas posiciones y
Velbcidades iniciales es conocidé como el problema de los

n-cuerpos.

El problema de los n—cuerposS no ha sido resuelto‘para,nzq[y'
Mecénica Celeste es exactamente la teorfa matemdtica que es-

tudia este problema.

Aquli haremos una introduccién al ataque cualitativo del pro-
blema de los n-cuerpos por medio del estudio de un problema

simple de mecénica, a saber, el problema de fuerza central en

la recta. ~

Esto tiene la finalidad de que los lectdres se familiarizen

chn este tipo de enfoque y, puedan abordar mis tarde estudios
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de naturaleza semejante, de problemas que no han sido resuel-

tos, como el problema de los tres cuerpos restringido.

Al final del trabajo se incluye una lista de libros que tra-
‘tan temas relacionados con el estudio cualitativo de proble-
mas de mecdnica. También se ‘explica la notacidn usada durante

la exposicidn.
Pasemos a ver cual es el problema de fuerza central.

Copsideremos una particuia puntual p con masa m én R3. Supon—
gamos qﬁe esta particula es atrafida hacia un punto fijo de R3
llamado centro, por uné fuerza con intensidad direcfamente
proporcional a la masa e inversaﬁenterprop@rcional al cuadra-

do de la distancia.

A , .
Denotemos por r{t) a la funcién que nos da la posicibén de la
partfcula p en el tiempo t y coloquemos al centro en el origen

de R3.

Tomando en cuenta que la segunda ley de Newton dice que. la
fuerza es igual a la masa por la aceleracidén (F=ma), podemos
establecer las ecuaciones diferenciales que gobiernan la evo-

lucidn del sistema.

v

Km —g(t)

m ?(t) =
(r(t))? ri(v)




Esto es, obtenemos un sistema  de orden seils, ya que I puede
ser escrito como tres ecuaciones escalares de orden dos,

cada una.

Entonces el problema consiste.en“encontrar'las soluciones (en
caso de que existan) y averiguar su comportamiento; Por ejem-
plo: ¢Son periddicas?; ¢Son acotadas?; ¢Son estableés?; ¢Estén

definidas para toda t?, etc.

Intuitivamente, una eVblugién en el tiempo‘es/estable si al
someterla a una pequefia perturbacidn (que~puedé sef instan-
fénea'okno),;la‘eVolucién réSultanté se‘ﬂparece",mucho,a la
original; esto‘es,-a_la:no perfurbada; El grado de parecido
que uno necesita, en general;;esté diCtadQ por las caracteris-

ticas del problema préctico que se esté tratando‘de\resolVerry

‘del cual el problema matemdtico es sbélo un modelo aproximado.
Existencia de soluciones

Aplicando el teorema dekexistencia de Cauchy,(ver,seccién 4
de [8]) a nuestro sistema de ecuaciones,”sabemos; que dadas
las condiciones iniéialeé‘.[to,;O] v [tb,so] existe un inter-
valo de tiempo (tg—o, to+B8) con a>0, >0 y una Gnica funcidn

ﬁ(t)‘définida en ese intervalo tal que:

1) 'S(t) satisface la ecuacidén diferencial I



ol » . A
2) p(t) satisface las condiciones iniciales, esto es, p(t0)=p0

A »
y p(to)=v0

O sea que el problema de existencia de soluciones de la ecua-

cién I estd resuelto.
Espacio de configuracidn y espacio fase

Si tomamos el espacio formado por todas las posibles posicio-
nes due puede ocupar P, obtenemos, el espacio llamado de con-
figuraciéh del pfoblema. O sea que nuestro espacio de confi-
guracién es R3-[Q] va qﬁe r tiene que ser diferente de cero

para que I esté definida.

Si tuviésemos dos particulas el espacio de configuracibn seria’

(R3-10]) x (R3-[0]).

Por un estado del sistema, entenderemos, la informacién mini-
ma (en'un‘tiempo dado) que determina totalmente la subsecuente
evolucién del sistema. En nuestro caso, si conocemos la posi-
cibn y velocidad de P en el instante t aplicando el teorema
de existencia de Cauchy,vvemos que el movimientd del sistema
queda completamente determinado, ya que, ;(t) es’ finica. Ade-
méds es claro que esta informacidén es la minima suficiente para

determinar la conducta del’ sistema.



En otras palabras, un estado de nuestro problema serd una
pareja (r,v) donde EE(R3—[OI) v 35R3 esto: es, f'denota
una posible pOSlClon de P 'y v denota una pos1ble veloc1dad

de P.

Entonces si formamos el espacio de todos los posxbles esta-
dos del sistema obtenemos el espacio fase del problema. En

nﬁestro caso, el espacio fase es (R3-[0]) x R3

Supongamos que . ;(t) denota una‘solucién de la ecuacién di~-
ferencial I que llena las condlclones iniciales (t ,p ) y
(to,vo).‘ Sea_(to—d 't +B) el lntervalo en que p(t) esta de-
#inida y definamos la funcidn S :-(to—q( t +B)——+(R3—[0]) % R3
del siguiente modo

()

Se) = (h(t), o) II

Entonces la imagen del intervalo (to‘u,,t0+6) serd una curva en

) IS A
el espacio fase que contiene al punto (po,vO)J

De esta forma dado cualquier punto del espadio fase aplicando

el teorema de existenci& de Cauchy podemos encontrar una cur-

va del tipo de II que pasa a través del punto dado.

Un momento de reflexidn sobre la unicidad de la solu016n de I
hace ver que las curvas obtenidas no se lntersectan. Esto no

sucede si consideramos las curvas. correspondientes en el



. . »
espacio de configuracibn, esto es, C: (t,~ay t0+3)——+R3—[0]

: Y o .
dada por C(t) = p(t). O dicho de otra forma, las trayecto-

rias descritas por la particula en R3-[0].

La familia de curvas considerada en el espacio fase es co-

nocida con el nombre de retrato fase.
Integrales del movimiento

Sea E la suma de la energfa cinética y la energia potencial

del sistema, o sea la energia total del sistema,

2

E = % m ve- IIT

i

Notemos que E tiene como dominio el espacio fase y como con-

tradominio los reales R.

Averiguemos como varia E a lo largo de las curvas obtenidas
en el espacio fase: Una forma de hacerlo es tomér la deriva-
da de E a lo largo de una de esaé curvas, esto es, calculemos
la derivada cdn respecto al tiempo de la siguiente composi-

cidn de funciones

» A B
(tomu, to+e) Lo (R3- (o)) x R L), g

Gml 16 (6) 12 &0

o}
a —— )
| oy |1

E-S(t) = g2 E(o(8), p(t)) =

'Q1Q
o

4
dt

24



R S

d-
=gz (

Ni-

mop(E)* §(E) + Km (B(E)*3(6)72) (5 () %5 (£))

en vista de I, obtenemos

> K oyy oo .. S
mp(t)* =5 (-5 (£)) + = g(E) * g(t) =0
Por lo tanto E es constante a lo largo de la curva, 6, en otros

términos, la energfia total se conserva durante el mbvimiento

del sistema.

La siguiente funcién, también tiene la propiedad de mantener-

se constante durante el'movimiento'delksistema

Lol

: (R3-[0]) x R —R
s ‘ " o »
deflnldaym" P(r,v) =r x v
Funciones gomo'E Yy P son llamadas integrales del sistema.
En general las integrales arrojan mucha luz sobre el compor-
tamiento del sistema. A continuacién veremos un ejemplo, de

como haciendo uso de la integral energila total, podemos ob-

tener, primero, una solucibn particular y segundo una imagen



de la familia de curvas en el espacio fase del problema de

fuerza central en la recta.

Notemos dque si & es una integral, entonces G—l(a), es en gene-
‘'ral un subconjunto del espacio fase compuesto de curvas comple-
tas y la dimensidn de G_l(a) es menor gque la del espacio fase.

Problema de fuerza central en la recta

Modifiquemos'el problema de fuerza central de la manera si-

gulente:
La partfcula P s6lo se podrd moyer a lo largo de una recta fi-
ja en la cual se encuentra el centro. Las otras hipbtesis
quedan inalteradas.
Cologquemos al cero en el centro.
La ecuacibn I se transforma en

Mg = =— v

x?2 [x]

y la expresién de la energia III se transforma en



En este caso el espaciO'dewconfiguracién,es'R-[OJy y el es-

pacio fase es (R-[0]) x R.
Ahora busquemos todos los posibles movimientos para los cua-
les la energfa tbtal es cero'y la particula se mueve en la

semirecta de los nfimeros positiVos.

La ecuacidn V se convierte en

..].'_. m ;’{2 - @ = 0
2 X

y de aqui obtenemos,
/x = /2K

integrando con respecto a t, se tiene que

%-x% = y2K t + constante
o sea
xt) = G /2K ¥

La constante y la podemos determinar sabiendo la posicidn
‘inicial de P. El hecho de que‘la posicibén inicial sea sufi-

ciente para determinar completamente el movimiento se debe a



la hipdétesis de que la energia total es cero.

Observemos que x(t) esta definida para toda t y que

, > VK
x(t) = —3————
, (5 /2K tty)

tiende a -~ cuando t tiende a B—Y por la izquierda y
‘ : ' 5 V2K
tiende a +» cuando t tiende a 3—Y__ por la derecha
= /2K
2
Es claro que t,= 3—}__ es una singularidad de la solucidn
= /2K ’
2 .

x(t), ya que su derivada no estd definida aht.

‘A continuacidn dibujaremos las gr&ficas de las soluéiones ob-
tenidas para los valores de v, —%, 0y 1 que corresponden a

las posiciones iniciales 'b,5zif,‘0,0e v ZO,lj

$)‘

Y=t




Para y=0, dibujemos la grifica de la velocidad

p %

Ahora veamos qué cuyrva obtenemos en el espacio fase

R




En el siguiente dibujo ilustraremos las regiones correspon-

dientes a diferentes signos de la energfa

_* %
:l

\

|

l

Tﬁ
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El subconjunto del espacio fase para el cual E es menor que.
cero es abilerto, no acotado en las direcciones de los ejes y
tiene dos componentes, (Cada una de ellas homeomorfa a un dis-
co abierto), una a la izquierda del eje X y la otra a la de-
recha del mismo eje. (Recuérdese que el eje X no pertenece al

espacio fase).

El subconjunto para el cual E es igual a cero consta de cua-
tro curvas simples (Cada una de ellas homeomorfa a un inter-
valo abierto), no acotadas en las direcciones de los ejes,

que forman la  frontera de los subconjﬁntos E<Q y E>O.

Por filtimo el subconjunto en el cual E es mayor que cero, es
abierto, no acotado en las direcciones de los ejes y tiene
cuatro componentes. (Cada una de ellas homtomorfa a un disco

abierto):



Un pequefio andlisis de la ecuacién kf‘= 2E + =T

nos revela la siguiente familia de curvas en el espacio fase.

a%

7% weedh

Gran parte del comportamiento cualitativo del sistema es re-
velado por esta Gltima figura. Cuestiones acerca de movimien=-
tos acotados en posiciones, acotados en velocidades, movimien-

tos estables, etc., pueden ser contestadas simplemente examinando

la figura.-
-3




Claro que no siempre es posible obtener una imagen tan cla-
ra y completa de la familia de curvas en el espacio fase, de
hecho, el objetivo en este tipo de enfoque es obtener la ima-

gen mas completa posible del retrato fase.
Problema de los dos cuerpos
Consideremos el problema de los n cuerpos para n igual a

dos. Usando una vez més la 2a. ley de Newton establecemos .

las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento del

gsistema

A A

. g =‘ Km1 m, rz—r1
oL o T -5, 102 Allrl-fzﬂ

»~ oA

- § ~ Km1 m o, rl-rv2

2 2 = A A A
TE AT e

Una forma de resolver este problema consiste en reducirlo a

un problema de fuerza central. . (Ver ([7}).

El espacio de cbnfiguracién de este problema es (R x R3)-
Alz-? R®é-A;, donde A;, estd formado por los puntos (xl,xz)eR6

A »~

tales que x;=X,.

El espacio fase es (R®-A;,) x R3 x R3 = (Rf-a;, ) x RS.



Problema de los tres cuerpos

Ahora supongamos que las particulas son tres, con masas
m, ,m, ,Mmy;. Bajo las mismas hipbtesis obtenemos el sistema

siguiente:

A~ ~N "r N
w Km; m, - romry Km; mg r3-ri
my Iy = S 5 ~ e + -z ~ 5 AN
REIT= IR | ley-xa] ] | lx1-r3]| ‘ | lrs-r1|]
AL N o» A
W Km; mp r1=rp . Kmy mg Yrs-r;
mzrzr = ez ~ ) ~ A T +. - ~ A Y y—
||r1—r2||2 REhe PR | lxo-rs]| | lrs~r,||
" Km) my ;1~;3 y Km, m3 | 22"23
m3, rs A A - - s A ey ry =
||z1=rs|]2 ||2,-T4]] | lxo-rsl]  [lrz-rsl]

Asi obtenemos un sistema de orden 18, ya que tenemos nueve

ecuaciones escalares de orden dos cada una.
El espacio de configuracidén de este problema es

R3 x R3 x R3 - (Aj,v A.1‘3 Ubog) = R? - (A1oV A13U Ap3) donde

» »

Ay, estd formado por los puntos (x1,%,,%x3)e R? tales que X;=X,,

» »

A A " . :
Ay3 estd formado por- los puntos (x1,%5,%3) € R? tales que x;=X3 ¥
. PO

~ » » B
A,3 estd formado por los puntos (X;,Xp,X3)e RY tales que X,=X3.

El espacio fase del problema serd



[R9-— (AypuU Ap3V A?_‘g)] x'R¥ x R® x R® = (R? - (AjpU Ay3V Ayp3))x RO

El problema de los tresICuerpos no ha sido resuelto hasta la
fecha, no~obs£ante,“que muchos de los mejores matemdticos han
dedicado parte de sus esfuerzos a tratar de resolverlo. Estos
ésfuerzqs no han sido vanos, puesto que por un lado han rendi-
do‘informaéién‘paréial y por otro lado han fructificado en la
cfeacién de nuevas teorias y herramientas mateméticas. Baste
dar el ejemplo de H. Poincaré§, (Poincaré iﬂauguré el enfoque
éualitativo;de prbblemés de mecénica) gue al analizar el pfo4'
blema de los tres cuerpos restringido fue conducido a hacer
cOnsideraciones»de tipo topolégico (diferencial) y con esto
pusb los cimientos de las teorias hoy conocidas como topblo¥

gié algebraica y topologia diferencial.

Nota. Posteriormente,publicaremds tanto una resefia histbrica
del desarrollo de la MecAnica Celeste y sus repercusiones en
las Matemdticas, como una exposicién detallada del problema

de los tres cuerpos.

-34.



Guia de Notacidn
R3 Espacio euclidiano de dimensifn tres

d2,£'(t) . : . - .
— el punto arriba de la funcidn indicaréd la
dt

derivada con respecto a t.

r(t) =

r(t) =|J£(t)||_% longitud o norma del vector r(t)
K es una constante positiva que sblo depende de“las unidades
V(t) = r(t)

v =[]v]]

W
*
o>

denota el producto escalar o interno de los vectores

o
<
o'

~ »

a % b denota el producto vectorial de los vectores a y b.

X(t) denota el vector de posicién de P en R en el tiempo t.

x| denota el valor absoluto de x

P )
r; vector de posicidn de 1la p‘articttlaqi
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