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Supongamos que tenemos n partículas puntuales q 1 ,q2 , ••• ,q 
n 

en R3 con masas m1 ,m2 , ••• ,mn respectivamente. Pensemos 

qúe estas partículas interaécionan entre_ sí, siguiendo 1a 

Ley de la Gravitaci6n Universal, e~ otras palabras, las par­

tículas se atraen mutuamente con una fuerza de intensidad 

directamente proporcional al producto de las masas e inver­

samente al cuadrado de las distancias. . El estud'io del com­

portamiento de este. sistema a partir de ciertas posiciones y 

velocidades iniciales es conocido como el problema de los 

n-cuerpos. 

El problema de los n-cuerpos no ha sido resuelto para n~J. y 

Mecánica Celeste es exactamente la teoría matemática que e·s­

tudia este problema. 

Aqui haremos una introducci6n al ataque cualitativo del pro'­

blema de los n-cuerpos por medio del estudio de un problema 

simple de mecánica, a saber, el problema de fuerza central en 

la recta. 

Esto tiene la finalidad de que los lectores se familiarizen 

con este tipo de enfoque y, puedan abordar más tarde estudios 
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de naturaleza semejante, de problemas que no han sido resuel-

tos, como el problema de los tres cuerpos restringido. 

Al final del trabajo se incluye una lista de libros que tra-

tan temas relacionados con el estudio cualitativo de proble-

mas de mecánica. También se explica la notaci6n usada durante 

la exposici6n. 

Pasemos a ver cual es el problema de fuerza central. 

Consideremos una partícula puntual p con masa m en R3. Supon-

gamos que esta partícula es atraída hacia un punto fijo de R3 

llamado centro, por una fuerza con intensidad directamente 

proporcional a la masa e inversamente propo}:cional al cuadra-

do de la distancia . 

... 
Denotemos por r(t) a la funci6n que nos da la posici6n de la 

partícula p en el tiempo t y coloquemos al centro en el origen 

de R3. 

Tomando en cuenta que la segunda ley de Newton dice que la 

fuerza es igual a la masa por la aceleraci6n {F=ma) , podemos 

establecer las ecuaciones diferenciales que gobiernan la evo~ 

luci6n del sistema. 

... 
m ~(t) Km -r(t) 

(r(t}} 2 r(t) 
I 



Esto e?, obtenemos un sistema d~ orden seis, ya que I puede' 

ser escrito como tres ecuaciones escal~res de orden dos, 

cada una. 

Entonces el prob1lema consiste. en encontrar· las Sóluciones (en 

caso de que existan) y averiguar su comportamiento; Por ejem-

plo: ¿Son. periódicas?; ¿Son acotadas?; ¿Son estables?; ¿Están 

definidas para toda t?, etc. 

Intuitivamente, una evoluci6n en e.l tiempo es estable si al 
' , 

someterla a una pequeña perturbación (que puede ser instan-

tánea o ,no), la evolución resultante se "parece" mucho a la 

original, esto es, a la no perturbada. El grado de parecido 

que uno necesita, en general, está dictado por las caracterís-

,tica·s del problema práctico que se está tratando de resolver. y 

del cual el problema matemátic;:o es sólo un modelo aproximado. 

Existencia de so.luciones 

, Aplicando el teorema de existencia de Cauchy,(ver sección 4 

de [8]) a nuestro sistema de ecuaciones, sabemos;' que dadas 
" ,., 

las condiciónes iniciales [t
0

,p 0 ] y [t
0

,v 0 ] existe un inter~ 
\ 

valo'de tiempo (t 0-a, t 0+S) con a>O, (3>0 y una única función 

~(t) definida en ese intervalo tal que: 

... 
1) p(t) satisface la ecuaci6n diferencial I 



A h A 

2) p(t) satisface las condiciones iniciales, esto es, p(t
0
)=p

0 

O sea que el problema de existencia de soluciones de la ecua-

ci6n I está resuelto. 

Espacio de configuración y espacio fase 

Si tomamos el espacio formado por todas las posibles posicio-

nes que puede ocupar P, obtenemos, el espacio llamado de con-

figuración del problema. O sea que nuestro espacio de confi­

guraci6n es R3 -[0] ya que r tiene que ser diferente de cero 

para que I est~ definida. 

Si tuviésemos dos partículas el espacio de configuraci6n sería 

( R 3 - [ 0 ] ) X ( R 3 - [ 0 ] ) • 

Por un estado del sistema, entenderemos, la informaci6n míni-

ma (en un tiempo dado) que determina totalmente la subsecuente 

evoluci6n del sistema. En nuestro caso, si conocemos la posi-

ci6n y velocidad de P en el instante t aplicando el teorema 

de existencia de Cauchy, vemos que el movimiento del sistema 
,.. 

queda completamente determinado, ya que, p(t) es única. Ade-

más es claro que esta informaci6n es la mínima suficiente para 

determinar la conducta del 1 sistema. 



En otras palabras, un estado de nuestro problema será una 

pareja (;,;,·donde ;E(R3-[0]} y ~ER3 7 esto es,~ denota 
... 

una posible posici6n de P y V denota una posible velocidad 

de P. 

Entonces si formamos el espacio de todos los posibles esta-

dos del Ristema obtenemos el espacio fa.se del problema. En-. 

nuestro caso, el espacio fase es (R3-[0]) x R3 

... 
Supongamos que p (t) denota una soluci6n de la ecuaci6n. di-

" ferencial I que llena las condiciones iniciales (t
0

,pD) y 
... ... 

(t
0

,v
0
). Sea (t

0
-a ,t

0
+13) el intervalo en que p(t) esta de-' 

... 
finida y definamos la funci6n S: (t

0
-a, t

0
+13)-r(R3-[0]} x R3 

del siguient.e modo 

. ... ... " s (t) = (p (t) ¡ p (t) ) II 

Entonces la imagen del intervalo (t
0
-a, t 0+13) será una curva en 

"' ... 
el espacio fase que contiene al punto (p 0 ,v 0 ). 

De esta forma dado cualquier punto del espacio fase' ~plicando 

el teorema de existencia de CaUchy podemos encontrar una cur-

va del tipo de 11 que pasa a través del punto dado. 

Un momento de reflexi6n sobre la unicidad de la soluci6n de r· 

hace ver que las curvas obtenidas no se intersectan. Esto no 

sucede si consideramos las curvas correspondientes en el 



"' espacio de configuraci6n, esto es, C: (t
0
--a, t

0
+e}--rR 3-[0] 

... "' 
dada por C(t) = p(t). O dicho de otra forma, las traye~to-

rias descritas por la partícula en R3-[0]. 

La familia de curvas considerada en el espacio fase es co-

nocida con el nombre de retrato fase. 

Integrales del movimiento 

S.ea E la suma de la energía cinética y la energía potencial 

del sistema, o sea la energía total del sistema, 

E = !. m v2- Km 
2 r III 

Notemos que E tiene como dominio el espacio fase y como con-
' 

tradominio los reales R. 

Aver.±güemos como varía E a lo largo de las curvas obtenidas 

en el espacio fase. Una forma de hacerlo es tomar la deriva-

da de E a lo largo de una de esas curvas, esto es, calculemos 

la derivada con respecto al tiempo de la siguiente composi-

ci6n de funciones 

d 
dt 

,., 1 .,., 

(to-a, to+B) S(t) _,, (R3- to}) X R3 E(r,v) R 

... 
E•S(t) 

d ... ;. 
= dt E(P (t), p(t)) 



d 
= dt 

• • 
1 ... " 
(~ p (t) * p (t)-

m ~ (t) * ~ (t) + Km (p (t) *p (t) -~)e; (t) *~ (t)) 

en vista. de I ,, obtenemos 

• 
m ~ (t) * ~ 

p 
( -p ( t) ) +, Km p ( t) * $ (t) = o 

p3 

, 
Por lo tanto E es constante a lo largo de la curva, o, en otros 

términos, la energia total se conserva durante el movimiento 

del sistema. 

La siguiente funci6n, también tiene la propiedad de mantener­

se constante durante el movimiento del sistema 

definida pnr P et, ;l .. ... = r X V 

Funciones. como E y P son llamadas integrales del sistema. 

En general las integrale.s arrojan mucha luz sobre el compor­

tamiento del sistema. A continuaéi6n veremos un ejemplo, de 

como haciendo uso de la integral energía total, podemos ob-

tener, primero, una so¡uci6n particular y segundo una imagen 
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de la familia de curvas en el espacio fase del problema de 

fuerza central en la recta. 

Notemos que si G es una integral, entonces G- 1 (a), es en gene-

ral un subconjunto del espacio fase compuesto de curvas comple­

-1 
tas y la dimensión de G (a) es menor que la del espacio fase. 

Problema de fuerza central en la recta 

Modifiquemos el problema de fuerza central de la manera si-

guiente: 

La partícula P s6lo se podrá mover a lo largo de una recta f i-

ja en la cual se encuentra el centro. Las otras hipótesis 

quedan inalteradas. 

Coloquemos al cero en el centro. 

La ecuación I se transforma en 

MX = Km 

x2 

-x 
TXT IV 

y la expresi6n de la. energía III se transforma en 

l Km 
E= 2 m v2 - fü· V 



En este caso el espacio de conf iguraci6n. es R- [O]·, y el es-

pacio fase es (R-[OJ) x R. 

Ahora busquemos todos los posibles movimientos para los cua:-

les la energía total es cero y la partícula se mueve en la 

semirecta de los números positivos. 

La ecuaci6n V se convi.erte en 

1 
2m 

Km 
X 

= o 

y de aqui obtenemos, 

lx dx.. /2K 
dt = 

integrando con respecto a t, se tiene que 

o sea 

~X~ = /2f( 
3 

t + constante 

x {_t) = (:~ /2K' t+y ft 

La constante y la podemos determinar ,sabiendo la posición 

ini.cial de P. El hecho de que la posición inici.al sea suf i­

ciente para determinar completame~te el movimiento se debe a 



la hip6tesis de que la energía total es cero . 

. observemos que x (t) esta definida para toda t y que 

~(t) = 
(~ /2K t+y) 

tiende a - 00 cuando t tiende a -y por la izquierda y 
_l l2K 
2 

-y 
tiende a +00 cuando t tiende a por la derecha 

~ J2K 

Es claro que t = -y es una singularidad de la soluci6n 
o _l /2K 

2 . 

x(t), ya que su derivada no está definida ahi. 

A continuaci6n dibujaremos las gráficas de las soluciones ob-

3 tenidas para los valores de y, - 2 , O y 1 que corresponden a 

' . ·~ .... 
ro , o1.: !"' o 1-¡ Y ; ' 

.; :._ , ) las posiciones iniciales 
·-
iQ , : .\ , 

Y:I 

--- - - -



Para y =O, dibujemos la gráfica de la velocidad 

x 

I 

Ahora veamos qué C"Urva obtenemos en el espacio fase 

t* 
1 
1 
1 
l 
1 
\ 
1 

l 
l 
l 
l 
l 
1 

1 



En el siguiente dibujo. ilustraremos. las regiones correspon-

dientes a diferentes signos de la 

t x 
1 

' 1 

energÍ.a 

' o ------~-------------.~~~º;.._,--~,~.--~~·~4--------------~>~ 

1 

1 

1 

1 
El subconjunto del espacio fase para el cual E es menor que 

cero es abierto, no acotado en las direccl.ones de los ejes y 

tiene dos componentes, (Cada una de ellas homeomorfa a un dis-

co abierto.) , una a la izquierda del eje x y la otra a la de­

recha del mismo eje. (Recuérdese que el eje x no pertenece al 

espacio fase} • 

El subconjunto para el cual E es igual a cero consta de cua-

tro curvas simples (Cada una de ellas homeomorf a a un inter-

valo abiertQ), no acotadas en las direcciones de los ejes, 

que forman la ~rontera de los subconjuntos ~<O y E~O. 

Por último .el subconjunto en el cual E es mayor que cero, es 

abierto, no acotado en las direcciones de los ejes y ti.ene 

cuatro .componentes. (Cada una de ellas· hom~omorf a a un disco 

abierto) • 



Un pequeño análi.sis de la ecuación x._2. = 2E + 2K 
. . \xi 

nos revela la siguiente familia de curvas en el espacio fase. 

Gran parte del comportamiento cualitativo del sistema es re-

velado por esta última figura. Cuestiones acerca de movimien-

tos acotados en posiciones, acotad.os en velocidades, movimien-

tos estables, etc., pueden ser contestadas simplemente examinando 

la figura ... 
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Claro que no siempre es posible obtener una imagen tan cla-

ra y completa de la familia de curvas en el espacio fase., de 

hecho, el objetivo en este tipo de enfoque es obtener la ima-

gen más completa posible del retrato fase. 

Problema de los dos cuerpos 

Consideremos el problema de los n cuerpos para n igual a 

dos. Usando una vez más la 2a. ley de Newton establecemos 

las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento del 

sistema 

... ... 
,., Km 1 m2 r2-r1 

m1 r1 = 11i\-r2 11 2 1 Ir -r 11 1 2 

... ... .. Km 1 m r1-r2 
" 2 

m2 r2 = " ... ... ... 
11 r -r 11 2 11 r1-r2 l I 

1 2 

Una forma de resolver este problema consiste en reducirlo a 

un problema de fuerza central. ·• (Ver \_71) • 

El espacio de configuraci6n de este problema es (R 3 x R3
)-

" ,., 
~ 12 = R6-~ 12 donde ~ 12 está formado por los puntos (x 1 ,x 2 )ER6 

tales que x 1=x 2 . 



Problema de los tres cuerpos 

Ahora supongamos que las partículas son tres, con masas 

m
1 

,m< ,m.3. Bajo las mismas hip6tesis obtenemos el sistema 

siguiente: 

... ... ... 
e 

... .. Km1 m2 r2-rl Km1 m3 r3-rl ,.. 
m1 r1 = + ... ,.. ... ,.. ... ,.. ... ... 

llr1-r2ll 2 11 r1-r2 l I 11 r1-r311 2 11r3-r i 11 

... ... ,.. ... . ' Km1 m2 r1-r2 Km2 m3 r3-r2 ,,.. 
m2r2 ' ... ... ... ... + ... ... ,.. ... 

l lr1-r2l l 2 11 r1-r2 l I 11 r2-:-r3 l I 11 r3-r2 l I 

,.. ... " " ' .. Km 1 m3 ri-r3 Km2 m3 r2-r3 ... 
m3 r3 = + .... ... ... " ... ... 

l lr1-r3 l l 2 11 ri -r 3 ·11 llr2-r3ll 11 r2-r31 I 

Asi obtenemos un sistema de orden 18, ya que tenemos nueve 

ecuaciones escialares de orden dos cada una. 

El espacio de configuraci6n de este problema es 

R3 X R3 X :R3 - U112u L'.13 ut.23) = R9 - (L'.12U l'.13U l'.23) donde 

" 
,.. ,.. ... ,.. 

l'.1 2 está formado por los puntos (x 1 ,x2 ,x 3) E R9 tales que X1=X2, 
,.. 

" 
,.. ,.. ... 

il 13 está formado por·los puntos (X1 ,X2 ,X3) € R9 ,tales que X1=X3 
... ,.. ... ... ... 

l'.2 3 está formado por los puntos (X1,X2,X3)E R9 tales que X2=X3 • 

El espacio fase del problema será 

y 



El problema de los tres cuerpos no ha sido resuelto hasta la 

fecha, no obstante, que muchos de los mejores matemáticos han 

dedicado parte de sus esfuerzos a tratar de resolverlo. Estos 

esfuerzos no han sido vanos~ puesto que por un lado han rendi­

do informaci6n parcial y por otro lado han fructificado en la 

creaci6n de nuevas teorías y herramientas matemáticas. Baste 

dar. el ejemplo de H. Poincaré, (Poincaré inauguró el enfoque 

cualitativo .de problemas de mecánica.) que al analizar el pro­

blema de los tres cuerpos restringido fue conducido a hacer 

consideraciones de tipo topol6gico (diferencial) y con esto 

puso los cimientos de las teorías hoy conocidas como topolo­

gía algebraica y topología diferencial. 

Nota. Posteriormente publicaremos tanto una reseña hist6rica 

del desarrollo de la Mecánica Celeste y sus repercusiones en 

las Matemáticas, como una exposici6n detallada del problema 

de los tres cuerpos. 
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Guía de Notación 

R3 Espacio euclidiano de dimensión tres 

" = d 2 r(t) 
dt2 

,.. 
r (t) el punto arriba de la función indicará la 

derivada con respecto a t. 

,.. ,.. 
r (.t) = ¡ ,¡ r (.t) 11 = longitud o norma del vector r (t) 

K es una constante positiva que sólo depende de·las unidades 

,.. ,.. 
V (t) = r (t) 

V =11~1 I 

... ,.. 
a * b denota el producto escalar ~ interno de los vectores 

"' "' a y b 

"' ,.. "' ,.. 
a x b denota el producto vectorial de los vectores a y b. 

X (t} dé.nota el vector de posición de P en R en el tiempo t •. 

!xi denota el valor absoluto de x 

·A 

ri vector de posición de la partícula qi 
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