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Advertencias. Es dificil leer y escribir sobre la historia de la matematica
sin empaparse en los detalles técnicos. También es dificil escribir una
panoramica del desarrollo geométrico del siglo XX sin introducir de
una manera u otra la ‘deformacién hiperbdlica’ que resulta de abundar
y detallar mas sobre los descubrimientos mas recientes y dar por bien
conocidos los logros més antiguos. Al aceptar la invitacion para escribir
este articulo yo ya tenia una cierta idea de que no podria proporcionar
un relato autocontenido y que necesariamente tendria que demandar
mucha tolerancia e indulgencia por parte de los lectores. Ciertamente
no podria aspirar a satisfacer la curiosidad y los gustos de un tipo
de lector sobre otro. En el piblico de la “Miscelanea Matematica”
hay de todo: estudiantes, profesores de educacién media, profesores de
universidad, investigadores, expertos en geometria diferencial, etc. He
tratado, hasta donde he podido, de contar una historia, y he tratado
también hasta donde he podido, de decirle algo a casi todos los lec-
tores. Quizd a los verdaderamente expertos y versados en la geometria
diferencial no tengo nada que decirles, pero tal sector es absolutamente
minoritario entre el publico general de “La Misceldnea”. Aquellos lec-
tores que no tienen suficientes conocimientos técnicos pueden omitir
la lectura de las secciomnes 3 y 6 y quedarse con el recuento histérico
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solamente. Sin embargo, inclui dichas secciones esperando contribuir
un poco a la sintesis que de la geometria diferencial puedan hacer los
alumnos de posgrado y algunos colegas especialistas en dreas cercanas,
como el algebra, la geometria algebraica y la fisica matema4tica. Final-
mente, la bibliografia no pretende ser exhaustiva, pero si dar una idea
de referencias significativas donde los interesados puedan encontrar los
detalles técnicos en los trabajos originales. Atendi casi todas las criticas
y sugerencias de las personas que leyeron el manuscrito original, pero
debo decir a estas personas que, en el promedio de las opiniones y las
criticas, lo que se ha quedado era lo que parecia contar con las mejores
razones para quedarse y lo que se ha omitido se omiti6é también con base
al subjetivo promedio de las razones que habia para que tal material
no fuera incluido.

1 Antecedentes de la geometria diferen-
cial.

La palabra geometria proviene del griego y su significado original parece
responder a la tarea de medir terrenos; no es dificil imaginar que, de
tal actividad, se hicieran abstracciones que a la postre condujeran a
la determinacién de las propiedades fundamentales de los tridngulos,
de los rectingulos, etc. La sintesis de la experiencia acumulada de
medir y estudiar terrenos quedé contenida en el libro “los elementos”
de Euclides, escrito tres siglos antes de la era cristiana. En ese libro se
mostré la geometria como una ciencia que deduce una gran cantidad
de propiedades generales de las figuras geométricas a partir de una
lista relativamente pequeiia de propiedades fundamentales que se toman
como punto de partida. Esa lista se conoce como los postulados de
Euclides.

Hoy en dia, cuando pensamos en la geometria, entendemos bdsi-
camente lo mismo; decimos que es la rama de la matemadtica que se
encarga de estudiar las propiedades del espacio y de los objetos en el
espacio. La nocién misma de espacio se precisa a través de un conjun-
to de postulados o axiomas que definen el escenario abstracto donde
habitaran los objetos; éstos, a su vez, estan caracterizados por rela-
ciones entre sus constituyentes bdsicos (eg, ciertos puntos o lineas en
el objeto). La diferencia es que, al evolucionar, la geometria amplié su
campo de estudio y fue, del escenario inmediato proporcionado por la
tierra y por las figuras trazadas sobre su superficie a escenarios mucho
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mas generales, donde nuestros sentidos han de emplearse de manera
relativamente indirecta para darnos intuicién.

El término geometria diferencial se refiere al estudio de la geometria
empleando como herramienta los métodos del célculo diferencial (eg,
tomando limites y derivadas). Las bases de la geometria diferencial
pueden situarse en la segunda mitad del siglo XVII y atribuirse a
Isaac Newton como inventor-descubridor del cilculo diferencial en su
biisqueda por entender y caracterizar el movimiento de los objetos en el
espacio (como por ejemplo, el movimiento de los planetas). Sin embar-
g0, no fue sino hasta principios del siglo XIX que, con los trabajos de
Carl Friedrich Gauss, la geometria diferencial tomara un rumbo propio
dentro de la matemdtica (ie, un rumbo independiente de la fisica), al
enfatizar y evidenciar el cardcter intrinseco de algunas propiedades de
los objetos en el espacio. Por ejemplo, la nocién de curvatura que hoy
empleamos para curvas y superficies se debe a Gauss y lo intrinseco
del concepto radica en el hecho de que — hablando en general, y de
manera simplificada — si uno conoce la curvatura de un objeto, uno
conoce el objeto.

Por otra parte, Gauss, Nikolai Lobachevsky y Janos Bolyai, de ma-
nera casi simultdnea pero independiente, concibieron y desarrollaron
una forma espacial en la que uno de los postulados de Euclides se rem-
plazaba por otro diferente: en lugar de que por un punto fuera de una
recta dada, sélo pasara una unica recta paralela a ésta, ellos permi-
tieron la posibilidad de que pasara mds de una. El resultado es una
geometria distinta a la proporcionada por la del espacio fisico de nues-
tros sentidos, pero tan consistente y sélida como la de Euclides desde
el punto de vista de sus resultados y teoremas. Un poco después, hacia
la segunda mitad del siglo XIX, Bernhard Riemann, el talentoso estu-
diante de Gauss, desarrollé una geometria alternativa en la que por un
punto fuera de una recta dada, no es posible trazar paralela alguna a
dicha recta.

Desde el punto de vista de la mateméatica moderna, son los traba-
jos de Gauss y Riemann los que fundamentan la geometria diferencial
actual. Riemann generalizé las ideas de Gauss y escribié dos traba-
jos célebres que contribuyeron enormemente al desarrollo futuro de la
topologia y la geometria: (1) su disertacién doctoral, sobre las bases
para una teoria general de funciones de variable compleja (1851), donde
aparecen por primera vez las ideas que condujeron a la nocién que hoy
tenemos de superficie de Riemann y, (2) su disertacién para ser ad-
mitido como docente privado (y poder recibir pagos directamente por
concepto de cuotas estudiantiles), sobre las hipdtesis que forman los
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fundamentos de la geometria (1854), en la que aparecen, entre otros
conceptos, las ideas de lo que hoy llamamos variedades diferenciables e
invariancia ante difeomorfismos, ademas de discutir con toda claridad
algunas ideas que dieron paso a grandes aplicaciones de la geometria a
la fisica matemadtica en manos de Einstein y Poincaré. Una traduccion
al inglés de esta segunda disertacién de Riemann se puede encontrar en
el segundo volumen de la monumental obra de Michael Spivak, [79].

El siglo XIX afnadié6 al estudio de la geometria diferencial los traba-
jos de Felix Klein y Sophus Lie sobre lo que hoy llamamos la teoria de
grupos de Lie (1870). Los grupos de Lie son grupos que, ademas de su
estructura algebraica, poseen una estructura adicional; la que se nece-
sita para que califiquen como ‘espacios’ en el sentido de la geometria
diferencial. Los grupos de Lie testifican sobre (dan fé de) la simetria
que tienen algunos espacios u objetos geométricos. La razon por la que
los grupos de Lie son tan itiles en la matematica es porque, hablando
vagamente, si uno conoce todas las simetrias que pueda tener un objeto
(o un espacio), uno conoce el objeto (o espacio) de que se trata.

Aparentemente fue Klein quien evidencié el potencial geométrico de
la teoria que Lie desarrollaba con el propésito de resolver ecuaciones
diferenciales. Pensando en las geometrias que ya se entendian como
ejemplos concretos por los trabajos de Euclides, Gauss, Lobachevsky,
Bolyai y Riemann, Felix Klein se di6 cuenta de que, el estudio de un
tipo especifico de geometria, se traducia en estudiar las relaciones que
permanecen invariantes ante las transformaciones de algin grupo es-
pecifico; concretamente, alguno de los grupos estudiados por Lie. El
primero en realizar en forma explicita, exhaustiva y sistematica el pro-
grama de Klein, fue Henri Poincaré al proporcionar un modelo ho-
mogéneo (ie, un modelo del tipo G/H, siendo G un grupo de Lie y
H C G un subgrupo cerrado) del plano hiperbdlico. De gran relevan-
cia son también los resultados algebraicos obtenidos por David Hilbert
quien, motivado también por las ideas de Lie y Klein, sent6 las bases
de la teoria moderna de los invariantes.

2 La primera mitad del siglo XX.

Hilbert y Poincaré fueron las dos grandes figuras de la matematica
europea al final del siglo XIX y el trabajo de ambos impact6 profunda-
mente el desarrollo de la geometria del siglo XX. El trabajo de Hilbert
est4 presente en el fundamento de la geometria algebraica (también lla-
mada geometria analitica) y en las aplicaciones del andlisis a la fisica
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matemadtica. Por otro lado, el trabajo de Poincaré estd presente en el
fundamento de la topologia, la teoria de sistemas dindmicos y las apli-
caciones de la geometria diferencial a la fisica matemética. Conviene
notar que un algo que tuvieron en comin fue precisamente su interés
por la fisica. Hilbert fue el maestro que inspiré a toda una generacién de
analistas dedicados al estudio de las ecuaciones diferenciales parciales
de la fisica matemaética y a lo que hoy reconocemos como teoria de ope-
radores (eg, J. von Neumann, R. Courant, O. Friedrichs, L. Schwartz,
L.S. Sobolev, etc., y hacia la segunda mitad del siglo XX a L. Niren-
berg y P. Lax, entre otros). Por otro lado, las clases de Poincaré en
la Universidad de Paris, desde 1881 hasta su muerte en 1912, versaron
casi invariablemente sobre temas de fisica (mecanica celeste, electro-
magnetismo, fluidos, astronomia, etc.). Poincaré fue un precursor de
la teoria de la relatividad y un gran entendedor de los modelos del es-
pacio tiempo en los que el grupo de isotropia hubiera de ser el grupo
de transformaciones de Lorentz (ie, modelos homogéneos G/H, en los
que H fuera el grupo de Lorentz; de hecho el modelo més sencillo toma
G igual al producto semidirecto de H con el espacio-tiempo y el grupo
resultante se llama precisamente el grupo de Poincaré). Esta fue quiza
la contribucién més trascendente de Poincaré a la fisica y el espiritu de
sus resultados evidencian inspiracién en las ideas de S. Lie y F. Klein.
El camino seguido por Poincaré hacia la teoria de la relatividad es dis-
tinto al seguido por Albert Einstein. El lector puede cbtener una mejor
idea de lo que est4 involucrado al reclamar la paternidad de la teoria
de la relatividad en la resena [81].

Las ideas de Klein y Lie también fueron recogidas en la 1ltima
década del siglo XIX por Eli Cartan y es propiamente con él con quien
da comienzo la geometria diferencial del siglo XX. De hecho, el gran
desarrollo alcanzado por esta disciplina se debe enormemente al fecundo
trabajo realizado por Cartan, quien siguié obteniendo resultados hasta
entrada la cuarta década del siglo.

El trabajo de E. Cartan abundé en la teoria de Lie. Cartan desarro-
116 hasta sus tltimas consecuencias todo lo que podia estar relacionado
con el grupo de movimientos rigidos del espacio tridimensional (ée, el
grupo generado por las rotaciones y las translaciones), asi como su
generalizaciéon a dimensiones mayores. Entre otras cosas, descubrié la
representacion espinorial del grupo de rotaciones (1913) y lo que hoy
conocemos como las ecuaciones de estructura de un grupo de Lie. A
él se debe basicamente la clasificacién de las dlgebras de Lie simples,
en términos de las cuales pueden describirse todas las dlgebras de Lie.
El fue quien descubrié de qué manera ocurren y se acoplan dentro de
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las dlgebras de Lie simples diversas copias de una slgebra basica: sl,.
Por otra parte, y a la luz de los trabajos de Tullio Levi-Civita (1917)
—- alumno de Gregorio Ricci en la Universidad de Padua — sobre el
transporte paralelo de vectores tangentes en espacios curvos del tipo es-
tudiado por Riemann, Cartan desarroll6 también un aparato algebraico
y analitico que sirvié de ejemplo primero, y enlace después, a la teoria
general de coneriones en espacios fibrados principales y vectoriales de-
sarrollada por C. Ehresmann (1940). Este fue su método del repére
mobile.

3 Una descripcion técnica: las fibraciones
diferenciables.

Las nociones de fibrados principales y vectoriales son un importante
producto del siglo XX. Resultaron de la evolucién de las ideas mane-
jadas por Gauss sobre el cardcter intrinseco de la geometria de curvas
y superficies. Hoy entendemos que una variedad diferenciable M viene
acompafada de un fibrado vectorial m : TM — M, siendo TM el
agregado de todos los vectores tangentes en la variedad, en tanto que
TM = UgepT,M y T, M es el espacio vectorial de todos los vectores
tangentes en el punto x € M. Un hecho muy importante es que el
espacio TM es, a su vez, otra variedad diferenciable. La poderosa he-
rramienta del algebra lineal — a través de los teoremas centrales del
calculo diferencial (el Teorema de la funcién inversa y el Teorema de
la funcién implicita) — queda incorporada a la geometria diferencial al
notar que las funciones diferenciables F' : M — N pueden caracteri-
zarse por el hecho de que, en cada punto z € M, la derivada define una
aplicacién lineal d Fy, : T,M — TrpzyN. Podemos hablar entonces del
conjunto C*®°(M, N) de aplicaciones diferenciables entre las variedades
diferenciables M y N. Por ejemplo, la aplicacién m : TM — M que
asocia, a cada elemento de U,e T, M — que, por definicién, pertenece
a T, M para algin x € M — el punto z, es diferenciable. Por lo tanto
m € C®°(TM,M). La imagen inversa de un punto z € M bajo 7 es
por definicién la fibra sobre el punto z y por construccién, 7=1(z) es el
espacio vectorial T; M; de ahi el nombre de fibrado vectorial para TM.

La primera y més gruesa simplificacién que se puede hacer en el
estudio de las variedades diferenciables, es no distinguir entre M y N
si existe una aplicacién diferenciable F' : M — N, invertible y con
inversa F~!: N — M diferenciable. Decimos entonces que M y N son
variedades difeomorfas y escribimos M ~ N. En particular, al estudiar
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cualquier variedad diferenciable M, uno concentra su atencion en el
grupo Diff(M) C C*(M, M) de todas las aplicaciones diferenciables,
invertibles, con inversa diferenciable. Por razones obvias, Diff(M) se
llama el grupo de difeomorfismos de M.

Por otro lado, el “método de construccién” de la variedad T M em-
pleando objetos del algebra lineal, rapidamente da lugar a construc-
ciones mas generales: no es dificil pasar del agregado de espacios vec-
toriales TM = U,epn T, M, al agregado End TM = Uzep End T, M —
en el que End T, M denota el espacio vectorial de las aplicaciones li-
neales del espacio vectorial T, M en si mismo. De aqui se obtiene otro
fibrado vectorial, 7 : End TM — M, siendo 7 la aplicacién que asocia,
a cada elemento de Uzep End T, M — que, por definicién, pertenece a
End T, M para algin z € M — el punto z.

De manera similar se construyen 7*M = Uzep Hom(T, M, R) — el
fibrado vectorial cotangente asociado a la variedad M, y después los
diversos fibrados tensoriales TP(M) = UzepT:M ® -+ -p-veces: -+ ®
T MTM®---g-veces---®@T M. Todas estas construcciones tienen
estructura de variedad diferenciable y todas vienen equipadas con la
correspondiente aplicacién diferenciable m € C*®(TP(M), M), en la
que la fibra 771(z) es, por construccién, el espacio vectorial T,M ®
coop-veces- - @ T,M  TyM ® ---g-veces--- ® Ty M. Usando iso-
morfismos conocidos del algebra lineal — por ejemplo, End T, M =~
T,M ® T; M — se obtienen algunos difeomorfismos entre los fibrados
correspondientes — por ejemplo, End TM ~ T'(M).

Similarmente, se puede pasar de End TM al agregado F(T'M) =
Ugzen GLT, M de grupos; en cada punto z € M se consideran todas las
aplicaciones lineales invertibles del espacio vectorial T, M en si mismo.
Como bien se sabe del algebra lineal, cada una de éstas transforma-
ciones se puede identificar con una base del espacio vectorial T,M. De
esta manera, F(T M) también puede interpretarse como el agregado
de todas las bases para los posibles espacios de vectores tangentes a
la variedad. Este es un ejemplo de fibrado principal. La caracteristica
central es que la fibra 771(z), de la aplicacién 7 : F(TM) — M es un
grupo de Lie — GLT,M en este ejemplo.

En sintesis, decir que una variedad diferenciable Br(M) es una fi-
bracién sobre la variedad diferenciable M significa que existe una apli-
cacién diferenciable 7 : Bp(M) — M con la propiedad de que, para
cada punto x € M es posible encontrar una vecindad U 3 z, y un
difeomorfismo ¢y : 771 (U) — U x V, que satisface p, o oy = 7. Aqui
F es una variedad diferenciable fija con la que se pueden identificar cada
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una de las fibras 77(z) y p; : U x V — U es la proyeccién (z,v) — z
al primer factor. La fibracién es vectorial, si F' es un espacio vectorial;
principal, si F' es un grupo de Lie; de dlgebras, si F tiene estructura de
algebra, etc.

Una concepcién muy importante realizada en el siglo XX es el haber
entendido a los objetos geométricos — ie, los objetos de estudio de
la geometria diferencial — como aplicaciones diferenciables o : M —
Br(M), en donde, siendo 7 : Bp(M) — M alguna fibracién, se tiene
que m oo = idy. Se dice entonces que o es una seccion de Bp(M).
Localmente, en un abierto U sobre el que 77} (U) ~ U x F, una seccién
o puede identificarse con una aplicacién diferenciable U — F, puesto
que, z — o(r) € n71(z) ~ F. Por ejemplo, un campo vectorial es
una aplicacién z — X, € T, M que, a cada punto de la variedad le
asocia un vector tangente en ese punto; decimos que se trata de una
seccion X: M — TM del fibrado tangente. Un campo vectorial es,
precisamente, un ejemplo de objeto geométrico. Asimismo lo son, una
funcién diferenciable f : M — R, una 1-forma diferencial 8 : M —
T*M, una métrica Riemanniana g : M — T*M ® T*M, una conexién
lineal V: M - T*M @ End T M, etc.

Un beneficio adicional que resulté de concebir los objetos geomé-
tricos como secciones de fibrados fue establecer correspondencias con
descripciones mucho mads algebraicas que analiticas. Ilustraremos esto
con los ejemplos mds significativos: las funciones diferenciables f :
M — Ry los campos vectoriales X : M — TM.

El conjunto C*(M,R) — que suele denotarse simplemente por
C*(M) — es un anillo conmutativo bajo la definicién de suma y pro-
ducto de funciones realizados punto a punto; f + h es z — f(z) + h(z)
y fhes x — f(x)h(z). Este anillo es muy importante porque la es-
tructura de variedad diferenciable esta codificada dentro de él. Esto
significa que se puede definir una variedad diferenciable especificando
el espacio topol6gico M y su anillo de funciones diferenciables C*(M).

Por otra parte, un campo vectorial X € C®(M,TM) se puede
identificar con una aplicacién R-lineal X : C®(M) — C*(M) que sa-
tisface la regla de Leibnitz X (fh) = fX(h) + hX(f). El conjunto de
aplicaciones R-lineales con esta propiedad se denota por Der C*°(M)
y sus elementos se llaman derivaciones. La fundamentacion de es-
ta correspondencia resulta de la observacién de que, localmente, en
un subconjunto abierto U C M donde pueden definirse coordenadas
{z!,...,z™}, una aplicacién R-lineal X : C®(M) — C*(M) que sa-
tisface la regla de Leibnitz puede escribirse en la forma X = X'3/0z! +
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-+++X™8/9z™, para un conjunto de m funciones (X1, ... , X™) dnicas,
con X' € C*(U); esto significa que X estd completamente determina-
do por (X',...,X™) que, a su vez, es lo mismo que una aplicacién
U — R™, pero esto es precisamente un campo vectorial definido en el
subconjunto abierto U.

Esta construccién pone de manifiesto una estructura algebraica adi-
cional que es la multiplicacién de las funciones X* € C*°(U) por las
derivaciones 3/0z*. Esto puede hacerse en general y se puede ver
que para cada f € C®(M) y cada X € Der C*(M), la aplicacién
fX : b fX(h) es una derivacién, gracias a que el anillo C®(M)
es conmutativo. La multiplicacién de funciones por derivaciones satis-
face formalmente las mismas propiedades que la multiplicacién de es-
calares por vectores y decimos entonces que Der C*(M) es un C®(M)-
mddulo. En general, todo fibrado vectorial da lugar a un C*(M)-
mddulo; el C°°(M)-mébdulo de sus secciones. Y viceversa: bajo ciertas
condiciones algebraicas, algunos C*(M)-médulos definen un fibrado
vectorial, univocamente determinado hasta un difeomorfismo.

Una vez realizada la correspondencia de campos vectoriales con las
derivaciones del anillo C*°(M), se obtiene una correspondencia sim-
ilar entre las 1-formas diferenciales 8 € C*(M,T*M) y las aplica-
ciones C*(M)-lineales 6 : Der C*(M) — C*®(M). Similarmente, una
métrica Riemanniana g € C®(M,T*M ® T*M) se identifica con una
aplicacién C'*°(M)-bilineal g : Der C*°(M) x DerC®(M) — C*®(M)
tal que, para cada campo vectorial Y € Der C*°(M), la aplicacién
X — ¢g(X,Y), que define una 1-forma diferencial, establece un iso-
morfismo Y +— g¢(-,Y) entre el conjunto de campos vectoriales y el
conjunto de 1-formas diferenciales. Igualmente, una conexién lineal
V € C*°(M,T*M ® End T M) se puede identificar con una aplicacién
V : Der C*(M) x Der C*(M) — Der C*(M), denotada por (X,Y) —
VxY, que es C*°(M)-lineal en el primer argumento mientras que en el
segundo argumento es aditiva y satisface (X, fY) — fVxY + X(f)Y.

4 La segunda mitad del siglo XX.

Eli Cartan impulsé también de manera decisiva el estudio de la topo-
logia de una variedad diferenciable a través de métodos algebraicos y
analiticos estudiando de manera concreta qué sistemas de ecuaciones di-
ferenciales parciales podian resolverse en una variedad. La herramienta
empleada fue el dlgebra de las formas diferenciales y el trabajo seminal
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realizado por Cartan en esta direccién quedé sintetizado a mediados
del siglo XX en el libro de G. de Rham [77].

Uno de los matematicos del siglo XX que més aplicd los métodos
algebraicos y analiticos de Cartan al estudio de la topologia de las va-
riedades Riemannianas fue Shiing-shen Chern. A Chern se debe en las
décadas de los afos cuarenta y cincuenta, el desarrollo de la teoria de
clases caracteristicas con métodos y aplicaciones de caracter geométrico
— a la Cartan — en contrapartida con el desarrollo de las clases carac-
teristicas realizado por Norman Steenrod con métodos principalmente
topolégicos. El estudio de las clases caracteristicas se inicié como tal
alrededor de 1935 por Hassler Whitney en Harvard y por Eduard Stiefel,
este tltimo era entonces un estudiante de Heinz Hopf en el Instituto de
Matematica Aplicada de la Escuela Técnica Superior en Ziirich, Suiza.
Otros dos autores que contribuyeron significativamente al estudio de la
topologfa con métodos diferenciales al estilo de Cartan y Chern fueron
L.S. Pontryagin y John Milnor; es en el trabajo de éstos ultimos que
puede situarse la consolidacién de la llamada topologia diferencial. En
particular, Milnor fue el primero en descubrir en 1964 estructuras dife-
renciables exdticas en las esferas. Anos después, en 1982, como conse-
cuencia de los trabajos de Simon Donaldson, se descubririan estructuras
diferenciables exéticas en R (eg, [28] y [83]).

Una buena sintesis del conocimiento generado y de los métodos
desarrollados por el estudio de las clases caracteristicas y la topologia
diferencial se consiguié en el libro [10]. Dicho tema concentré durante
algin tiempo la atencién de los geémetras en el anillo de cohomologia
asociado a una variedad. En este terreno, y particularmente, en la
interaccién del dlgebra con el andlisis y con las acciones de los grupos
de Lie, Henri Cartan — hijo de Eli Cartan — realizé contribuciones
fundamentales donde pueden ubicarse los origenes matemadticos de la
llamada supersimetria. Una elocuente descripcién del trabajo de H.
Cartan en el lenguage moderno de la supersimetria ha sido conseguida
en [51], donde ademds, se incluye una reproduccion de los dos trabajos
centrales de H. Cartan en esta drea ([23] y [24]).

H. Cartan incursioné también en el estudio de la mecanica hamilto-
niana desde un punto de vista geométrico; a él se debe la caracterizacién
de la 2-forma simpléctica canénica que habita en el fibrado cotangente
de una variedad, asi como su empleo para producir cantidades con-
servadas asociadas a un sistema hamiltoniano. En esta direccién H.
Cartan fue el gran inspirador del desarrollo de la geometria simpléctica
en los afios 60 y 70 con los trabajos de A. A. Kirillov, B. Kostant, J.
Marsden, A. Weinstein, V. Guillemin y S. Sternberg, principalmente.
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Finalmente, H. Cartan también contribuyé al desarrollo del 4lgebra
homoldégica, de la teoria de gavillas, de la teoria del potencial, de la
topologia algebraica, pero sobre todo, de la teoria de las funciones de
una y varias variables complejas.

El anélisis de las funciones de variable compleja cobré gran impor-
tancia en la geometria desde el trabajo fundamental de Riemann. La
mejor sintesis conseguida hacia el inicio del siglo XX, donde se unifi-
caban las ideas de Riemann con las de Klein y Poincaré, s¢ debe a
Hermann Weyl quien consigui6 describir nitidamente la idea de super-
ficie de Riemann (1913); varios afios después se publicé una traduccién
al inglés de su famoso libro [99]. Alrededor de la segunda y tercera
décadas del siglo XX, la geometria y el andlisis con funciones de va-
riable compleja se impulsaron notablemente ponderando, como se re-
conocia desde el siglo XIX, sus aplicaciones a la solucién de ecuaciones
diferenciales. Dos trabajos que impactaron decisivamente el desarro-
llo posterior de la teoria de variedades complejas son los debidos a
S. Bergman y a Erich Ernst Kahler, donde bisicamente se descubrié
la relevancia de las métricas hermitianas y lo que ahora llamamos las
métricas Kéhlerianas (1933). Alrededor de las mismas fechas, William
Vallance Douglas Hodge encontr6 una importantisima propiedad de las
formas diferenciales armoénicas definidas en variedades complejas com-
pactas con métrica Kahleriana; a saber, que era posible estudiar el
anillo de cohomologia de una tal variedad con métodos de la teoria del
potencial (e, resolviendo ecuaciones diferenciales parciales elipticas) y
del élgebra lineal. La teoria de Hodge encontré nuevo impulso y con-
tinuacion en los trabajos de K. Kodaira, L. Nirenberg y D. C. Spencer
por un lado y en los trabajos de M. Atiyah e I. Singer, por otro; los tra-
bajos de los primeros condujeron al entendimiento de la integrabilidad
de una estructura compleja definida en una variedad diferenciable real,
mientras que el trabajo de los segundos condujo al célebre teorema del
indice para operadores diferenciales elipticos.

El estudio de las variedades complejas y en particular, el estudio
de las variedades Kéahlerianas, atrajo también atencién al estudio de
las variedades simplécticas. Una excelente sintesis que aclara de qué
manera estdn relacionados los problemas de la geometria compleja, de
la geometria Kéahleriana y de la geometria simpléctica, se consiguié
al plantear el problema de la integrabilidad y la equivalencia de las
G-estructuras; nociones introducidas por S. Chern. EIl estudio de las
G-estructuras (ie, de los subfibrados del fibrado principal F(M) de to-
das las bases para los campos vectoriales de una variedad diferenciable
M) evidencié importantes relaciones entre la geometria y la topologia.
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En esta direccién se enmarcan los resultados de S. Bochner sobre la
curvatura de variedades complejas y los trabajos de Ambrose y Singer
sobre los grupos de holonomia. En esta misma direccién ocurren los tra-
bajos de A. Nijenhuis, K. Nomizu y S. Kobayashi sobre integrabilidad
v holonomia.

5 Fisica, simetria y ecuaciones diferencia-

les N

‘Conocer un objeto’ o ‘entender un espacio’ son afirmaciones que, en
mateméticas, tienen una conotacién distinta a la que normalmente
tienen en el discurso de otras ciencias. La razén es que la matematica
no es ‘a priori’ una ciencia experimental; las ‘leyes de la naturaleza’ no
tienen nada que ver con el comportamiento de los objetos matematicos
ni con las formas de los espacios que estudian los matematicos. Como
ya lo hemos mencionado, los grupos de Lie dan cuenta de la simetria
que tienen algunos espacios u objetos geométricos y si uno conoce todas
las simetrias que pueda tener un objeto (o un espacio), uno conoce el
objeto (o espacio) de que se trata.

Esta tltima afirmacién ha encontrado muchas aplicaciones en las
teorias de los fisicos. Tipicamente, las teorias matematicas que modelan
el comportamiento de algiin fenémeno de la naturaleza, estdn realizadas
en términos de ‘ecuaciones diferenciales’. La teoria de los grupos de Lie
permite, entre otras muchas cosas, resolver ecuaciones diferenciales con
métodos algebraicos relativamente sencillos. La filosoffa que hay detras
de aplicar los grupos de Lie a la solucién de las ecuaciones diferenciales
es la siguiente: uno concibe un espacio donde cada punto representa
una de las posibles soluciones de la ecuacién. Por otra parte, la ecuacién
refleja, y permite en principio conocer, cudles son todas las simetrias
de dicho espacio y al conocer éstas, uno conoce también las soluciones.

Las ecuaciones diferenciales, desde el punto de vista de los matema-
ticos son expresiones que indican una relacién muy concreta entre los
objetos geométricos del espacio donde la ecuacién se plantea. En las
ciencias aplicadas, lo importante es resolver tales ecuaciones y poder
leer el resultado en términos de ‘las interpretaciones’ que previamente se
le han asignado a los objetos que intervienen en la ecuacién diferencial.
Cabe sefialar que, en la matemdtica, los objetos que intervienen en
las ecuaciones no necesitan de una tal interpretacién en términos de
objetos o propiedades que se observen en la naturaleza. Nuevamente,
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‘entender una ecuacién diferencial’ significa cosas distintas para una
ciencia aplicada que para la matemdtica pura. Entender una ecuacién
diferencial desde el punto de vista de la matemadtica significa entender
las relaciones geométricas y algebraicas que guardan los objetos que
intervinieron en la ecuacién diferencial con el espacio en el que estan
planteadas.

En muchas ocasiones no hace falta resolver las ecuaciones dife-
renciales para entender su contenido geométrico, ni _para conocer las
propiedades generales que tendrdn sus soluciones. | Nuevamente, las
simetrias observadas en la ecuacién diferencial permiten predecir al-
gunas de tales propiedades sin tener que trabajar demasiado. Debe
decirse que resolver ecuaciones diferenciales es algo muy dificil de hacer
en general y cualquier recurso que nos permita decir algo de las solu-
ciones sin tener que trabajar demasiado se agradece enormemente en
la practica.

Una idea que se ha manejado en la fisica es la posibilidad de contar
con una teoria que explique a partir de un principio comun todas las
interacciones que se observan en la naturaleza. Esto significa que tal
teorfa pueda hacer ver dos tipos de interacciones, que a priori concebi-
mos como fenémenos totalmente distintos (por ejemplo, la gravitacién
y el electromagnetismo), simplemente como dos manifestaciones distin-
tas de una sola interaccién mds primitiva. Ejemplos de la unificacién
de dos interacciones distintas existen en la fisica desde el inicio de la
segunda década del siglo XX. De hecho, los trabajos A. Einstein sobre
la teoria de la relatividad — una teoria donde la gravitacién se rela-
ciona con la curvatura del espacio-tiempo producida por la presencia
de materia — motivaron a H. Weyl a proponer un modelo unificado de
interacciones gravitacionales y electromagnéticas en su libro [97]. Con
este trabajo Weyl se convirtié en el padre de las modernas teorias de
norma (tambén llamadas teorias de gauge o teorias de Yang-Mills y
de las cuales ain tenemos més que decir en la seccién §7). Aunque
la teoria de gauge propuesta por Weyl no fructificé en su momento en
virtud de los contrargumentos fisicos que en la época demostraron que
ciertos fenémenos no se podrian observar, lo que si demostré fue que la
idea central detrds de la unificacion es la de simetria.

Los trabajos de Weyl realizados en las décadas de los anos 20 y 30
sobre la teoria de representaciones de los grupos de Lie compactos es-
tuvieron fuertemente motivados por las posibles aplicaciones a la fisica
cuantica. El ejemplo de su gran influencia se hace patente en el célebre
trabajo de E. P. Wigner (1939), sobre las representaciones unitarias
del grupo de Lorentz en el que basicamente propuso una filosoffa para
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contribuir al entendimiento de las particulas elementales descubiertas
hasta esa fecha. A saber, entender a las particulas elementales como
representaciones unitarias irreducibles de algiin grupo sobre el que se
tienen razones fisicas para pensar que todas las interacciones en la na-
turaleza deben ‘covariar’ apropiadamente ante su accién. La toeria de
Weyl fue también la fuente de las teorias de Yang-Mills que desembo-
caron, por un lado, en las exitosas teorias unificadas de interacciones
débiles y electromagnéticas propuestas por S. Weinberg, A. Salam y S.
Glashow en la década de los afios 60 y principios de los 70, y por otra
parte, en un profundo entendimiento de la geometriay topologia dife-
rencial asociada a la solucién de las ecuaciones de Yang-Mills de donde
emergieron los resultados obtenidos por S. Donaldson en 1983 sobre
la estructura topoldgica de las variedades diferenciables de dimensién
cuatro.

Para dar una idea concreta de lo que significa tener una simetria
en una teoria de interacciones, recordemos que dentro de un nicleo
atomico hay particulas cargadas eléctricamente cuya carga es positiva
(los protones), que conviven con otras particulas que, si bien tienen un
masa muy parecida a la de las primeras, éstas otras no poseen carga
eléctrica alguna (los neutrones). Si “distinguir” entre estos dos tipos
de particulas fuera importante dentro del nicleo atémico, entonces la
carga eléctrica serfa importante para las interacciones que mantienen a
los protones y neutrones tan cerca. Sin embargo, si la carga importara
tanto, los protones del niicleo estarian repeliéndose entre ellos con una
fuerza muy grande; luego, ya se habrian separado y se habria desinte-
grado el nicleo atémico dentro del cual se encontraban. Sin embargo,
en general, la mayoria de los nicleos atémicos son muy estables, no se
desintegran y de hecho los protones y los neutrones conviven dentro
del nicleo. Esto significa que hay una fuerza muy fuerte que los debe
mantener a todos unidos muy cerca unos de otros (la fuerza fuerte).
Esto significa, a su vez, que para efectos de entender la fuerza fuerte, la
carga eléctrica de los protones no es tan importante y que en primera
aproximacion, uno puede tedéricamente intercambiar un protén por un
neutrén sin notarlo en las ecuaciones que describen su interaccién. Es-
to es precisamente lo que significa que las interacciones fuertes deben
observar una simetria respecto al intercambio neutrén-protén.

En la década de los afios setenta, y en virtud del antecedente men-
cionado en el parrafo anterior, el concepto que se introdujo en la fisica
para obtener una teoria unificada de todas las interacciones conocidas
fue el de supersimetria. Si uno consulta en la literatura de la fisica uno
encontrara una explicacién asi: “La supersimetria es un tipo de simetria
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que unifica a las fuerzas con la materia, en el sentido de que propor-
ciona una manera de relacionar las simetrias del espacio-tiempo con las
simetrias internas de las particulas elementales, permitiendo la posi-
bilidad de no distinguir entre si, particulas que obedecen estadisticas
distintas”.

Cuando uno reformula de manera légica y rigurosa‘f\\(\iesde el punto
de vista de la geometria lo que hay detras de las ideas fisicas expre-
sadas por una afirmacién como la anterior, lo que resulta es un tipo
muy especifico de objetos geométricos, con relaciones algebraicas tam-
bién muy especificas entre ellos, que uno puede estudiar y entender
desde la base proporcionada por la geometria diferencial y los grupos
de Lie. Por ejemplo, la idea de las simetrias del espacio-tiempo tiene
que ver con el grupo de transformaciones que estudié Einstein y que
se encuentra en los fundamentos mismos de su teoria de la relatividad,;
dicho grupo es localmente isomorfo al grupo de Lie de las matrices in-
vertibles de 2 x 2 con entradas complejas y determinante igual a 1.
Por otra parte, como ya se ha mencionado antes, la idea de particula
elemental propuesta por Wigner responde a una manera muy concreta
en la que el grupo de simetrias del espacio-tiempo se hace presente en
los objetos geométricos que representan a las particulas. Y finalmente,
la parte desafiante y de mayor reto con la que nos confronta la idea
de la supersimetria es dar la posibilidad de transformar un tipo de ob-
jeto geométrico en otro de naturaleza radicalmente distinta; a saber,
transformar uno que ‘prefiere’ seguir la Estadistica de Bose-Einstein
en su comportamiento colectivo, en otro que obedece la Estadistica de
Fermi-Dirac. Esto tltimo, desde el punto de vista geométrico, intro-
duce relaciones algebraicas sumamente rigidas en los objetos a estudiar
con un enfoque puramente matemético. La rama de la geometria di-
ferencial que resulta de estudiar, bajo un sistema axiomdtico como el
de Euclides, los objetos geométricos a los que se les puede aplicar la
idea de la supersimetria, se llama supergeometria y los espacios donde
‘viven’ tales objetos se llaman ’superespacios’ o ’supervariedades’.

Las relaciones algebraicas introducidas por la supersimetria han da-
do lugar a objetos geométricos elaborados a partir de anillos no conmu-
tativos. Ante tal descubrimiento, el siglo XX gener6, bajo la fuerte in-
fluencia de las teorias fisicas que manejaban la idea de la supersimetria,
muchas geometrias diferenciales no conmutativas; estas son generaliza-
ciones de la supergeometria y se trata de geometrias en las que los
anillos de “funciones diferenciables” no son conmutativos. El principal
expositor de estas ideas ha sido el matematico francés A. Connes y
de su trabajo se han derivado una gran cantidad de nuevas lineas de
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estudio en algebra y andlisis encaminadas a ser aplicadas en objetos
como los grupos cuanticos, que han cobrado gran interés para la fisica
durante los ultimos quince anos del siglo XX.

6 Otra descripcion técnica: la accién del
grupo de difeomorfismos de una varie-
dad en los diversos objetos geométricos.

La geometria diferencial tiene mucho que ver con el estudio de los di-
versos subgrupos G del grupo de difeomorfismos Diff(M) que quedan
seleccionados al fijar uno o varios objetos geométricos en una variedad
M y demandar que dichos objetos se preserven bajo la accién de los
elementos de Diff(M). Esta idea se explica mejor escribiendo de mane-
ra explicita la accién del grupo Diff(M) en algunos objetos geométricos
tipicamente definidos sobre una variedad M.

Por ejemplo, dada una variedad diferenciable M, el grupo de difeo-
morfismos Diff (M) actia por la derecha del anillo de funciones C para
producir automorfismos de dicho anillo mediante

(fip) = ¢ Ff,

siendo ¢* f = foy. De hecho, Diff (M) actia por la derecha de cualquier
objeto geométrico definido en M. La “regla” para obtener la forma
explicita de la accién en un objeto geométrico particular es la siguiente:
hdgase que, las operaciones naturales de situar a los argumentos de las
funciones en sus lugares correspondientes, sea una asignacion equiva-
riante.

Consideremos otro ejemplo. Sea X un campo vectorial en M. Como
ya hemos mencionado, X es una derivacién del dlgebra C. La operacién
natural de situar los argumentos de las funciones en sus lugares corres-
pondientes es, en este caso, la siguiente:

DerC x C — C, y estd dada por, (X, f)— X(f).

Hacer que esta operacidn sea equivariante para la accién por la derecha
del grupo Diff(M) significa que (X, f)¢ := (X¥, f¥) — donde hemos
escrito f¥ = ¢*f para la accién por la derecha de Diff(M) en C, etc.
— debe ser transformado por la operacién natural, en X(f)¥. Por lo
tanto, de X?(f¥) = X(f)¥ obtenemos

X" f) = ¢*(X(f)),
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que debe valer para cualquier f € C, y cualquier ¢ € Diff(M). En
particular, poniendo f = ¢~'*h en ambos miembros, obtenemos,

X?(h)=¢* (X (p7"h)),

| ,f
para cualquier & € C, y cualquier ¢ € Diff(M). Esto es, X¥ = ¢* o
X o ™", que es la bien conocida accién por la derecha de Diff(M ) en
Der C:
(X,0) = ¢*oXopl
Obsérvese que esta accién es por automorfismos del dlgebra de Lie

Der C, respecto a su estructura natural de algebra de Lie dada por
[X,Y]=XoY —YoX. En otras palabras,

(X, Y]P=[X* Y]

Una vez que se tienen las acciones f — f¥ y X — X¥ a la mano,
podemos proceder a encontrar la accién de Diff (M) por la derecha del
espacio de 1-formas diferenciales Q!(M), de acuerdo a la regla gene-
ral. Para ello observamos primero que la aplicacién natural de situar
argumentos en su lugar es, en este caso,

Q' (M) x DerC — C, dada por, (4,X)— 0(X).

La accién de Diff(M) en Q}(M) x DerC es (0, X)% := (6°,X"), y la
afirmacién de la equivariancia al evaluar 1-formas en campos vectoriales
es °(X’) = §(X)¥. Obtenemos, por lo tanto,

0(X") = " (6(X))

para cualquier X € DerC y cualquier ¢ € Diff(M). En particu-
-1
lar, al poner X = Y’ en ambos miembros obtenemos, 6°(Y) =
-1
©*(8(Y" ). Esto es,

0°(Y)=¢*(0(¢ "0 Y o ¢"))

para cualquier Y € DerC, y cualquier ¢ € Diff. En particular, sea 6
una 1-forma exacta; digamos, # = d h para alguna h € C. Entonces,
6(X) = d h(X) = Xh para cualquier X € DerC, y la ecuacién anterior
dice que

(dR)?(Y) =" ((¢7" 0 Y 0 ¢*) (b)) =Y (¢"h) = d(¢"h)(Y)

para cualquier Y € DerC. En otras palabras, (d h)? = d(¢*h) lo cual
no es, sino la bien conocida afirmacién de que d conmuta con el pullback,
puesto que la notacién estandar para 6 es precisamente (*6.
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Ahora bien, la accién por la derecha de Diff(M) en C y QY(M)
se puede extender a toda el algebra exterior (M) requiriendo que la
accién resultante sea por automorfismos de dicha dlgebra. En particu-
lar, para cualquier conjunto de 1-formas {6y, ... ,60x} y para cualquier
f € C, tendremos, C

(FOLAO A ANB)P = FP0] NOy A AB

De cualquier manera, las 1-formas 6; estdn generadas localmente por
términos del tipo fd h, con f,h € C. Asi, localmente, resulta suficiente
con saber lo que ha de ser (f dh)¥, pero ésta tltima es ¢*f d(¢*h).
Por lo tanto, también sabemos todo lo que hay que saber acerca de la
accién de Diff(M) por la derecha de Q(M).

Consideremos ahora el espacio Met(M) de las métricas Riemannia-
nas en M. La accién (por la derecha) de Diff(M) en Met(M) se puede
obtener de acuerdo a la regla general descrita anteriormente: primero
consideramos la operacién natural de situar a los argumentos en su
lugar; a saber,

Met(M) x DerC x DerC — C, dada por, (g,X,Y)+— 9(X,Y).

Luego, requerimos que esta aplicacién sea equivariante para la accién
de Diff(M) en las ternas: (g,X,Y)? := (9¥,X",Y"). Por lo tanto,
¢?(X",Y*) = g(X,y)?, de donde concluimos que,

(X" Y") =" (g (X,Y))
para cualesquiera X y Y en DerC, cualquier g € Met(M), y cualquier
-1 -1
¢ € Diff(M). En particular, poniendo X = ZZ yY =W en
ambos miembros, obtenemos,
~1 o1
g (ZW)=¢"(g(Z" ,W" "))

para cualesquiera Z y W en Der C, y cualquier ¢ € Diff (M).

Daremos por iltimo la accién derecha de Diff(M) en el espacio
Con(M) de las conexiones lineales en el fibrado tangente. Nuevamente,
la operacién natural de situar los argumentos en su lugar es,

Con(M) x Der C x Der C — DerC, (V,X, V)~ VxY

y la afirmacién de equivariancia para la accién natural de Diff (M) en el
conjunto de ternas (V, X,Y) es la siguiente: (V¥?, X", Y") debe trans-
formarse en (VxY)?. Esto es,

VeV’ = (VxY)?
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para cualesquiera X y Y en Der C, cualquier V en Con(M), y cualquier

¢ € Diff(M). En particular, poniendo X = Z* y Y = W* en ambos
miembros de la ecuaci6én, obtenemos,

V‘PZW — SD* o (Vzw—l ch—l ) ° gp—l

para cualesquiera Z y W en Der C y cualquier ¢ en Diff (M).

Lo que habiamos afirmado al inicio de esta seccién de que la geo-
metria diferencial centraba su atencién en los diferentes subgrupos G
del grupo de difeomorfismos Diff(M) que quedan seleccionados al fijar
uno o varios objetos geométricos en una variedad M y demandar que
dichos objetos se preserven bajo la accién de los elementos de Diff (M),
puede entonces aclararse con los siguientes ejemplos.

Supongamos que M tiene definida una métrica Riemanniana g. Lo
natural es entonces estudiar el subgrupo G C Diff(M) de todas las
isometrias; esto es, G = {¢ € Diff(M) | g* = g }. Si M tiene definida
una k-forma diferencial w preferencial (como es el caso de una varie-
dad simpléctica), lo natural es estudiar el subgrupo G C Diff(M) de
los difeomorfismos que preservan dicha forma diferencial; esto es, G =
{o € Diff(M) | w? = w}. Si M estd equipada con una conexién
V preferencial, el subgrupo G C Diff(M) a considerar es el de todos
los difeomorfismos que preservan dicha conexién; esto es, G = {p €
Diff(M) | V¥ = V }. Lo mismo sucede si hay més de un objeto geo-
métrico seleccionado. Por ejemplo, si los datos son una seccién J de
7,/(M) y una métrica Riemanniana g, el subgrupo G C Diff(M) a
considerar serd G.= {¢ € Diff(M) | ¢¥ = g y J¥ = J }, donde la accién
de Diff(M) en las secciones de T;'(M) se encuentra segin la regla de
equivariancia mencionada y en este caso es, J¥ = Ad(¢*)oJoAd(p~"),
siendo Ad(p*) la accién en campos vectoriales X +— ¢* o X o p~1*
descrita anteriormente.

7 Geometria, fisica y topologia en la tlti-
ma parte del siglo XX.

Michael Gromov ha sido sin duda una de las figuras mas sobresalientes
en el mundo de la geometria en los iltimos afios del siglo XX. Las
ideas expuestas en sus trabajos no han sido ain completamente ex-
plotadas y — en las propias palabras de Gromov — no todas han
sido completamente comprendidas a fondo. (El lector interesado puede
consultar una entrevista y una revisién del trabajo de Gromov en los
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nimeros de febrero y marzo del afio 2000 de la revista Notices de la
American Mathematical Society). Gromov] ha hecho contribuciones no-
tables al entendimiento de la geometria Riemanniana y de la geometria
simpléctica con ideas relativamente sencillas de la matematica clasica
(4lgebra, geometria, topologia y andlisis), pero la forma de combinar
esas ideas y aplicarlas al estudio de las variedades Riemannianas y sim-

plécticas ha sido verdaderamente revolucionario.

Para darle al lector una idea sobre el tipo de pensamiento matem4-
tico manejado por Gromov, es preciso tener primero un modelo sencillo
a la mano. Por ejemplo, piénsese en la teoria de Morse. La teoria
de Morse descubre la estrecha relacién que existe entre las funciones
diferenciables definidas en una variedad Riemanniana y la topologia de
la misma. La manera de establecer esta relacién es a través del estudio
de las ‘superficies de nivel’ de alguna funcién real cuyos puntos criticos
sean del tipo mas sencillo posible: no-degenerados. Tales funciones se
llaman funciones de Morse y el hecho importante acerca de ellas es
que abundan, en el sentido de que una funcién diferenciable escogida al
azar, casi seguramente serd de Morse. Sientre dos superficies de nivel de
una funcién de Morse no se encuentra punto critico alguno, entonces las
dos superficies contienen la misma informacién topolégica en el sentido
de que es posible deformar continuamente una de ellas hasta hacerla
coincidir con la otra. Por otra parte, si entre dos superficies de nivel
existe un punto critico, la topologia de una estd relacionada con la
de la otra de una manera muy concreta: pegando o removiendo una
celda cuya dimensién se conoce a partir de la informacion algebraica
del punto critico obtenida con el criterio de ‘la segunda derivada’. La
moraleja arrojada por la teoria de Morse es que, casi en todas partes, la
variedad ’se ve’ muy parecida de un sitio a otro relativamente cercano
y cuando si hay cambios cualitativos, éstos se conocen con precision.

La abstraccién que es preciso hacer en el ejemplo de la teoria de
Morse para apreciar el tipo de enfoque seguido por Gromov es el si-
guiente: piénsese en una variedad Riemanniana en la que cada uno de
sus puntos representa a su vez una variedad Riemannana compacta de
dimensién d y apliquese a dicha variedad de d-variedades Riemannia-
nas, una teoria de Morse. Resulta claro que habrd una gran cantidad
de especificaciones técnicas que hacer antes de poder utilizar un tal
escenario para la teoria de Morse, pero justamente la genialidad de
Gromov ha radicado en tratar de hacer esto posible y en proporcionar
construcciones en ambientes generales que le han permitido hacer afir-
maciones asombrosamente universales. Por ejemplo el hecho de que
“1as variedades hiperbélicas abundan” (variedades cuya curvatura sec-
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cional es negativa) o el hecho demostrado por Cheeger en 1969 de que,
“fuera de la dimensién 4 solamente hay un numero finito de clases (bajo
difeomorfismos) de variedades diferenciables con curvatura seccional,
didmetro y volumen acotados”, han sido evidenciados por Gromov a
partir de propiedades algebraicas y topoldgicas en dichos escenarios
generales. Por ejemplo, el resultado de Cheeger se obtiene de notar
que en el espacio métrico de las variedades Riemannianas compactas y
d-dimensionales, las condiciones (1) los eigenvalores del tensor de Ricci
son todos mayores que una constante y (2) el didmetro se mantiene
menor que una constante positiva, son suficientes para definir un sub-
conjunto precompacto. Los métodos de Gromov han puesto asi de ma-
nifiesto propiedades rigidas y robustas de colecciones enormes de ejem-
plos. En todos los problemas que él aborda se encuentran perfectamente
bien arraigadas las ideas, (1) encontrar todas aquellas propiedades que
no cambian bajo deformaciones, y (2) poder demostrar afirmaciones
probabilisticas sobre la existencia o no de ejemplos.

Otro ejemplo del final del siglo XX donde las construcciones de na-
turaleza topoldgica han arrojado nueva luz sobre nuestro entendimiento
de la geometria y topologia diferencial de las variedades de dimensién
4, fue el conseguido originalmente por Simon Donaldson y sobre el cual
contribuyeron enormemente Clifford Taubes, Karen Uhlenbeck, John
Morgan, Ronald Stern, Daniel Freed y otros.

A nivel topoldgico inicamente, la clasificacién de las 4-variedades
estd basada en la clasificacién algebraica de las posibles formas de in-
terseccién enteras definidas en el segundo grupo de homologia (esto es,
en la mitad de la dimensién que en este caso es 4) u: Ho(M,Z) x
Hy(M,Z) — Z. Un resultado cldsico de Whitehead (1949) y Mil-
nor (1958) establece que dos 4-variedades compactas y simplemente
conexas son homotépicamente equivalentes si y sélo si sus formas de
interseccién son algebraicamente equivalentes. En 1982 M. Freedman
proporcioné una manera de realizar una 4-variedad en cada clase de
equivalencia de una forma de interseccién dada. En la categoria dife-
renciable, sin embargo, no toda forma de interseccién se puede realizar.
El primer resultado fundamental de Donaldson establece que una 4-
variedad diferenciable compacta, orientada y simplemente conexa cuya
forma de interseccidn es positiva definida puede ser realizada en la ca-
tegoria diferenciable si su forma de interseccién es equivalente a una
diagonal. Esto es, se trata de variedades con la forma de interseccién
mas sencilla posible.

El teorema de Donaldson se demostré originalmente empleando
métodos de las teorias fisicas de campos de Yang-Mills. La fisica de
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las interacciones fundamentales (y de las particulas elementales sujetas
a dichas interacciones) trata con representaciones de un grupo de Lie fi-
jo G. De hecho, la fisica moderna piensa a las particulas como funciones
definidas en una regién U del espacio tiempo M que toman valores en
algun espacio de representacién especifico del grupo G (o — segin al-
gunas restricciones fisicas — de algin subgrupo G, de G, o de algin
grupo cubriente G de GG). La representacién se hace patente cuando
se escriben “las leyes de transformacion” de dichas funciones frente a
cambios de coordenadas. En términos de topologia y geometria se tra-
ta de secciones 1 de fibrados vectoriales sobre M asociados a alguna
representacién (o, a alguna representacién inducida desde un subgrupo
G al grupo G, o, de alguna representacion del grupo G que cubre a una
representacién dada de G) a partir de un fibrado principal con grupo
de estructura G (respectivamente, Gy, o bien é, segin el caso).

La interpretacién fisica requiere que las representaciones sean uni-
tarias, demandando la invariancia de cantidades como (¢ | ¥). Sin
embargo, no todas las secciones ¥ pueden representar particulas; por
ejemplo, no toda funcién ¢: R* — {0} — C? puede representar a un
electrén; primero debe satisfacer la ecuacion de Dirac. Por otra parte,
el operador de Dirac define una transformacién equivariante para la
accién de G entre espacios de secciones; ello hace que el Kernel del ope-
rador sea un subespacio invariante; es precisamente de este subespacio
de donde provienen las particulas.

Ahora bien, la fisica no sélo establece ecuaciones (como la de Dirac)
para las particulas, sino que establece también ecuaciones que deben
satisfacer los campos que producen las fuerzas a las que las particulas
quedaran sujetas. El ejemplo prototipo son las ecuaciones de Maxwell
para el campo electromagnético. Con los pioneros trabajos de Yang y
Mills (1954), por un lado y de Utiyama (1956) por otro, queddé puesto
de manifiesto que los potenciales de los cuales se derivan los campos
fisicos que actian sobre las particulas, se transforman, bajo cambios
de coordenadas, de la misma manera en que se transforman los datos
locales que definen una conexién en un fibrado vectorial; el mismo fi-
brado vectorial donde se realiza la particula. Ademads, ‘la mitad’ de
las ecuaciones que deben satisfacer los campos sélo dice que la fuerza
derivada de los potenciales corresponde precisamente a la curvatura de
la conexién. Finalmente, las cantidades fisicas observables son aque-
llas que guardan las debidas propiedades de invariancia y equivariancia
frente a las transformaciones del grupo de Lie G que se encuentra en el
fundamento de todas estas construcciones. Esto tltimo se traduce pre-
cisamente en la condicién que permite globalizar los objetos definidos
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localmente para poder afirmar que la teoria fisica trata con el estudio
de fibrados vectoriales, asociados a una representacién del grupo es-
tructural de un fibrado principal. En estas condiciones, la fisica debe,
entre otras cosas, determinar los posibles campos fisicos que acturdn
sobre las particulas.

Determinar ‘los posibles campos fisicos’ lo traduce la geometria en
determinar ‘el moduli de las conexiones’. Lo que esto quiere decir es
determinar el conjunto de todas las érbitas en el conjunto de las conexio-
nes de un fibrado vectorial dado, al hacer actuar el grupo estructural G
en dicho conjunto. La razén de esto se debe a que todos los potenciales
(conexiones) que se encuentran en la misma drbita producen campos
de fuerzas indistinguibles entre si (la misma curvatura).

El moduli de las conexiones es entonces el conjunto de las clases
de equivalencia de conexiones. El asombroso resultado que permiti6
demostrar el teorema de Donaldson fue comprobar que, bajo ciertas
condiciones especiales, el moduli de las conexiones tiene una estructura
de variedad diferenciable de dimensién 5, orientada y con frontera. Una
de las componentes conexas de la frontera resulta ser la 4-variedad
M de partida y el resto de la frontera es una variedad cuyo tipo de
clase diferenciable ‘se puede leer facilmente’. En otras palabras, el
moduli proporciona un cobrodismo entre la variedad de partida y otra
cuya forma de interseccién es ficil de determinar. El grupo empleado
por Donaldson para producir el moduli de conexiones que evidencia la
clase diferenciable de la variedad M fue el grupo SU; de los cuaternios
unitarios.

Al trabajo de Donaldson le sobrevino una fuerte corriente de in-
vestigacion alrededor de las ecuaciones de Yang-Mills en variedades de
dimensiones tres y cuatro, asi como un renovado interés por la geo-
metria y topologia diferencial en las variedades de tales dimensiones.
El impacto de esta corriente fue mayidsculo y generé una cantidad im-
presionante de trabajos en las dltimas dos décadas del siglo XX. En
particular, los trabajos fundamentales de W. Thurston en el terreno de
la topologia y geometria de las variedades 3-dimensionales probaron ser
de gran ayuda en la exploracién y bisqueda de nuevos invariantes y de
construcciones para abundar en nuestro entendimiento de las varieda-
des de dimensiones 3 y 4, asi como su relacién posible con la fisica.

Hacia finales de 1993, dos trabajos de Seiberg y Witten (1994)
anunciaron una nueva etapa en el desarrollo de la relacion entre la
fisica, la geometria diferencial y la topologia. Aunque el enfoque pro-
puesto por Seiberg y Witten para explorar la relacion entre los anun-
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ciados invariantes y los descubrimientos obtenidos tras el teorema de
Donaldson entre los afios 1983 y 1993 presentaba algunos problemas
técnicos dificiles de superar, la filosofia adoptada por los matematicos
Taubes, Kronheimer y Mrowka fue tomar como punto de partida los
nuevos objetos — las llamadas ecuaciones de Seiberg-Witten; ecua-
ciones planteadas sobre una variedad Kéahler — y olvidar su anunciada
relacién con el moduli de las conexiones. Trabajando con el grupo
abeliano U; de los complejos unitarios — un grupo con el que es mu-
cho mas sencillo trabajar que SU, y cuyas representaciones unitarias
irreducibles son todas unidimensionales — y resolviendo explicitamente
las ecuaciones de Seiberg-Witten, se fueron obteniendo poco a poco de-
mostraciones muy sencillas para casi todas las conjeturas que la teoria
de Donaldson habia dejado planteadas en diez afios. El lector interesa-
do en los detalles puede encontrar una excelente exposicién de la teoria
de Donaldson en el libro de Blaine Lawson (1985) y una magnffica ex-
posicién de la teoria de Seiberg-Witten en el libro de J. Morgan (1996).

8 Una mirada al futuro.

Después de haberle echado un vistazo a la historia y de detenernos
en algunas de las referencias listadas en la bibliografia, queda claro
que el futuro de la geometria diferencial es amplio y extenso. Hay
mucho trabajo por hacer en el terreno de la topologia diferencial; en la
teoria de sistemas dindmicos y ecuaciones diferenciales sobre variedades
diferenciables y holomorfas; en el entendimiento de la geometria sim-
pléctica; etc. El siglo XX concluye abriéndonos un maravilloso camino
central lleno de promesas desafiantes para el futuro. El camino donde
se sumergen los problemas geométricos en problemas de otras areas de
la matematica como la topologia, el dlgebra, el analisis y aun la fisica
matematica.

Uno de los objetivos- originales de S. Lie fue el poder visualizar las
posibles soluciones de una ecuacién diferencial como los puntos de una
variedad. Cuestiones geométricas y topolégicas planteadas sobre dicha
variedad de soluciones debian proporcionar informacién fundamental
sobre la naturaleza de la ecuacion diferencial original. El ejemplo alu-
dido en §7, relativo a las ecuaciones de Yang-Mills para las conexiones
de un fibrado vectorial especifico y la estructura de variedad diferencia-
ble encontrada en el espacio de las érbitas de dichas conexiones bajo la
accion del grupo de gauge, demuestra de manera por demas elocuente
lo poderosa y promisoria que resulta la idea de que los puntos de una
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variedad correspondan a objetos geométricos estructurados (aunque a
priori no se hubiera podido anticipar que el tipo de resultado arro-
jado por un tal estudio tendria que ver con la clase diferenciable de
la 4-variedad de partida). No hay duda de que en esta direccién hay
mucho que explorar y la punta del iceberg ha quedado asomada entre
los hallazgos recientes de la topologia diferencial y el libro de Gromov
(1985) sobre relaciones diferenciales entre objetos de una variedad di-
ferenciable. De hecho podriamos afirmar que quedan por comprenderse
todos los problemas que dependen de nuestra capacidad de interpretar
geométricamente la informacién contenida en la solucién de diversos
sistemas de ecuaciones diferenciales. Las ecuaciones de Yang-Mills y
Seiberg-Witten proporcionan sélo un ejemplo de lo lejos que puede
llegarse al geometrizar los problemas planteados por las ecuaciones di-
ferenciales.

Con el final del siglo XX parece que ha quedado claro también que,
cuando los puntos de un espacio — que aun sin ser variedad diferen-
ciable, posee alguna estructura métrica o topoldgica — estan en co-
rrespondencia con objetos mds estructurados de un cierto tipo (como
el ejemplo en el que los puntos de un espacio representan variedades
Riemannianas compactas de una dimensién fija, o como el ejemplo en
el que los puntos son soluciones de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales como las de Yang-Mills), se pueden abordar muchas cuestiones
geométricas y topolégicas intrinsecas y caractéristicas de grandes fami-
lias de ejemplos. En la literatura uno se refiere a estos espacios como los
moduli correspondientes a la familia en cuestién y lo que hemos apren-
dido al final del siglo XX es que la manera de abordar las caracteristicas
comunes o distintivas de los miembros de tales familias es mediante el
estudio de la topologia, o del anélisis, o del dlgebra, o de la geometria
asociadas a cuestiones mas sencillas planteadas en el moduli. El modelo
aludido en el texto sobre la realizacién de una teoria de Morse en un
moduli dado estd aun por explorarse y estd también por comprenderse
en detalle su potencial en las aplicaciones. Aun asi, la teoria de Morse
es s6lo una de entre muchas cosas que pueden estudiarse en los moduli
con un cierto potencial de poder decir algo profundo sobre las familias
a las que se aplique el estudio.

Por otra parte, dentro de la linea de estudiar nuevos tipos de va-
riedades y objetos geométricos en ellos, vemos frente a nosotros el am-
plio camino de desarrollar teorias que en estos momentos se consideran
menos convencionales. Tales son la supergeometria, las geometrias no
conmutativas, la geometria de los grupos cuanticos, etc. Estd por de-
lante la tarea de exhibir grandes familias de ejemplos, de clasificar y
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caracterizar algunas de tales familias y de probar la valia de la explo-
racion mediante demostraciones sencillas de teoremas geométricos im-
portantes que, con los métodos convencionales resultan de dificil acceso.
De manera mas especifica ain, quedan por delante muchas aplicaciones
a la fisica matematica emanadas del mejor entendimiento de los nuevos
objetos. Un ejemplo que podemos senalar sobre el estado de desarrollo
de las geometrias no conmutativas es que hasta hace menos de diez
anos no podia plantearse con generalidad y precisiéon una ecuacién di-
ferencial, ni atin en los ejemplos més sencillos (en las supervariedades).
Por supuesto, queda por delante comprender en detalle la estructura
de las soluciones y de los espacios de soluciones de tales ecuaciones.

De la experiencia del siglo XX queda también claro que, mientras ex-
istan nuevos descubrimientos en la fisica, habra nuevos descubrimientos
en la geometria. Ademads, parece haber sido concluyente en la sintesis
geométrica del siglo XX que, los objetos geométricos, los objetos que es-
tudia la geometria son, y seguiran siendo, interpretables como secciones
de alguna fibracién adaptada al problema. Es muy dificil imaginar el
futuro de la geometria sin que esto siga siendo asi. Por otra parte,
también es concluyente el hecho de que un gran principio guiador en
la busqueda de respuestas a los problemas de la geometria planteados
en ejemplos especificos ha sido la teoria de los grupos de Lie. Es muy
dificil imaginar el futuro de la geometria sin pensar que una piedra an-
gular para su desarrollo y bisqueda de nuevos ejemplos seguird siendo
la misma.
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