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1. Introduccién

En este articulo se busca exponer de forma detallada el vinculo entre
las ecuaciones de Maxwell y el operador de Hodge, y esta dirigido prin-
cipalmente a estudiantes de licenciatura en matematicas y fisica que
tengan familiaridad con nociones bésicas de calculo vectorial, dlgebra
lineal, ecuaciones diferenciales y formas diferenciales. Los autores han
intentado presentar los temas de manera que sean accesibles a dichos es-
tudiantes, y nociones de geometria y de fisica se introducen con detalle
a lo largo del articulo. Aspectos mas técnicos de dichas areas se men-
cionan brevemente en forma de pie de pagina, los mismos enriquecen la
discusion, pero no son esenciales para entender el articulo. Aunque se
tiene un enfoque matematico, y muchos resultados se presentan en for-
ma de proposiciones, también se introducen conceptos fisicos importan-
tes. Lo anterior ayuda a cerrar «brechas» existentes entre matematicos
y fisicos, e.g., muestra como una teoria fisica puede describirse usando
diversos formalismos matematicos, y ejemplifica el origen de conceptos
como dualidad, invariancia gauge y leyes de conservacion.
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1.1 El electromagnetismo

El electromagnetismo busca describir una de las interacciones funda-
mentales de la naturalezall| Los primeros fenémenos relacionados al elec-
tromagnetismo fueron descritos desde la antigiiedad. En Grecia se tenia
pleno conocimiento de la existencia de estos; de acuerdo con Aristételes,
los primeros fendmenos de electrostatica y magnetismo fueron descritos
por Tales de Mileto (625-545 AC)E| Aun cuando se tenia conocimiento
de estos desde la antigiiedad, solo en el Siglo XIX se logré tener una
teoria fisica para tales fendmenos. Dicha teoria es el electromagnetismo,
el cual viene en gran parte descrito por cuatro ecuaciones conocidas co-
mo las ecuaciones de Maxwell. Estas relacionan los campos eléctrico y
magnético con la densidad de carga y de corriente eléctrica. Si se tiene
conocimiento de estas densidades, las ecuaciones permiten determinar
los campos eléctrico y magnético. Una vez conocidos estos se puede
determinar la trayectoria de cualquier particula cargada mediante una
ecuacién adicional conocida como la ley de Lorentz.

1.2 El operador de Hodge

El operador de Hodge es un operador lineal asociado a cualquier varie-
dad riemanniana o pseudo-riemanniana orientada. Fue definido por el
célebre gedémetra W. Hodge y es llamado el operador estrella de Hodge,
viene denotado con frecuencia por * y asocia a cada forma diferencial en
la variedad una forma «complementaria» conocida como su forma dual
de Hodge. El operador * ha jugado un papel importante en geometria y
es de relevancia en fisica; concretamente, en la teoria de Yang-Mills se
consideran las ecuaciones de Yang-Mills autoduales y anti-autoduales,
las cuales se definen usando dicho operador. Si bien el estudio de las
mismas inicia en fisica, este ha tenido impacto en matematicas.

Para los propdsitos de este articulo, no es necesario revisar aspectos
técnicos de geometria diferencial y es suficiente con definir el operador
*x de Hodge para el espacio-tiempo de Einstein.

1.3 El espacio-tiempo de Einstein

Se adoptaran las siguientes convenciones: Letras latinas 1, 7, k represen-
tan indices de 1 a 3 y letras griegas u, v, o representan indices de 0 a
3. Campos vectoriales se denotan —por lo general— con letras latinas

IExisten cuatro fuerzas o interacciones fundamentales, llamadas la fuerza electromagnética,
débil, fuerte y de gravedad. La iltima resulta descrita en términos geométricos en la teorfa de
la relatividad de Einstein. Las interacciones restantes se describen en la teoria de Yang-Mills. El
lector interesado en aspectos avanzados de geometria y fisica puede consultar sobre la teoria de la
relatividad y de Yang-Mills en [7], [16] y [2], [20], respectivamente.

2El lector interesado en aspectos histéricos del electromagnetismo puede ver [I5].
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mayusculas y con flechas, e.g., V,g y E. Letras latinas mayusculas
—sin flecha— denotan formas diferenciales, e.g., A, F'y J. Expresiones
con indices del tipo (B, ), (bi;) se entienden como matrices de dimen-
sion cuatro y tres, respectivamente. Las sumas se realizan sobre los
indices que aparecen repetidos en un término, e.g., expresiones del tipo
A'B,,, a'by; y a;F}j, indican sumas con g = 0,...,3 y con i,j = 1,2,3.

Se representa el espacio y tiempo de Newton por RxR?, y se asocian
con el espacio R? y el tiempo R las distancias inducidas por la métrica
euclidiana g = diag(1,1,1) y por el valor absoluto. Las coordenadas
se denotan por t € Ry @ = (2°) = (2',2% 2%) € R3. Un punto en
dicho espacio se denota por (t,7) = (t,z', 2% 2%). Por otro lado, el
espacio-tiempo de Einstein o espacio de Minkowski es el par (R%,n),
con n = (1) = diag(—1,1,1,1) la pseudo-métrica de Minkowski. Un
punto en este espacio se denota por x = (z*) = (2% 2!, 2% 23). Aqui
2% = ct denota la coordenada temporal de z, donde ¢ es una constante
conocida como la velocidad de la luz en el vaciof| Tanto en el espacio y
tiempo de Newton como en el espacio-tiempo de Einstein se consideran
transformaciones afines que satisfacen condiciones algebraicas; desde el
punto de vista de la fisica, estas corresponden a cambios de coordenadas
entre observadores inerciales. Estas transformaciones forman los grupos
de Galileo y de Poincaré. Para mayores detalles véanse [1] o [5].

2. Ecuaciones de Maxwell en forma vectorial

En la forma como las conocemos hoy, las ecuaciones de Maxwell apa-
recen en [13] y [14]. Al ser parte de la fisica del Siglo XIX, estas se
introdujeron usando coordenadas del espacio y tiempo de Newton.

2.1 Ecuaciones de Maxwell con fuentes.

Sean R3 y R el espacio y tiempo de Newton. Retomando la subseccién
m, se escribe 0; = 0/02" y se define el operador gradiente en R como
V = (0;) = (01,04, 05). Asi, V- y Vx denotan el operador divergenciay
rotacional en R3. Si V = V(%) y ¢ = ¢(Z) denotan un campo vectorial

3Se entiende el vacio como ausencia de materia o de un medio. ¢ = 2.99792458x10%3m/s ~
3><108m/s. Las primeras estimaciones de c¢ fueron realizadas en el Siglo XVII por Huygens y
Rgmer obteniendo un valor cercano a 2x108m/s. En los Siglos XVIII y XIX se determiné su valor
con mayor precision alrededor de 3 x 108m/s usando dispositivos 6pticos con espejos y un fenémeno
conocido como aberracién de la luz. Valores de ¢ con mds cifras fueron calculados por Evenson [9]
a finales del Siglo XX usando dispositivos de interferometria laser.
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y una funcién R-valuada suaves, se tienen las identidades

V(VxV) =0, (1)
Vx (Vi) =0, (2)
Vx(VxV)=V(V.V)=VV. (3)

Aqui V? = V-V es el operador laplaciano; ( . . ) v (3]) siguen siendo

validas si ¢ y V tienen como dominio a R™ o algin subconJunto de
esteﬁ En particular, el caso n = 4 juega un papel fundamental en
fisica, un campo de dicho tipo se abrevia por V = V(t Z) y se llama un
campo vectorial en el espacio dependiente del tiempo. Es comun denotar
a este por V = (Vi) = (V4, Va, V3). Abreviando 9, = /0t y usando los
operadores anteriores, las ecuaciones de Maxwell en forma vectorial son
V-E=pley, VxE=-9B, (4)
Vé = 0, Vxé = Mo j—f- EO/JOatE_: . (5)
Aqui, E = E(t,f) vy B = é(t,f) son el campo eléctrico y magnéti-
co, y son campos vectoriales definidos en el espacio dependientes del
tiempo. Las cantidades fisicas €y y po son la permitividad eléctrica y
la permeabilidad magnética del vaciof|y p = p(t,%) y 7= j(t, %) son
la densidad de carga eléctrica y de corriente eléctrica y son las fuentes
de los campos eléctrico y magnético. p(t,Z) y j(t,Z) son una medida
de la cantidad de «carga eléctrica por unidad de volumen» y de «carga
eléctrica que atraviesa una unidad de area en una unidad de tiempo»
en el punto (¢, Z). Las ecuaciones que involucran las divergencias se lla-
man las leyes de Gauss eléctrica y magnética, y las que involucran los
rotacionales se llaman las leyes de Faraday y de Ampére-Maxwell.

En algunos sistemas fisicos las fuentes son funciones suaves, y asi 7=
7(t,Z) es un campo vectorial. No obstante, existen sistemas fisicos para
los cuales las fuentes no se pueden expresar como funcionesﬁ Las leyes
de Gauss eléctrica y magnética imponen, respectivamente, la existencia
de «cargas eléctricas» y la no existencia de «cargas magnéticas». La ley
de Ampere-Maxwell implica que los campos magnéticos son generados,
en particular, por el movimiento de cargas eléctricas.

Las ecuaciones ({)) y (b)) se pueden resolver en una gran diversidad
de casos usando resultados y técnicas estandar en calculo vectorial. En
este articulo no nos adentraremos a estudiar estos aspectos. El lector

4En muchos casos de interés el campo no esté definido en todo R, sino en un abierto U C R™
de la topologfa inducida por g = diag(1,1,...,1). Asi, el campo serfa una funcién V.U — R3.

5Las constantes €9 ¥ po se conocieron experimentalmente con bastante precisién desde el Siglo
XIX. Sus valores son 9 = 8.854187817x 10712 £ y 415 = 1.2566370614x 1076 25

6Un par de sistemas elementales son una carga eléctrica de magnitud g en el origen del espacio
R3 y una corriente de magnitud j a lo largo del eje z!. Para estos, las fuentes se describen usando
la § de Dirac y vienen dadas por p = q&(%) y 7= 78(22)5(x3)é;. Para més detalles véanse [I1] o
7).
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interesado en estos ultimos puede encontrar mas detalles en [11] y [17].
Abajo se incluyen algunos sistemas fisicos elementales, en los cuales se
muestran los campos eléctrico y magnético y sus lineas de campo.

/

(a) Pequeiia esferacon p >0  (b) Iman con polos N, S. Las  (c) Alambre con 7 constan-

constante. Las lineas de cam-  Iineas de campo B son cerra-  te. Las lineas de campo B

po E son radiales. das debido a que V - B=o. son circunferencias alrede-
dor del alambre.

Figura 1

Note que de , y la identidad con V = B y teniendo en
cuenta que 0; y V conmutan, se sigue que

0=pwuV-y+ aouoatv-ﬁ = 1o (V-7+ Op) .
Ya que py # 0, lo anterior se puede resumir en el siguiente resultado.

Proposicion 2.1. En las ecuaciones de Maxwell Y , las fuentes
p vy 7 satisfacen la siguiente ecuacion diferencial:

La ecuacion @ vincula a p y 7, y es un ejemplo de una ley de
conservacién, conocida como la ley de conservacion de la carga eléctrica.
A grosso modo, expresa que un cambio de carga eléctrica solo puede
explicarse en términos de un movimiento de la misma. Asi «la carga
eléctrica no se crea ni se destruye, se conservas.

2.2 Ecuaciones de Maxwell sin fuentes

Considere las ecuaciones de Maxwell anulando a las fuentes, i.e., con
p =0y 7=0. En este caso y (b)) se reducen a

V-E=0, VxE=-8,B, (7)
V-B=0, VxB=coudE. (8)
Usando , y 7 con V = g, se sigue que
—V2B = equo VX E = eopod, VX E = —eop102B .
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Repitiendo el calculo, esta vez con V = F, se obtiene que E satisface la
misma relacién. Lo anterior se puede resumir en la siguiente ecuacién

(V2 — copod?) (E.B) = 0. (9)

Asi, tanto E como B satisfacen la ecuacién de onda con velocidad
1/\/% Desde el punto de vista de la matematica, (9) admite como
soluciones E y B que se propagan en el espacio R? en forma de ondas
con velocidad 1/,/Eftg, asi como la solucién trivial E=0 y B =0.
Desde el punto de vista de la fisica, ya que las fuentes p y 7 son cero,
la tinica solucién «fisicamente admisible» deberia ser la solucién trivial.
No obstante, Maxwell noté que se tenia la relacién de constantes

¢ =1/\/Zofto - (10)

En otras palabras, el valor 1/,/ggfiy coincidia —mnuméricamente y en
unidades— con la constante ¢ asociada a la velocidad de la luz. Mas
aun, para Maxwell y permitian describir fenémenos de interés
en fisica, en los cuales las fuentes estaban restringidas a una parte
del espacio «alejada» de la region en la que se deseaban estudiar las
ecuaciones. Basado en lo anterior, y no sin antes hacer una serie de
reflexiones sobre las implicaciones de sus ecuaciones, Maxwell descubre
la existencia de ondas electromagnéticas y propone que la luz es un
fenémeno electromagnético descrito por este tipo de ondasm Por otro
lado, las ecuaciones de Maxwell sin fuentes también permiten ejempli-
ficar un concepto importante en fisica, el cual se describira brevemente
a continuacién. Suponga que se consideran unidades tal que ¢ = 1,
dichas unidades se conocen en fisica y en geometria como unidades na-
turales y unidades geométm’casﬁ Note que en estas unidades y
permanecen invariantes bajo las transformaciones:

E — B, B— —E. (11)

"En opinién de Einstein, lo anterior es un acontecimiento de gran relevancia en la historia de
la fisica, y asf lo expresa en [§] al referirse a los campos eléctrico y magnético:

The precise formulation of the time-space laws of those fields was the work of Max-
well. Imagine his feelings when the differential equations he had formulated proved
to him that electromagnetic fields spread in the form of polarized waves and with
the speed of light! At that thrilling moment he surely never guessed that the nature
of light, apparently so completely solved, would continue to baffle succeeding gene-
rations. Meantime, it took physicists some decades to grasp the full significance of
Maxwell’s discovery, so bold was the leap that his genius forced upon the conceptions
of his fellow-workers.

Un fendémeno fisico de este tipo ocurre cuando se observa una estrella, donde p y 7 toman valores
no nulos en una regién distante (dentro de la estrella). Estas fuentes producen campos eléctricos
y magnéticos que se propagan como ondas en el espacio, y son registrados en forma de luz.

8Es comiin redefinir unidades para que algunas constantes fisicas sean nimeros sin unidades.
En particular ¢ = 1 si se define la unidad de tiempo segundo (s) como la distancia 3x108m , lo
cual se fundamenta en la constancia de la velocidad de la luz. Para mds detalles véanse [16] y [20].
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Asi E y B son en este sentido campos vectoriales «duales». Esta si-
metria es un ejemplo de un concepto fundamental en fisica conocido
como dualidad. El hecho de que (7)) y sean invariantes bajo ([11)
se conoce como la dualidad electromagnética. En términos generales,
las dualidades entre campos representan indicios de que ambos no son
conceptos separados, sino manifestaciones de un tnico campo general.
Lo anterior se puede resumir de forma sucinta en el siguiente resultado.

Proposicién 2.2. Defina £ = E+i§, coni=+/—1yc=1. Entonces
(11) queda descrita por & — —i&E. Adicionalmente, Y quedan

VE=0, VxE=id&. (12)

Demostracion. La transformacion compleja y la primera ecuacion en
(12) son inmediatas. Usando las ecuaciones restantes, y teniendo en
cuenta que en unidades naturales (10]) implica que egup = 1, se obtiene

VxE +iVxB = —8,B +i0,F = id,(E +iB) . O

Asi, el introducir un campo vectorial complejo permite reducir (11),
y a una transformacién y a un conjunto de dos ecuaciones/’

2.3 Ecuaciones de Maxwell en términos de potenciales

Las ecuaciones de Maxwell y pueden resolverse en términos
de funciones conocidas como potenciales. Especificamente, suponga la
existencia de funciones suaves ¢ = (¢, %) y A = A(t, ¥) tal que

E=-Vo—0A, B=VxA. (13)

Las funciones ¢ y A son llamadas el potencial eléctrico y magnéti-
co. También son conocidas como el potencial escalar y vectorial. Note
que de , y usando y , se sigue de inmediato que dos de las
ecuaciones en y se satisfacen —propiamente, las leyes de Gauss
magnética y de Faraday— y usando la identidad se muestra facil-
mente que las dos ecuaciones de Maxwell restantes se escriben como

Vi 4+ 9,V-A=—p/ey, (14)
(VQ - 50[1083)./I— V(V./I—f‘ 50,[1/0815@) = —ng. (15)

Note que la ultima ecuacion es vectorial; asi, las ultimas dos ecuacio-
nes representan un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales parciales
con igual numero de variables. Como consecuencia, se sigue que para

solucionar y es suficiente con solucionar y para @y f(,

9Esto ejemplifica como el célculo complejo resulta de interés en fisica. Lo anterior es una
caractéristica comun, no solo en electromagnetismo, sino también en la teoria de Yang-Mills y
la teoria de cuerdas. No ahondaremos mas aqui sobre estos aspectos importantes en fisica, para
mayores detalles sobre dualidad y el uso del célculo complejo en fisica el lector puede ver [3] y [1§].
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y definir entonces a E y B mediante . Las ecuaciones y ,

junto con , se conocen como las ecuaciones de Mazwell en términos
de potenciales. En este punto, resulta de la mayor importancia notar
que da expresiones para E y B en términos de derivadas, y por
consiguiente dichos campos no estdn en correspondencia biunivoca con
los potenciales ¢ y A. En efecto, considere las transformaciones

p— ¢ =p—0\, A—A=A+V\, (16)

con A = A(t,7) una funcién suave y suponga que ¢, Ay ¢, A’ definen,
mediante , campos F, By E’', B'. Entonces de se sigue que

E =-Vo+Vo\—0A—8VA=E,
B'=VxA+Vx(VA) =5.
Adicionalmente, y son invariantes bajo , de lo cual se

obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.3. Si ¢, A son soluciones a Yy , entonces @', A
definidos por también lo son.

El hecho de que E y B sean invariantes bajo es fundamental en
fisica; significa que existe una «libertad» en la eleccién de los potencia-
les. De manera mas precisa, suponga que ¢, A son soluciones a (14) v
(15]), entonces usando (|13)) estos potenciales determinan campos E y
B. Ahora, debido a la invariancia de bajo , cualquier funcién
suave A define nuevos ¢’ , A" que determinan los mismos E y B, i.e.,
existen a priori un nimero infinito de potenciales que determinan los
mismos campos eléctrico y magnético. Esta libertad de eleccion en los
potenciales se llama invariancia gauge y las transformaciones se
denominan transformaciones gauge. Se suele decir en la literatura que
el electromagnetismo es una teoria gauge.ﬂ

La libertad de escoger los potenciales puede describirse de la siguiente
manera. Note que define una relacion de equivalencia entre pares

-,

de potenciales; propiamente, (¢, A) ~ (¢, A') si estos pares estdn vin-
culados por una transformacion gauge para alguna funcion suave
A. Se deja como ejercicio al lector verificar que la relaciéon ~ es reflexiva,
simétrica y transitiva, i.e., define una relacion de equivalencia.E

10Las teorfas gauge han jugado un papel crucial en la fisica del Siglo XX. La historia de estas
teorias en matemaéticas se remonta a los anos 70’s, cuando Atiyah descubre que las mismas tienen
incluso importancia en geometria y topologia. En particular, la teoria de Yang-Mills es otro ejemplo
de teorfa gauge. Para mayores detalles sobre estas nociones el lector puede consultar [2], [6] y [20].

HTa relacién ~ permite agrupar este nimero infinito de potenciales equivalentes en un tnico
objeto matemadtico: una clase de equivalencia. Definir clases de equivalencia es un procedimiento
adoptado en teorias gauge, los espacios definidos por dichas clases son espacios moduliy su estudio
ha sido objeto de mucho interés en fisica y en geometria, véase [2] para mayores detalles.
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3. Ecuaciones de Maxwell en forma tensorial

Considere ahora el espacio-tiempo de Einstein (R*,7) con las coorde-
nadas de la subseccién [I.3] Adicionalmente a 0;, defina el operador
do = 0/02° = 19,. Usando estos operadores las ecuaciones y

que involucran rotacionales se escriben como:
VxE/c+8,B =0, VxB —8E/c= poJ, (17)

y asi la leyes de Faraday y de Ampere-Maxwell quedan escritas en térmi-
nos de ¢ y po, y la dependencia de g9 queda implicita por la relacién
fundamental . Por otro lado, note que el operador en @ se puede
escribir como V2 —¢gqpuod} = 9,0, = [?, donde n*” denotan las com-
ponentes de la matriz inversa de n. Asf n=! = (") = diag(—1,1,1,1).
Tanto en relatividad como en geometria pseudo-riemanniana, el opera-
dor (1% es usualmente llamado el d’alembertiano y es considerado como
el analogo para el espacio-tiempo (R*,7) de lo que es el laplaciano V2
para el espacio (R3, g). Note que usando [J?, la ecuacién @ queda re-
ducida a DQ(E, é) = 0. Lo anterior permite intuir que la introduccién
de coordenadas de espacio-tiempo trae consigo una simplificacion en el
electromagnetismo, como se vera a continuacion.

Considere los campos eléctrico y magnético E, B y la fuente 7tal y
como fueron introducidos en la seccién [2|y denote por E;, B; v ; —con
1 =1,2,3— a sus componentes. Los campos E y B se pueden colocar
en forma de la matriz antisimétrica 4 x4 siguiente:

0 El/C EQ/C E3/C
—El/C 0 —B3 Bg

F= (FMV) = —EQ/C Bs 0 -B (18)
—E3/C —BQ Bl 0
Esta matriz se conoce como el tensor electromagnético. Note que
Foi = —Fio=E;/c, Fyj = —€iji By - (19)

En geometria pseudo-riemanniana, al igual que en fisica, se usan las
componentes n*” y 1, para «subir y bajar» indices, e.g., se definen

T, = Nt Fr7 =ntPn"?F,, . (20)

. .
, Ty ="y que

Se ve de inmediato de (20) que z¢p = —x
FY = —Fy, FY% = —Fy, F9=F;. (21)

Usando F, las ecuaciones de Maxwell se resumen en dos ecuaciones
tensoriales. Este hecho queda descrito en el siguiente resultado.
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Proposicion 3.1. En términos del tensor electromagnético F definido
en , las ecuaciones de Mazwell Y son

0uFyp+0,F,, +0,F,, =0, (22)
O " = poJ”, (23)
donde J = J" = (J°, J") con J° = cp y J' = j; . Adicionalmente, la ley

de conservacion de la carga eléctrica @ se puede escribir como:
A" =0. (24)

Note que en el indice v esta fijo y solo se suma sobre p.

Demostracion. La verificacion de es inmediata. Si al menos dos de
los indices p, vy p toman el mismo valor, se sigue de la antisimetria
de F,e.g.,si u=0,vy=0y p=1se obtiene

O Fvi + 0o Fiyp + 0;Fpp = 0.

Asi, en lo que respecta a la verificacion de , basta considerar los ca-
sos en los que 1, v v p son todos indices distintos. Suponga inicialmente
que p=1,v =2y p =3, entonces

O1Fog + OoF5y + 0sF19 = —01By — 03By — 03B3 = ~V-B.

Si ahora los indices u, v v p corresponden a cualquier permutacién de
(123), se verifica facilmente que el lado izquierdo de es de nuevo

+V-B. Si por otro lado se toman = 0,v =2y p = 3 se sigue
OoFa3 + OaF30 + O3Fpy = — 0g By — (VXE)l/C-

Si p,v y p corresponden a cualquier permutaciéon de (023), el lado
izquierdo de es otra vez —salvo por un posible signo menos— el
término de la tltima igualdad. Siguiendo un proceso similar al anterior,
en esta ocasién con los indices u, v y p tomando los valores (013) y (012)
(o cualquier permutacién de los mismos) se obtiene, salvo por un signo,
la segunda y tercera componente del operador diferencial de la Ley de
Faraday en . Asi, usando la ley de Gauss magnética y la ley de
Faraday se obtiene . En lo que respecta a la verificacion de ,
note que si v = 0 se sigue

0, = —0,Frg = VB = pleco = o

donde se han usado , , la ley de Gauss eléctrica y la relacion
fundamental . Si ahora v = 1 se sigue

@LF“I = (VXé)l — 80E1/c,

y de forma andloga, con v = 2,3 el lado izquierdo de es respecti-
vamente la segunda y tercera componente del operador diferencial de

la ley de Ampere-Maxwell en . Asi, la ley de Ampere-Maxwell y la
ley de Gauss eléctrica vienen descritas por ([23)). O]
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Finalmente, considere ¢ y A como en y defina
A= (A") = —(p/c, A). (25)
Asi, Ag = —A° = p/cy A; = A' = —A,;. En fisica, A es el andlogo
del potencial en el espacio-tiempo de Einstein de los potenciales ¢ y A,

definidos usando coordenadas del espacio y tiempo de Newton. Note
que usando este potencial, quedaria resumida a:

A, — A;L = A, — 0. (26)
De la anterior definicién de A se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.2. Las componentes del tensor electromagnético F vy
del potencial A, definidas en Y , se relacionan por:

F,=90,A,—0,A,. (27)
Demostracion. Se sigue de y las definiciones y . O]

Como se mostro en la subseccién E y B son invariantes bajo (|16)).
El resultado anédlogo usando coordenadas del espacio-tiempo es que F
es invariante bajo , lo cual se sigue de ya que 9,0, = 0,0, \.

El hecho de que las ecuaciones de Maxwell se puedan escribir en las
coordenadas del espacio-tiempo de Einstein, como en la proposicion (3.1},
hace parte de una caracteristica fundamental del electromagnetismo.
Propiamente, dicha teoria «es relativistas.

Como se discutio en la subseccién [2.3] el uso de potenciales genera
soluciones de dos de las ecuaciones de Maxwell, propiamente, la leyes de
Gauss magnética y de Faraday quedan resueltas de manera formal. Lo
anterior es compatible con la forma de ver las ecuaciones en esta seccién.
En efecto, se verifica directamente que genera una solucién de ([22]),
la cual —como se evidencié en la demostracion de la proposicién [3.1
representa a las leyes de Gauss magnética y de Faraday. De lo anterior,
se sigue que una vez considerada , solo resta solucionar ([23)).

4. El operador de Hodge

En el principio de este articulo se mencioné el operador * de HodgeE
El lector familiarizado con la geometria diferencial puede encontrar una
introduccién al operador * y al electromagnetismo en [12] y [19].
Denote por QP(R*) —con p = 0, ...,4— el espacio de p-formas dife-
renciales definidas en (R?* 7). De esta manera Q°(R?) = C(R?) es el

12E] operador * se define como un operador lineal en el 4lgebra exterior de cualquier espacio
vectorial orientado de dimensién finita, siempre que el mismo esté dotado de una forma bilineal
simétrica no degenerada. Asi, * es de cardcter algebraico y su uso en geometria diferencial viene
como consecuencia de aplicarlo al dlgebra exterior de formas diferenciales.
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anillo de funciones diferenciables R-valuadas definidas en R* y Q'(R?)
es el espacio generado por los elementos de la forma H = H,dz" , en
donde cada H, = H,(x) es un elemento de C*°(R*) y cada dz* puede
considerarse —para los propositos del articulo— como un «diferencial»

del célculo. Para p = 1,...,4 cada p-forma puede escribirse como
1
H= ;!Hﬂl“'”pdxm A Ndxhr, (28)
en donde cada H,,. ., = Hy,. ., (2) es un elemento de C*(R*) y las

funciones H,,, . ,, se consideran completamente antisimétricas bajo una
permutacién de los indices. Asi, siendo rigurosos y usando terminologia
de la geometria diferencial, cada QP(R*) —con p = 0,...,4— es un
mddulo sobre el anillo C*(R*). Ahora, suponga que se evaliia en
un punto de R*, entonces QP (R?) restringido a este punto es un espacio
vectorial real con {dz"* A --- A dz#r}, <., una base del espacio de
p-formas. Usando argumentos estdandar en algebra lineal, se obtiene
que la dimension de estos espacios vectoriales es 4!/p!(4 — p)! (ver [10]
para mayores detalles). En lo que sigue consideramos que las p-formas
estdn evaluadas en puntos de R*. As{ {1}, {da*}, {dz" A dz"},<.,
{dz" N dz” N dxP}cp<, y {d2® A dat A da? A dx?} son bases de QP(R?)

con p = 0,...,4, respectivamente. Ahora bien, existe un operador de
derivacion que relaciona estos espacios, este es la derivada exterior
d: QP(RY) — QPFH(RY). (29)

Para cada f en C®°(R*) y H en QP(R*), d satisface la regla de Leibniz
d(fH)=df NH + fdH .

Note que es vélida para 0 < p < 4, ya que Q°(R*) = 0 y en tal
caso d = (0. Cada dx* puede definirse como la derivada exterior de la
funcion coordenada x*; esta es la forma en que se definen los objetos
diferenciales que se consideran en el célculoﬁ Si H es la p-forma
su derivada exterior es la (p + 1)-forma

1
dH = —'OpHmmupd:vp Adzht Ao A datr. (30)
p!
Aplicando nuevamente la derivada exterior se obtiene
1
&*H = —0,0,H,, . dz® Ndz” Ndz" N--- ANda'? =0, (31)
p! ’

donde la tltima igualdad se sigue de la simetria del operador 0,0, y la
antisimetria de la forma dz Adz?. Asi d* = 0, esta propiedad de d y

I3E] conjunto de campos vectoriales suaves definidos en un abierto U C R*, denotado por X(U),
es un médulo sobre el anillo de funciones suaves C°°(U) y el espacio Q' (U) es el médulo dual de
X(U). Considerando la derivada exterior d : C*°(U) — Q' (U), y ya que cada funcién coordenada
z# es un elemento en C*°(U), se puede definir a dz# como la imagen de z* bajo dicho operador.
El lector interesado en estas definiciones puede consultar mayores detalles en [16].
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seran utilizadas mas adelante. La pseudo-métrica n induce productos
internos 7, : QP(RY)xQP(R*) — C>=(R*) en cada espacio QP(R*). Si
p = 0, se define 19 como el producto de funciones. Si p = 1, se define
71 como la forma C*-bilineal tal que 7 (dx*, dz") = n**. Para p = 2,
sean A = da* ANdx¥ y B = dz? A dz? en Q*(R*), entonces se define
12 como la forma C>-bilineal tal que 19(A, B) = nn* — nton*?. La
expresion anterior es el determinante de una matriz 2x2. En efecto, si
A =dx" ANdz?? y B = dz"* A dx*?, ny se reescribe como

n2(A, B) = et — e = det (") (32)

Es relevante mencionar que son los indices latinos 7,j (y no los grie-
gos) los que especifican las entradas de la matriz a la cual se le estd
tomando el determinante, i.e., la entrada 7, j de dicha matriz es n*"s.
En este punto, es claro que se puede hacer uso de la ltima notacion
para introducir una férmula general para 7, con p =1,...,4. Si

A=dx" A Adat, B =dz" A Ada, (33)
son dos elementos en la base de QF(R*), entonces 7, es la forma C>-
bilineal definida por

p(A, B) = det(n"), (34)
donde el lado derecho es el determinante de una matriz pxp. Por otro

lado, la delta de Kronecker generalizada y el simbolo de Levi-Civita son

1 si(pg...1p) es permutacion par de (vy...1v,),
Gpp = ¢ —1 si(u...4p) es permutacién impar de (v1...1), (35)
0  otro caso,

1 si(pq...uq) es permutacion par de (0123),
= —1 si(pq...u4) es permutaciéon impar de (0123), (36)
0  otro caso.

Ept.pa

Note que si p =1, §,,7 % es la delta de Kronecker usual 6. Si p = 2, la
delta de Kronecker generalizada sirve para expresar el determinante en
(32) como 1,(A, B) = nai n“Q”ééZilZZ . Mé&s aun, la expresién anterior se
puede generalizar a los casos p = 3, 4; esto es, si Ay B son las p-formas
definidas en , se puede reescribir en la forma siguiente

(A, B) = i oppte gy (37)

1¥p

Por otro lado, ya que 7 es una pseudo-métrica, resulta conveniente
definir otra cantidad conocida como el simbolo mizto de Levi-Civita, la
cual se define en términos de (36)) de la siguiente manera

i I
cheeht piph ,nupupgu,l.

USRI (38)

El simbolo de Levi-Civita se relaciona con la delta de Kronecker
(35) mediante €, ,, = 0% . Ahora, tomando p = 4 en (3§), y

M fld

D —
Hp+1---p4 — 77
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teniendo en cuenta que 7 define una matriz diagonal con 0 =—-1y
7?7 =1, se sigue de (36 que

—1  si(p...14) es permutacion par de (0123),
ghteHe — 1 si(p...u4) es permutaciéon impar de (0123), (39)
0 otro caso.

Es importante notar el signo relativo entre y (39)), el cual aparece
como consecuencia de que n°° = —1. En fisica se suele abreviar por
d*z a la 4-forma dz® A --- A da?, la cual es conocida como la forma
de volumen de (R* 7). Usando esta abreviacién y la definicién de los
simbolos de Levi-Civita se obtiene la identidad

dz"t A - AN dxtt = sm,_,md‘lx = —ghtagia. (40)

Note que la 4-forma anterior no se anula si y solo si y; # p; para cada
par de indices. Ya que (g4, ,,)? = 1, se sigue de que

1
dr=da® N ANda? = Iem---ﬁmdﬁ“ A Adxh.

Los simbolos de Levi-Civita con subindices, superindices y mixtos tie-
nen propiedades que resultan especialmente ttiles en algunos desarro-
llos. En particular, se tienen las siguientes identidades (la comprobacién
de las mismas se deja como ejercicio al lector).

Epttippipr €T = —(4 =)l (41)
g ERTR = —(4— p)!(_l)p(zl—p)(;gf':..}ip ] (42)

El operador x de Hodge definido en (R?*,7) es el operador C'*-lineal
x 1 QP(RY) — Q*P(RY) | tal que con p = 0 se tiene

x1 = d'z, (43)

y para p = 1,...,4 se tiene, con cada forma B = dz** A --- A dz"*?, una
forma *B € Q'P(R*) determinada por la condicién

AN*B =n,(A,B)d'z, (44)

para cada A en la base de QF(R*) y donde 7,(A, B) viene dada por
. A la (4 — p)-forma xB se le conoce como la forma dual de Hodge
de la p-forma B.

Note que si B = d'z € Q*(R*"), entonces da una igualdad no
trivial solo si A = da#* A --- A daxt con p; # puj. Asi, (pg---fua) €s
necesariamente una permutaciéon de (0123) y por lo tanto de se
tiene que A = ¢, ,,d*z. Reemplazando esto dltimo en (44), y usando
la C*°-bilinealidad de 7, , se obtiene que

d*z A xd*z = det(n")d's = —d*z.
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Al ser * d*z una O-forma se sigue que
sd'r = —1. (45)
El signo menos es una consecuencia de la pseudo-métrica usada["

Lema 4.1. El operador x de Hodge satisface la siguiente identidad:

1% V. 1 vi...V 1% 12
*(dx" N - Ndx'?) = (4—p)!€ S g QTP N N da . (46)

Demostracion. Sea A = dz*' A--- Adat» y B la (4 — p)-forma definida
por el lado derecho de . De la definicién del simbolo de Levi-Civita
mixto (38]), y usando las identidades y (41)), se sigue que

AANB = a )|5”1"'””,,p+1m,,4da:“1/\ - Az NP - - - Az
J— p !
_]. ! !
N (4— p)!nylyl nypyngi~--Vz'n”p+1-~-V45u1mupupﬂumdﬁlx

= g d e = (A, B) d'e

Para obtener la peniltima igualdad se usé el hecho de que en dicha
suma cada sumando es simétrico bajo el intercambio de (pq...p4,) v
(11...15), lo cual es una consecuencia directa de la simetria de 7 y de
la definicién de la delta de Kronecker generalizada. Adicionalmente, en
la dltima igualdad se usé (37)) con B = dz** A --- A dx*?. El desarrollo
anterior y implican que A A (E’ —xB) = 0. Ya que A puede ser
cualquier elemento en la base de QP(RY), se sigue que B = xB. ]

Es importante mencionar que es usada como parte de la defini-
cién del operador * de Hodge (ver por ejemplo [6]). Se puede definir a
como el operador C*®-lineal * : QP(R*) — Q4P(R?) tal que *1 = d*z
para p = 0 y que satisface (46 para p = 1, ..., 4. Note que la prueba del
lema anterior muestra que (44)) y son equivalentes.

Proposicion 4.2. El operador x de Hodge satisface la identidad
WA = —(—1)PUP A4, VA € QP(RY). (47)

Demostracion. Ya que x es C'°-lineal, es suficiente probar para los
elementos de la base de QP(R*). Note que de y (45) se concluye

**1=—1, 2 (d*z) = —d'z.

14En efecto, si en lugar de 7 se tuviese la métrica euclidiana g en R%, se obtendria que *d*z = 1,
la propiedad andloga del operador * de Hodge para la variedad riemanniana (]R‘l7 g)-
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Asi, basta mostrar la identidad con p = 1,2, 3. Sea A = dx"* N---Adxt»
tal que p = 1,2, 3. Usando , y la definicion se obtiene

x2A = *—1 ght-Hp datett Ao A datt

(4 — p)! Hp41---144
1
- m5m"'”PHP+1.”“4€up+1...u4ylmypdxyl VANREIRWAN dx”p
—(—1)p4-p)
= —'5511.'.'.'Zf;pdxyl A---ANdx'? = _(_1>p(4—p)A‘ u
y

La proposicién anterior implica que *? = 41, con el signo + en los
casos p = 1,3 y el signo — en los casos p = 0, 2,4, de tal forma que %
es una biyeccion. Ademas, por ser * un operador C'*°-lineal se conclu-
ye que es un isomorfismo entre QF(R*) y Q47P(R*). Finalmente, como
consecuencia de la proposicion se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.3. Los productos internos n, y na—p satisfacen
ni_p(*A,xB) = —n,(A, B), VA, B € Q(RY).
Demostracion. De y (47) se sigue que
N_p(*A, *B)d'z = —(=1)P""PxAANB = —BA %A= —n,(A, B)d'z.
O

El corolario relaciona los productos internos en QP(R*) y Q4-P(R%).
En particular, implica que los productos internos de p-formas y sus
formas duales de Hodge se «preservan» salvo por un signo

5. Ecuaciones de Maxwell en términos de formas

Mediante la asociacion de formas diferenciales a las cantidades que apa-
recen en la electrodinamica, la seccion [3] puede reescribirse de manera
natural. En efecto, sean J = (J¥) y F' = (F),,) como fueron definidos en
la seccién [3l Si a dichas cantidades se les asocian formas diferenciales
adecuadas, las ecuaciones de Maxwell pueden resumirse en términos de
d y %, las formas 'y J, o sus formas duales de Hodge. Siguiendo la
notacién de [4], defina J,, = 7,,J" y las formas diferenciales

1
F= éFu,,dx” Ndz”, J=J,dx", (48)
~ 1 S ~
J = ik Jida? Nda®, T = cpdat NdaP Ada® — T Adx®. (49)

15Esta propiedad es el andlogo en (R4, 1) de un resultado conocido para la variedad riemanniana
(R4,g); en este ultimo caso, * relacionaria a gp y g4—p y no existiria el signo menos.
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Lema 5.1. La forma dual de Hodge de la 1-forma de corriente J defi-
nida en es la 3-forma J definida en , esto es, xJ = T .

Demostracion. De , y y ya que Jy = —J° = —c¢p, se sigue
J 1 .
xJ = ——?50,,p0 dx? N dx? N dx® + ﬁsi,,ng’dasy A dx? N dx°

:cpdxl/\dx2/\dx3—dx0/\j:j. ]
Teorema 5.2. Las ecuaciones de Maxwell Yy en términos de

formas diferenciales y el operador de Hodge son:

dFF =0, dxF' = —poJ . (50)
Ademds, la ley de conservacion de la carga eléctrica esdJ = 0.
Demostracion. Considere la 2-forma F' definida en . Usando

con H = F' y realizando un cédlculo elemental, se sigue que

dF = —(0,Fu + 0,F,, + 0,F,,) dz” A dz" A dz".

1
6
Asi, es la primera ecuacién en (50)). Para verificar la otra ecuacién
debemos calcular dxF'. Note que de (46) y se sigue que

1 5 "

[ = mFuyg’u pgda:p/\dx
_ 1 p v’ dz” dcrfl T R N
- Z( n F,uz/) Eu'v po AT N adx” = Zléf'm/ng xt A\ dx”.

Ahora, usando la férmula con H = I, se obtiene
1
dxF = 4o O, F™dx™ N dx” N dx?. (51)

Debido a la presencia de €., los indices 1, v, p, o deben ser distintos.
Adicionalmente, 7 debe ser distinto de p y ¢ (caso contrario los dife-
renciales darfan la forma cero). Ya que los indices toman valores de 0 a
3, se sigue que solo 7 = p 6 7 = v darfan una contribucién no cero a la
3-forma dxF. Asi, usando F'" = —F"" y €00 = —Eypupo, ¥ después de
un calculo elemental, en el que se asumira que indices repetidos indican
sumas sin importar el nimero de repeticiones de estos, se sigue que

2dxF = €, 0, F" dz" Ndx” Ndz®
= —eol-jk@FiOda:i/\d:cj/\d:ck —€wp08uF“idx“/\dx”/\dx”.
Desarrollando la primera suma y usando se obtiene

50ijk8iFi0dxi A dx? A da® = 2p0J0dat A da® A da®
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De manera analoga, desarrollando la segunda suma con i = 1,2,3, y
usando , se tiene respectivamente

51upgauF“1d$“ Adx? A dz° = —2,u,0J1dx2 Adzd A da®,
62/“,(,6”[7“2(173“ A dxP A dx® = 2uoJ*dxt A da® A da®
53W08NF“3CZ:U“ Adx? A dx” = —2ueJ3det A dx? A da® .
Remplazando las cuatro sumas anteriores en se obtiene
dsF = — po(cp)dat A da? A da® + pgJ A da®.

En este punto, usando las formas J y J definidas en se sigue que
la ecuacién eﬁ la segunda ecuacion .

Finalmente, tomando la derivada exterior de la segunda ecuacién (50))
se sigue que dJ = 0, la cual escrita en componentes es . O

De las proposiciones [4.2] 5.1 y 5.2} se tiene el siguiente resultado.
Corolario 5.3. La sequnda ecuacion de Maxwell en es
wxdx F' = pgJ .

El operador *xdx es proporcional a un operador conocido como el co-
diferencial, es el adjunto de d bajo cierto producto interno definido en
el espacio de formasﬂ Note que de las definiciones dadas para * y d, el
operador *xdx envia p-formas en (p— 1)-formas, lo cual sugiere el uso del
prefijo «co». En particular, en nuestro caso p = 2 y definiendo § = xdx,
las ecuaciones de Maxwell se escriben de forma sucinta como

dF =0, 5F = poJ . (52)

Las ecuaciones de Maxwell escritas de esta manera, aparte de la elegan-
cia y simplicidad de escritura, tienen propiedades importantes desde el
punto de vista de la geometria. La primera ecuacion nos dice que el cam-
po electromagnético, visto como la 2-forma F' definida por la primera
ecuacion , es una forma cerrada. Por lo tanto, como consecuencia

161,a demostracién deja de manifiesto una «direccién», indica que y estdn contenidas
en las ecuaciones , i.e., soluciones a las primeras son necesariamente soluciones a las tltimas.
No obstante, una modificacién menor de los argumentos permite igualmente concluir los reciprocos,
lo cual se obtiene facilmente reorganizando y comparando coeficientes de las formas involucradas.
La verificacién de esta tltima parte de la demostracién se deja como un ejercicio al lector.

17Considere el operador * para la variedad semi-riemanniana (R™,h) y los espacios Qiz (R™),
con p = 0,..,n. Aqui L? hace referencia a formas cuadrado integrables. Las integrales
(A,B)p = [gn A A *B definen productos internos en cada Q’;ﬂ (R™) y el operador § =
(—1)sien(h) (—1)n(P+1)+14dx resulta ser el adjunto de la derivada exterior d con respecto a di-
chos productos, i.e., (64,C)p—1 = (A,dC)p. El lector familiarizado con geometria diferencial
puede ver més detalles en [I2]. En particular, para QZLQ (R*) y con h = g la métrica euclidiana

§ = —x*dx*, por el contrario, si h = n es la pseudo-métrica de Minkowski § = *dx.
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de un resultado célebre en geometria conocido como el lema de Poin-
carém se sigue que dicha forma es exacta, i.e., debe ser el diferencial
de alguna 1-forma. Ahora, note que este hecho también se sigue de pro-
piedades mencionadas anteriormente. En efecto, considerando los A*
en como la 1-forma A = A,dz", se sigue de la proposicion que
2dA = (0,A, — 0,A,)dx" Ndx” = 2F y asi F es el diferencial de A.
Mas aun, la segunda ecuacién en dice que el co-diferencial de F' es
proporcional a la 1-forma J definida como la segunda ecuacién en (48)).

Por otro lado, teniendo en cuenta se sigue que si A es un poten-
cial que determina el campo F', i.e. F' = dA, entonces la transformacién
de 1-formas A — A’ = A — d\ genera otro potencial que determina
el mismo F' para cualquier funciéon R-valuada suave A = A(z). Por
consiguiente, la invariancia gauge estudiada previamente en términos
de potenciales vectoriales y tensoriales, y que esta descrita por (16| y
, es una consecuencia inmediata de la primera ecuacién en

Finalmente, en la subseccion se describieron las ecuaciones de
Maxwell sin fuentes. Usando formas, el anulamiento de las fuentes es
equivalente a que la 1-forma J, definida en , sea idénticamente cero,
lo cual es equivalente a que J = 0. Por lo tanto, como consecuencia del
teorema , dichas ecuaciones pueden reescribirse como:

dF =0, dxF = 0. (53)

Ya que estas ultimas ecuaciones estan definidas para el espacio de Min-
kowski (R* 1), el cual tiene dimensién 4, se sigue que *F es también
una 2-forma. Asi, a priori, es natural explorar si es posible que la forma
dual del campo electromagnético sea proporcional a si misma, i.e.,

xF = aF, (54)

con alguna constante a # 0. La naturalidad de recae en que esta, en
conjunto con la linealidad del operador *, permitiria reducir la segunda
ecuacion en ((53)) a la primera ecuacién. No obstante, de la proposicién
se sigue que —F = *2F = a?F , asf a> = —1 y no existen soluciones
—al menos en los reales— a . Aun en tal caso, una ecuacién analoga
a juega un papel importante en fisica, en particular en la teoria de
Yang-Mills, y es conocida como la condicién de dualidad [

18E] lema de Poincaré afirma que cada p-forma cerrada (con p = 1,...,n) definida en R™
es exacta. En geometria diferencial dicho lema se expresa usando grupos de cohomologia como
HP(R™) =0, con 1 < p < n. El lector interesado en estos temas puede consultar la referencia [12].
En particular, las formas en Q22(R*) que sean cerradas, son también exactas.

19Suponga que en lugar de considerar la ecuacién en el espacio de Minkowski, se considera
la misma en la variedad riemanniana (R‘l, g). En tal caso, para 2-formas se tiene x2=1yasia? =1.
Por lo tanto queda reducida a las ecuaciones *F' = £F, conocidas como las condiciones de
autodualidad y anti-autodualidad. Si bien lo anterior es un problema interesante en geometria
riemanniana, tiene implicaciones en fisica. Para detalles sobre estas implicaciones y los vinculos
entre geometria diferencial, electromagnetismo y la teorfa de Yang-Mills véanse [2] y [6].
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