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Resumen

Es verdaderamente raro que un articulo que ha sido deja-
do de lado hace casi ochenta anos encuentre su camino de
regreso al centro de la atencion cientifica. Aun asi, esto
es exactamente lo que ha sucedido con el articulo escrito
en 1934 por el Premio Nobel Frits Zernike en la ultima
década. De hecho, en los ultimos anos se ha prestado
especial atencion al papel de los polinomios de Zernike
en muchos y diferentes campos de la éptica geométrica,
la ingenieria optica y la astronomia. Los polinomios de
Zernike se pueden representar como el producto de una
constante de normalizacion por polinomios radiales y un
par de funciones trigonométricas. Estos polinomios for-
man un conjunto ortogonal y completo sobre el disco uni-
tario. En este texto pasaremos por la construccién de los
polinomios de Zernike esféricos en el contexto del analisis
cuaternionico y discutiremos resultados recientes.

1. Introduccién

1.1 Antecedentes histdricos

Los polinomios circulares de Zernike (ZPs) fueron introducidos por Frits
Zernike (1888-1966) (véase [19]) hace unos ochenta afios en relacién con
su método de contraste de fase y la prueba de la navaja. Como con-
secuencia, F. Zernike y H. Brinkman (véase [20]) mostraron el enlace
entre estos polinomios y las funciones armoénicas esféricas generales que
ocurren en la solucién del problema de potenciales del laplaciano en los
espacios multidimensionales. Tras la aparicién de la obra de Zernike,
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han surgido un nimero importante de publicaciones que describen di-
versas aplicaciones de los ZPs. En particular, los ZPs han jugado un
papel fundamental en la teoria de la difraccion de aberraciones de B.
Nijboer (véase [I4]) y en la teoria éptica como ha sido demostrado
por W. Tango (véase [I7]). Los ZPs han encontrado aplicaciones en
diferentes campos desde entonces, tales como las matematicas puras
y aplicadas. Por ejemplo, se han utilizado ampliamente en la caracte-
rizacién de sistemas de imdgenes Opticas circulares con las funciones
de pupila no uniformes y, mas recientemente, en el calculo de canti-
dades actsticas que provienen de radiadores armdnicamente excitados
con perfiles de velocidad no uniformes. Los ZPs son representados como
el producto de una constante de normalizaciéon por polinomios radiales
y un par de funciones trigonométricas (seno y coseno). Estos forman
un conjunto completo de funciones ortogonales en el disco unitario y
poseen muchas propiedades notables como la eficacia de la expresion, el
calculo réapido y la representacion de varios niveles para la descripcién
de las formas de modelos. Originalmente Zernike definié sus polinomios
a partir del analisis de las eigenfunciones de una ecuacion diferencial de
segundo orden. Su importancia no fue apreciada inmediatamente; vein-
te anos después A. Bhatia y E. Wolf (véase [2]) demostraron que los
ZPs surgen més o menos de manera tnica como funciones ortogonales
en el disco unitario con dependencia radial polinomial e invariantes ba-
jo rotaciones de los ejes alrededor del origen de coordenadas (es decir,
el centro del disco unitario).

Para la reconstruccion, reconocimiento y discriminacion de objetos en
tres dimensiones, el uso de un sistema bidimensional parece ser inade-
cuado y en su lugar se utilizan sistemas tridimensionales. Las funcio-
nes de Zernike generalizadas fueron estudiadas por primera vez por
W. Tango (véase [I7]), quien proporcioné muchas de sus propiedades
analiticas y algebraicas, asi como propiedades que apoyan su adecua-
cion en la teoria de la difraccion optica. En particular, los polinomios
de Zernike esféricos (ZSPs) ortonormados en la bola unitaria se intro-
dujeron por N. Canterakis en [4]. Los momentos de Zernike (definidos
a través de los ZSPs) tienen la ventaja de capturar la informacién glo-
bal sobre formas tridimensionales sin necesidad de fronteras cerradas
como en los métodos basados en limites. Recientemente ha habido un
renovado interés en los aspectos tedricos y computacionales de los mo-
mentos de Zernike, asi como en las aplicaciones de estos en el diseno
optico, el andlisis dindmico y la geometria computacional. Es a partir
de estas aplicaciones que también surgieron métodos para la deteccién
y caracterizacion de los aneurismas intracraneales y estas ideas ahora se
estan utilizando en el area de la bioinformatica y la biologia molecular.
Ademas, los momentos de Zernike son muy buenos para describir en el
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campo de la representacion biolégica; por ejemplo, pueden ser usados
para aumentar las vistas en tres dimensiones de entidades biolégicas
importantes como acidos nucleicos, células, tumores, tejidos, érganos
enteros y organismos, asi como para la recuperacion de la estructura
terciaria de una proteina y el estudio de sus propiedades.

1.2 La construccion de los polinomios de Zernike esféricos y sus
propiedades

Los polinomios de Zernike esféricos (ZSPs) se distinguen de los otros
conjuntos de polinomios por ciertas propiedades de invariancia. Si se
define una base ortogonal en una regién que tiene simetria esférica, es
conveniente utilizar funciones que son «rotacionalmente invariantes»,
es decir, que forman una base para representaciones del grupo de ro-
taciones del espacio euclidiano tridimensional. Mas especificamente, si
consideramos una funcién continua Z(x, y, z) invariante bajo rotaciones
de los ejes alrededor del origen x = y = z = 0, ésta debe necesariamente
satisfacer la siguiente ecuacién diferencial:

2
AZ—i—oz(xg—i-yg—l—zg) Z+ﬁ(x2+y£+z3>2
T 2 x

02 o? 0?

ox?  0y? 022

denota al operador laplaciano. Alternativamente, haciendo un cambio
a coordenadas esféricas (p, 0, @) por x = pcosf, y = p senf cosp, z =
psenfsenp (0<p<1,0<0<7my0<¢<2m), laecuacién (lf) se
reescribe como:

(1_|_ 2)82_Z_|_ g+< +6) a_Z_|_i COSQ@_Z+62_Z
ap op? p “ P dp  p?> \senf 00 ~ 00?
1 27
8——1—72:0.

+ -
p? sen? 6 0p?
Podemos tratar de separar las variables sustituyendo una solucién de
la forma

Z(pcosb, psenbcosp,psend senp) = R(p) Y (0, p), (2)

donde R es una funciéon en p tnicamente y Y es una funcién en 6 y
. La solucién general Y (6, ) en se denomina funcion armém’ccﬂ

ISea f : Q@ — R (donde Q es un subconjunto abierto de R?) una funcién real de tres variables
reales z, y, z. Decimos que f es arménica en  si es de clase C? en Q y satisface la ecuacién de
Laplace, Af = 0.
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esférica, definida de la siguiente forma:

{ Y, (0, ) = P"(cos ) cos(mep),

(3)
oY;(m)(e7 90) = le<COS 9) sen(mgo), m=20,...,1 (l =0,1,... )

Aunque la notacion sea poco comiin, denotamos la funcién esférica por
°Y y °Y segun la paridad de las funciones coseno y seno. Aqui P/™(s)
(s = cos ) representan las funciones asociadas de Legendre del primer
tipo de grado [ y orden m definidas por

m/2 am

P(s) = (=1)" (1 =5")"" ——[P(s)], s € [=1,1]

donde P(s) := ﬁ%[(sQ— 1)!] denota el polinomio de Legendre de grado
[. Observamos que cuando m = 0, la funcién de Legendre correspon-
diente P(s) coincide con el polinomio de Legendre P,(s). Las funciones
asociadas de Legendre fueron introducidas en 1877 por Ferrer. Por esa
razon, algunos autores las llaman funciones de Ferrer.

Utilizando el desarrollo binomial y el hecho de que

d' _— 0 , >
a1 = oo IS

B(s) = kzo(_l)k%(li) (21 ; 2k) g

donde el limite superior [k] en la suma anterior denota, como de cos-
tumbre, el mayor entero menor o igual que k.

Las funciones asociadas de Legendre satisfacen la férmula de recu-
rrencia

(L =m+ 1P (s) = 20+ 1)sF"(s) = (1 +m) B (s),
param =0,...,[l+ 1. Una identidad adicional y 1til esta dada por
(1= s*)(P"(s)) = (L+m)Py(s) = IsP"(s),

resulta que

param = 0,...,[. Por la representacion y en virtud de las férmulas
de recurrencia anteriores, resulta que
cosf Y  0*Y 1 0y 1
sen 6 00 + 00? * sen?f 0p?  sen2f
1
sen? 6

——(l+1)Y. (4)

[—l(l+1)sen® 0 + m*| Y

(—m*)Y
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Las funciones asociadas de Legendre P/™(cosf) son ortogonales en
L3([0, 7], sen 6df) para un m fijo:

2 (ll + m)
20, + 1 (I, —m)! Ot

1 1
donde el simbolo d;, ;,, denominado delta de Kronecker, toma valor igual
a 1 cuando l; = [y y cero cuando Iy # [5.

Las funciones armoénicas esféricas {V,"™} = {¢¥;'™ ov™ . m =
0,...,0;1 =0,1,...} forman un conjunto completo de funciones or-
togonales y asi forman una base ortogonal del espacio de Hilbert de

funciones cuadrado integrables sobre la esfera unitaria S, L*(S), con
respecto al producto escalar usual:

2w ™
(f,9) La(S /fgdcr—/ / fg sen0dfdey.
o Jo

Esta ortogonalidad se puede expresar de la forma siguiente:

/ P/™(cos 0) P} (cos 0) sen 0df =
0

()= [ B ot et s
2
Ccos COS
/ sen (ml(p> Sen (m2<10) d(p
0

. 21 (ll +m1)'
_2l1 +1 (ll — ml)‘

Consecuentemente, sus normas estan dadas por

27(1 + dom) (L +m)!
eY 2 OY(m) 2(5) = : .
I ”L =117Y Nz \/ oA+1  (I1—m)!

Un estudio més detallado de las funciones arménicas esféricas y de sus
propiedades se puede encontrar, por ejemplo, en [1] y [15].

A continuacién explicamos la construccion de la parte radial de la
funcién Z de la forma . Adicionalmente, teniendo en cuenta se
puede verificar que la funcién radial R(p) debe satisfacer la siguiente
ecuacién diferencial:

PP(1+ap’ )R +p2+ (a+B)p*| R+ [vp* —U(l+ 1) R=0. (6)

Ahora, si en @ se sustituye a por —1, obtenemos que el coeficiente
de R” desaparece en ambos extremos del intervalo 0 < p < 1; ademas,

5l1,l2 (1 + 50,m1) 5m17m2' (5)

tomando § = —3, la ecuacion diferencial se convierte en autoadjunta
por lo que nos lleva a
PP (L=p*) R +2p(1=20") R + [vp* — 1l + 1)] R = 0. (7)

Cada valor de p es un «punto ordinario» para esta ecuacién excepto los
puntos p = 0,1 e oo, que son «puntos regulares». Ademas, la ecuacion
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se puede reescribir, en términos de una nueva variable u = p?, de la
siguiente forma:

’R 1 dR 1 { I(1+1)
_'_4_1 v =

+5 (3= 5u) -

1—
u Dt du? = 2

|0

Ahora, si consideramos R(u) := u2'F(u) obtenemos la siguiente ecua-
cién hipergeométrica para F'(u):

(1—u)d2—F+[l+g—u(l+g>]%Jr[%—l(lizs)}F:o.

Una solucion de la ecuacion anterior es proporcionada por la funcion
hz’pergeométm’cﬂ

. I+3+\/v+3 1+3—\/v+% 3 | 8

9 y 9 ,l+§;u

La funcién F(a,b,c;u) tiene una singularidad logaritmica en el punto
u = 1,8l c—a—b = 0, un caso que surge aqui. Por lo tanto la solucién
solamente sera finita en todos los puntos situados en o dentro de la bola
unitaria, si la serie hipergeométrica termina y se reduce a un polinomio.
Los niimeros caracteristicos que cumplen esta condicion estan dados por
v =n(n + 3), donde n es un entero positivo.

Con este resultado y si, ademés, elegimos la normalizacién Rg)(l) =
v2n + 3 para todo n y [, se puede ver que la solucion radial puede ser
obtenida explicitamente de , logrando la siguiente forma:

. - ntltd z
RO(p) :=<—1>2¢72n+3( i)

2

n+l+3 n—l l—|—3' 9
5 2,p

Vs z ()L o

2

2La funcién hipergeométrica (de Gauss), denotada por F(a,b,c;u), estd definida por la serie
siguiente [18, cap. XIV]):

oo

k(b
F(a,b,c;u) Z )kZl’

Ck

donde ¢ # 0,—1,—-2,... y (A es el simbolo de Pocchammer definido por

1 k=0
Mw =
AA+D) - A+k—1),  k=12,...
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para valores enteros positivos n, [ tales que n — [ es par y no negativo.
De ahora en adelante, n representa el grado del polinomio radial y [ su
dependencia angular.

Algunos de los primeros polinomios radiales se presentan en la si-
guiente tabla:

Grado Radial (n) | Orden Polar (1) | Polinomios Radiales

0 0 R§(p) = V3

1 1 R (p) = V5p

2 0 Ry (p) = 4 (—3+5p%)
2 R (p) = V/Tp?

3 1 R (p) = 2p (—5+7p?)
3 R (p) = 3p°

4 0 R (p) = AL (15 — 70p* + 63p*)
2 R (p) = ¥Ep? (=7 + 9p?)
4 R (p) = V11p*

Cuadro 1. Ejemplos de los polinomios radiales S)(p).

En efecto, los polinomios R (p) satisfacen la ecuacién diferencial
siguiente:

dRY
dp
+ [n(n+3)p* =11+ 1] R =0. (10)

&R
dp?

pP(1—p?) +2p(1 = 2p°)

Estos polinomios son pares o impares, dependiendo de n o [:
RO (p) = (<17 RO (=p) = (~1) R (=p).
Observamos que cuando ! = n los polinomios Rg)(p) se simplifican a

monomios de grado n: RY”(p) = v/2n + 3 p". Ademés, dichos polino-
mios satisfacen la férmula de recurrencia [11]:

Ci(n, 1) R, 5(p) + Co(n,)) R 5(p) = D(n,1,p) RV (p),  (11)
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donde los coeficientes C; y (5 son constantes dadas por

Ci(n,l) = ﬁ(znﬂ)(msﬂ)(nm—n, (12)
Coln,l) = —— (n 4 5) 1+ D) —1), (13)

van —1

y D(n,l, p) es el polinomio de grado 2

Dmeyz%Vmpﬂﬂ@n+m@n+maﬁ-4)—@L+mﬂ.ug

La condicién de ortogonalidad de estos polinomios radiales es la siguien-
te:

1
| #RUOR ) = 5
0

Sean n y [ nimeros enteros positivos tales que n—1[ es par y no negativo.
De ahora en adelante, denotaremos por

2" (p,0,0) = N/ RO (p)<Y,"™ (6, ),

250 (0.0,0) = MR (0) Y 0. 0), (15)
m=0,..., (1=0,1,...)

los polinomios de Zerm'ke esféricos (ZSPs), donde {eYl(m),oY(m)}
estan definidos por (3)), los polinomios R (p) estan dados por y
N = HeYl(m)Hzgl(s = |]oy;t™ HL2 es el factor de normalizacidn.

Por simplicidad, denotamos por thl)

{<Z Zm OZm). =0,...,l}, para cada n,l € NU {0} tales que n —

n,l
es par y no negativo.

cualquier polinomio del conjunto

Observacién 1.1.

e Una simple observaciéon muestra que RrY (p) son polinomios de
grado n, conteniendo todos los términos pt, p!*2, pl+4 PR P
Por lo tanto, podemos concluir que las funciones son poli-
nomios de grado n en las variables © = pcosf, y = psen@cos ®,
z = psen @ sen p.

e Es facil de verificar de que los ZSPs coinciden con los armoni-
cos esféricos sobre la esfera, salvo por una constante real que de-
pende de [, m y n.

e Notemos que cuando n = [ los ZSPs resultantes son polinomios
armoénicos homogéneos.

Los ZSPs estan representados en la tabla siguiente para los casos
n =0,1,2 en coordenadas cartesianas.
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Grado | Orden | Orden | ZSPs
Radial | Polar | Azimut

(n) | @ | (m)

0 | o | o |Zg=1/2
1 1 0 |°z%=1/8z
1“2 = - y

Q

N
=~
NG

Il

|
NI~ NI
I\

(=3 + 5a? + 5y* + 5z?)

[\
(@)
o
o
D
o2
I
=
Tm

2 0 eZé?Q) = }1\/3;5(2x2 —y? = 2?)
Loz =g Py
oY = -1 Be
2 |z = 1B - )
235 = 3 v

Para cualesquiera niimeros enteros n y [ tales que n — [ es par y no
negativo, los ZSPs satisfacen las siguientes propiedades:
(i) Simetrias
(a) paridad con respecto al punto de reflexién en el centro de
coordenadas:

Z (p,0,0) = (~1)"Z\" (p,0, 0 + 7);

(b) paridad dependiendo de n o I:

Z" (p,0,0) = (—=1)" 2 (=p,8,¢) = (=1)' 2D (—p,0,¢);

(c) invariancia bajo rotaciones de miltiplos de % radianes alre-

dedor del origen:

m 2k m
Z?S,l) (p797@+7> ZZ,(%l)(p,Q,go), kEZ;
(ii) Sea B la bola unitaria en R3. Los ZSPs son ortonormales en el es-
pacio de Hilbert de funciones cuadrado integrables sobre B, L*(B),

con respecto al producto escalar usual:

1 2 pm
{9) 1) = / fgdV = / / / fg sen0p*dfdpdp.
B 0 0 0
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Esta ortonormalidad se puede expresar de la forma siguiente:
1
(203.2520) ., =NEONE [ RS GRS )y

U ey(ml) ey(m2)
/ / i (05) oy (0:9) sen g

l2
:5?11,”2 511,l2 5m1,m27

donde ny — l; y ny — [ son ambos pares y no negativos.

1.3 Motivacién y estructura del articulo

Los métodos de variable compleja tienen una amplia gama de aplicacio-
nes. Desafortunadamente, debido a su naturaleza inherente estos méto-
dos se limitan esencialmente a los problemas de dos dimensiones. Eso
conduce a una creciente necesidad de crear contrapartes en dimensiones
superiores. Para una extension de la teoria de las funciones holomorfas
a tres y cuatro dimensiones existen basicamente dos enfoques princi-
pales: por un lado, podemos considerar el concepto de holomorfia con
respecto a varias variables complejas; por otro lado, la generalizacién se
puede hacer usando la teoria de funciones con valores en el algebra de
cuaterniones. Una diferencia esencial entre estas dos extensiones reside
en su estructura algebraica. Mientras que en el caso de varias variables
complejas hay conmutatividad, esto ya no sucede en el caso del anélisis
cuaternionico. En una primera vista, esto puede ser interpretado como
una desventaja. Sin embargo, hay varias ventajas del enfoque del anéli-
sis cuaternionico en comparacién con la teoria de funciones de varias
variables complejas. Por ejemplo, mientras que en el ultimo caso, la
funcién del nicleo de Cauchy se asocia a polidominios, su homélogo
en el andlisis cuaternionico es universal. Esto también implica que hay
una ventaja natural en el enfoque cuaterniénico ya que parece no su-
frir de las restricciones geométricas de la teoria de funciones de varias
variables complejas. Otra ventaja reside en el hecho de que permite la
factorizacion de operadores diferenciales de orden superior en términos
de operadores diferenciales de orden inferior.

Durante los ltimos anos la teoria de funciones holomorfas genera-
lizadas con valores en el dlgebra de los cuaterniones de Hamilton (las
llamadas funciones monogénicas) ha demostrado su valor en una amplia
variedad de campos desde los tedricos a los practicos; se ha desarrollado
durante décadas como una generalizacion de la teoria de las funciones
holomorfas en el plano complejo de dimensiones superiores y también se
ha considerado como un refinamiento del analisis armonico clasico. El
presente articulo plantea la cuestion de si los ZSPs pueden generalizarse
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al contexto del analisis cuaternionico. Una razén principal de perseguir
esta direccién es que ya existe una teoria suficientemente desarrollada
para la construccion de diferentes bases de funciones monogénicas por
medio de herramientas del analisis cuaterniénico. La idea de la cons-
truccién de estos sistemas es un método de andlisis arménico basado
en la factorizacién del operador de Laplace en operadores diferenciales
de primer orden de manera similar al caso complejo. En este trabajo
nos basamos en los principios de funciones monogénicas presentados en
[3, 10]. Con respecto a las aplicaciones ya mencionadas, es de interés
tedrico comprobar si las funciones de Zernike pueden extenderse a una
estructura no conmutativa como en el caso del dlgebra de cuaterniones.
Este entendimiento podria ser una fuente para mas generalizaciones.
También puede ser fructifero tanto para enriquecer el alcance de las
propiedades de estas funciones en dimensiones superiores, como su uso
en posibles aplicaciones del andlisis cuaterniénico en la teoria de la
difraccion y en campos relacionados.

El articulo se presenta de la siguiente forma: La seccion 2 ofrece una
vision general histérica sobre algunas definiciones y propiedades basicas
del analisis cuaterniénico. Recordamos también en esta seccion la cons-
truccion de un sistema ortogonal y completo de funciones monogénicas
esféricas en un espacio de Hilbert particular de funciones cuaterniéni-
cas reducidas y cuadrado integrables sobre la esfera unitaria (véase el
teorema. Los elementos de este sistema se pueden expresar explici-
tamente en términos de combinaciones lineales de funciones armonicas
esféricas (véase la proposicién. La seccion 3 presenta la definicion de
los polinomios de Zernike esféricos que toman valores en los cuaternio-
nes reducidos (RQZSPs) (véase la definicién [3.1]). Las representaciones
de estos polinomios estan dadas de forma explicita en términos de pro-
ductos de polinomios radiales por funciones monogénicas esféricas en
la superficie de la bola unitaria. En esta secciéon también se discuten
otras propiedades importantes y las formulas de recurrencia para los
RQZSPs. En la seccion 4 se presentan los polinomios de Zernike cua-
terniénicos esféricos (QZSPs) (véase la definicién [4.1)). Procedemos a
presentar las propiedades fundamentales de los QZSPs (véase el teore-
ma . En la parte de aplicaciones, presentamos algunas simulaciones
hechas en Maple que demuestran la eficacia de nuestro enfoque.
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2. El algebra de los cuaterniones

Los cuaterniones fueron descubiertos en octubre de 1843 por el ma-
temdtico irlandés Sir William Rowan Hamilton (1805-1865). Su moti-
vacion original era crear un tipo de niimeros hipercomplejos relaciona-
dos con el espacio tridimensional de la misma manera como los niimeros
complejos estan relacionados con el plano. En su primera conjetura, los
nimeros complejos necesitarian una parte imaginaria suplementaria, es
decir, una parte real y dos partes imaginarias distintas. Para la genera-
lizacién de la llamada «Theory of Couplets» a la «Theory of Triplets»,
fundamentalmente Hamilton tenia en mente el uso de esta teoria pa-
ra representar rotaciones en el espacio tridimensional, justo como los
nimeros complejos pueden ser usados para representar rotaciones en el
plano bidimensional. Por lo tanto, es natural que en el intento de lograr
una construccién de este tipo, algunas cuestiones hayan permanecido
intactas. Después de casi diez anos de buscar sin éxito una extension
tridimensional de los nimeros complejos, Hamilton se encontré al borde
de renunciar. Pasé anos tratando de resolver este problema sin éxito;
incluso sus hijos eran conscientes de sus frustrantes intentos con estos
nimeros. Pero en el dia 16 del dicho mes —que resulté ser un lunes
y un dia de Consejo en la Academia Real Irlandesa— mientras cami-
naba con su esposa a lo largo del Canal Real en Dublin, Hamilton fue
iluminado por la inspiracion, se detuvo y trazé con un cuchillo en el
puente Brougham (ahora Broome) sus ideas. En lugar de las dos par-
tes imaginarias como habia considerado primero, concebié un sistema
imaginario constituido por tres partes. Asi, los cuaterniones nacieron
— del latin quaternio que significa «conjunto de cuatro». Lo que Ha-
milton habia imaginado era un nimero con un componente real y tres
componentes imaginarios distintos, todos los componentes imaginarios
de cuadrado —1. Desafortunadamente, los trazos en el puente ya no
permanecen hoy. Sin embargo, su descubrimiento fue tan importante
que todos los anos en octubre 16, el Departamento de Matemaéticas de
la Universidad Nacional de Irlanda, Maynooth, tiene un paseo al puente
de Broome celebrando su descubrimiento.

Hamilton presenté las mateméticas cuaternidnicas en una serie de
conferencias en la Real Academia Irlandesa. Las conferencias dieron
lugar a un libro, cuyo titulo completo es «Lectures on quaternions:
containing a systematic statement of a new mathematical method, of
which the principles were communicated in 1843 to the Royal Irish
academy, and which has since formed the subject of successive courses of
lectures, delivered in 1848 and subsequent years, in the halls of Trinity
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College, Dublin: with numerous illustrative diagrams, and with some
geometrical and physical applications>>E|.

2.1 Preliminares matematicos

Hamilton llamé a los nuevos niimeros

q: = qo—i-qli—i-qu—i—qgk, (ql GR, l :0,1,2,3> (16)
cuaterniones (o mds informalmente, niimeros de Hamilton), donde las
unidades imaginarias i, j, k tienen cuadrado igual a —1:

iP=j7=Kk"=-1

y ademas

ij=k=—ji, jk=i=-kj, ki=j=-ik,
por lo que la multiplicacién de cuaterniones no es conmutativa. El con-
junto de todos los cuaterniones se denota por H, en honor a su descu-
bridor.

Los cuaterniones se pueden sumar y multiplicar. Sean p = pg + p1i+

paj+p3k, 4 = qo+q1i+ g2j + gzk y A un nimero real. Estas operaciones
se definen como sigue:

(i) adicién
P+d:=(po+ )+ (p1 + q)i+ (2 + @)j + (ps + ¢3)k;
(ii) multiplicacién por un real
Ap = (Apo) + (Ap1)i+ (Ap2)j + (Aps)k;

(ili) multiplicacién cuaterniénica

Pq := (Pogo — P11 — P22 — P3q3) + (Poq1 + P1go + P2g3 — P3ga)i
+ (Pog2 — P1G3 + P2qo + P3q1)j + (Pogs + P1g2 — P21 + P3go) K.

Si tomamos las expresiones anteriores como las definiciones de adicién
y multiplicacién, es facil verificar que las propiedades asociativa y con-
mutativa de la adicién, y la propiedad distributiva de la multiplicacién
sobre la suma se mantienen para los cuaterniones:

(iv) propiedad conmutativa de la suma
P+q=q+Dp para todo p,q € H;
(v) propiedad asociativa de la suma
pt+(gq+r)=(p+q)+r  paratodop,q,r € H;

3Conferencias en cuaterniones: Contiene la descripcién sistemética de un nuevo método ma-
tematico, cuyos principios fueron comunicados en 1843 a la Real Academia Irlandesa, y que desde
entonces se ha formado a base de sucesivos cursos y conferencias impartidas en 1848 y anos sub-
secuentes en las aulas de Trinity College en Dublin: con numerosos diagramas ilustrativos y con
algunas aplicaciones geométricas y fisicas.
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(vi) propiedad distributiva de la multiplicacién sobre la suma

p(a+r)=pq+pr y (q+r)p=qp+rp paratodop,q,rc H;

(vii) propiedad asociativa de la multiplicacién

(pa)r = p(qr)  paratodo p,q,r € H.

Las partes escalar y vectorial de q = qo + q11 + ¢2j + g3k denotadas,
respectivamente, por Sc(q) y Vec(q), estan definidas por qo y ¢1i+¢2j+
qsk. El conjugado de q es el cuaternion

qQ=qo— @1l — ¢2j — gzk.
De este modo podemos escribir la parte escalar de q como

Se(a) i= 5 (a+a),

y la parte vectorial de q como

Vee(q) = & (a - ).

El valor absoluto de q € H esta definido por
af =aqd=qa=q¢ + ¢+ +q
y ademas, para todo p,q € H tenemos

lpal® = (pa)(Pa) = padp = [p[*af*. (17)

Debido al famoso teorema de Frobenius [5], las dlgebras R, C y H son

las tnicas algebras reales asociativas con divisiéon de dimension finita

que satisfacen . Para mas detalles sobre el dlgebra de cuaterniones
véase [6l, [7, 8, 12, [16].
A continuacion, sea

A = spang{1l,i,j} CH

el espacio de los cuaterniones reducidos de la forma t = = + yi +
zj, enfatizando que A es un subespacio vectorial real, pero no es un
subalgebra, de H. El espacio vectorial real R? estd inmerso en A a
través de la identificacion

t:=(r,y,2) ER® & ti=a+yitzjec A

Ahora sea €2 un subconjunto abierto de R® con una frontera suave
definida a trozos. Decimos que

f:Q M, f(t):=[F)]o+[FO)hi+ [F@)])+[F)sk  (18)
es una funcion de wvalores cuaternionicos o, brevemente, una funcién
H-valuada, donde [f], (I = 0,1,2,3) son funciones reales definidas en

Q). Por ahora, esté claro que si [f(t)]s = 0 para todo t € ), entonces
f se reduce a una funcién de valores en los cuaterniones reducidos.
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Continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad que se atribuyen a f se
definen componente a componente.

Los mddulos de Hilbert L*(2, A, R) (resp. L*(2,H,H)) consisten en
el espacio lineal real (resp. cuaterniénico por la derecha; es decir, dota-
do de una multiplicacién por escalares cuaterniénicos a la derecha) de
todas las funciones cuadrado integrables en (2 valuadas en A (resp. H):

1/2
L*(9, A R) := {fyf:Q—>A, (/ nydv) <oo}
Q

(vesp. L2(Q, H, H) := {f £ Qo H, (f, [f2dV)" < oo}).

En esta asignacion, definimos el producto interno escalmﬁ y el pro-
ducto interno cuaternionico derecho, respectivamente, por

(£,8)120,4r) = Sc/fng (19)
Q
y
(£,2) 2o = /Q fgdv. (20)

El lector debe tener en cuenta que la norma inducida por el producto
interno escalar definida en L?(Q, A, R),

2
Hf|’%2(9,,4,R) = <faf>L2(Q;A;]R) :/Q‘f‘QdV:/Q <Z[f]12) dv

1=0

coincide con la norma L? de f, considerada como una funcién vectorial.
Una nocién central en el andlisis cuaterniénico es la de monogenici-

dad que es introducida por medio del llamado operador generalizado de

Cauchy—Riemann

==l 21
0= +ig 4] (21)

Definicién 2.1. Sea f : 2 — A (donde Q2 es un subconjunto abierto
de R?). Decimos que f es monogénica en (2 si es de clase Clen Qy
satisface la ecuacion 0f = 0 en Q2.

La ecuacién of = 0 es equivalente al sistema de Riesz en R:

Oflo _ Olfl, _ Olfl

or  dy 0z =9

(22)
olflo  O[fl: olflo | Of]y offl:  0[f],
oy " or 0 o T o % o oy )

4Vale la pena sefialar que (19)) no puede definir un producto interno en L2(Q, H, H) visto como
un espacio lineal cuaterniénico ya que no es homogéneo para escalares cuaterniénicos.
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o, en una forma mas compacta:

div (f) = 0
{ curl (f) (0,0,0).

El sistema de Riesz en R? generaliza claramente el sistema de las ecua-
ciones de Cauchy—Riemann en el plano complejo. Desde esta perspec-
tiva, las funciones monogénicas pueden ser vistas como analogas a las
funciones holomorfas en dimensiones superiores.

Una vez que el operador y su conjugado

o .0 .0
0—%—18—y—,]£ (23)
factorizan al operador de Laplace
= _ ? 0? 0?
63—36—@+8—gﬂ+@—A, (24)

se deduce que una funcién monogénica también es armoénica y también
lo son todos sus componentes. Esta factorizacion establece una relacién
especial entre el analisis cuaternionico y el analisis arménico donde las
funciones monogénicas generalizan y refinan a las funciones armonicas.

2.2 Un conjunto ortogonal de funciones monogénicas esféricas

2.2.1. La construccién

Como hemos visto los ZSPs se definen como productos de polinomios
radiales y funciones angulares. En tres dimensiones el conjunto de las
funciones angulares fue elegido como el sistema ortogonal y completo
de funciones arménicas esféricas definido en la esfera. En el analisis
cuaternionico, un conjunto adecuado de funciones angulares seria un
sistema ortogonal y completo de funciones monogénicas esféricas. La
idea de la construccién de estas funciones es comenzar con las funciones
armonicas esféricas , para las cuales tenemos férmulas explicitas y
relativamente sencillas. Se comienza por considerar el conjunto formado
por las extensiones en la bola de las funciones armoénicas esféricas

{leeYl(ﬁ), plﬂoYlﬁ) : sz,...,l—f—l}. (25)
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Teniendo en cuenta la factorizacion del laplaciano, se aplica el
operador explicitamente dado en coordenadas esféricas por

0= [0039 — senf (cos pi + sengoj)} 9

dp
1 . ] 0
— ; [sen& + cos d (cos pi + sengo,])} e
+ ! [sen i— cos ]i
psenf 4 & Oy

a los polinomios homogéneos y arménicos en . Este proceso conduce
al siguiente conjunto de 2/ 4+ 3 polinomios monogénicos homogéneos de
grado [ en las variables x = pcosf, y = psenfcosp, z = psenfsen
tomando valores en A:

{pleXl(m);plOXl(m) m:O,,l+1}7 (26)
donde
X0, 0) =0 [ V00|
y
X" (0, ¢) =0 [pl“ AR so)]pl :

Definicién 2.2. Las funciones eXl(m) y "Xl(m) se llaman funciones mo-

nogénicas esféricas.

Sea M,;(B, A, R) el subespacio de los polinomios homogéneos y mo-
nogénicos de grado [ valuados en A y definidos en B. De [9] sabemos
que

dim M, (B, A, R) = 20 + 3.

Denotemos por L?(B, A, R)(Nkerd el espacio lineal real de todas las
funciones monogénicas y cuadrado integrables en B valuadas en A.
Ahora, se tiene la siguiente descomposicion ortogonal

2 5 [ee)
L*(B, A,R)(\kerd = GBZ:OMZ(B, A R).

Los polinomios de Zernike con valores en los cuaterniones dependen
fundamentalmente de las funciones monogénicas esféricas que se eligen
en cada caso. Mas especificamente, la construccion de los ZSPs con
valores en A requiere de la consideracion de un conjunto de 2l + 3
funciones cuyas extensiones en la bola forman una base ortogonal en
M, (B, A, R) respecto al producto interno escalar (véase el teorema

abajo).
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2.3 Propiedades fundamentales de las funciones monogénicas
esféricas

Las representaciones de las funciones monogénicas esféricas estan dadas
en términos de las funciones armonicas esféricas de la siguiente
forma [13]:

Proposicién 2.3. Para todom =0,...,0+1 (I=0,1,...)

1

XM (0, 9) =+ m+ 1)V (0,0) + 5

3 [V 0,001+ v (0, 0)3]

1 m— . o m— .
= SU+mAD+m) [V 0,0)i = V"V 0,9)5]

m m 1
X (0 0) =0+ m DY (0 0) 4

: |:0Y2(m+1) (6, 90)1 - 6}/2(m+1) (6, 90).]]

1 m— . m— .
= SU+m+)+m) [ 0,01+ V" (0.0
(28)
donde

1 oy (1) _
¥V 0,0) = {(l)(lH)Yl (0,0) 5—1’27“"

Para una formulacion mds unificada recordamos al lector que eYi(m),
OYl(m) se anulan para m > 1+ 1.

Es facil de verificar que, por construccion, OXI(O)(Q, ¢) = 0 para todo
l.

Los polinomios monogénicos en estan representados en la tabla
siguiente para los casos [ = 0,1 en coordenadas cartesianas.

Por simplicidad, denotamos por Xl(m) cualquier funcion monogénica

del conjunto {eXl(m), "Xl(m) :m=0,...,l+ 1}, para cada [ € NU {0}.

Como consecuencia de la propiedad de ortogonalidad de las fun-
ciones arménicas esféricas y de la proposicién 2.3 tenemos el siguiente
resultado [10].

Proposicién 2.4. Para cada grado 1, el conjunto

{eXl(m), OXl(m) : m:O,...,l+1}
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Orden Polar (1) | Orden Azimut (m) | Polinomios homogéneos
y monogénicos

0 0 pPeX =1
1 p° eX(()l) = —i
P Xy =
1 0 Pt 6X§°) =2x +yi+ zj
1 pteX (V) = 3y — 3zi

P OXgl) = —6yi + 62]
2 pteX'? =32 — 345
ptoX® = —62i — 6yj

es ortogonal en la esfera unitaria con respecto al producto interno es-
calar:

27 T
(£.8)r2(s5.am) = Sc/ngo— :/ / fg senfdfdy
S 0 0

y sus normas estin dadas por

(l+1+m)!

X s am = 1% 2.4 = \/%(1 o0+ T

Para m fijo, la ortogonalidad de los polinomios monogénicos en
la bola unitaria se sigue de la relacién

Xz(in ),Xz(;n ) >I12(S,AR)s

< pth(In)?plngn) >12(BAR)= O,

donde ly,lo, =0,1,....
Podemos entonces obtener la completez del sistema .

Teorema 2.5. Para cada grado l, el conjunto
{pleXl(m), plOXl(m) :m=0,...,0+ 1}
forma una base ortogonal del espacio M;(B, A, R). Consecuentemente,

{plexgm),ploxl(m) m=0,. ..+ 1; 1:0,1,...}

es una base ortogonal en L*(B, A,R)(kerd con respecto al producto
interno escalar (@
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2.4 Simulaciones de las funciones monogénicas esféricas

En esta subseccion se ilustran las funciones monogénicas esféricas utili-
zando simulaciones hechas en Maple. Las siguientes figuras permiten vi-
sualizar, respectivamente, el cuadrado de la funcién esférica eXfLI)(G, ©)
y de sus componentes en el dominio espacial con y sin «altura», donde
el color es determinado por el valor de la funcion.

3. Definicion y propiedades de los RQZSPs

En esta seccion presentamos un conjunto de polinomios esféricos de Zer-
nike generalizados con valores en los cuaterniones reducidos (RQZSPs)
y mencionamos sus propiedades mas importantes. La consideracién del
sistema estandar de ZSPs para su construccion nos permite utilizar al-
gunos resultados conocidos como su ortogonalidad en la bola unitaria.
Como consecuencia de la interrelacién entre los ZSPs y las funciones
asociadas de Legendre, los polinomios esféricos de Zernike con valores
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en A se relacionan también con las funciones de Legendre (véase la

proposicion .

3.1 Los RQZSPs

La estrategia adoptada para la construccién de los RQZSPs es la si-
guiente: comenzamos por considerar el sistema ortogonal completo de
las funciones monogénicas esféricas

{eXl(m)’OXl(m);m:O,...,l—Fl;l:O,lw”}

como el conjunto deseado de las funciones angulares; a continuacién
multiplicamos las expresiones resultantes por los factores subyacentes
de normalizacion y los polinomios radiales dados por @D Siguiendo esta
idea, asf llegamos a la siguiente definicién:

Definicién 3.1. Sean n y [ niimeros enteros tales que n —[ es par y no
negativo. Param =0,...,l4+1 (Il =0,1,...) los polinomios de Zernike
esféricos que toman valores en los cuaterniones reducidos (RQZSPs)
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estan definidos por

2 (p,0,0) = M™RD(p)X{™ (0, )

(29)

2 (p.0.0) = M™MRD(p) XM (0, )

donde los polinomios radiales RY (p) estan dados por @ y Ml(m) =

HeX HL2 S.AR) H"X HL2 (s.ar) € el factor de normalizacién.

Basado en las representaciones anteriores formulamos un resultado
preliminar.

Lema 3.2. Sean n y | numeros enteros tales que n — | es par y no
negativo. Los polinomios eZSTlL) Yy OZE:? son nulos para m > 1+ 2.

Por simplicidad, para cada n,l € Ny denotamos por Z%)
polinomio del conjunto

cualquier

ez, oz m=0,...,1+1}
tales que n — [ es par y no negativo.

Observaciéon 3.3.
e Los RQZSPs (29) coinciden con las funciones monogénicas esféri-

cas X" sobre la esfera, salvo por una constante real que depende
de [, m y n.
e [n el caso en que [ = m = 0 los polinomios EZS)% coinciden con los

polinomios de Zernike esféricos clasicos “Z,, © 0 Y, consecuentemen-

te, no dependen de las variables 0 y . Ademas observamos que

(1+1) v o7 (1+1)
n,l

cuando m = [ + 1 los polinomios resultantes °Z, ,

tienen parte escalar.

no

e Con excepcién de n igual a [, los polinomios ZS?;) no son, en ge-
neral, homogéneos. Sin embargo, estos polinomios pueden ser re-
escritos como un producto de polinomios radiales de orden n — [
por polinomios monogénicos homogéneos:

Z3V (0,0, 0) = M™ =" X" (p,0, ). (30)

Ahora vamos a exponer la ortogonalidad de los RQZSPs.

Teorema 3.4. Para cualesquiera niumeros enteros ny, no, l1, lo tales
que ny —ly y ng—ly son ambos pares y no negativos, los polinomios
son ortonormales en la bola unitaria con respecto al producto interno
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escalar (@)

1
Sc / Z(™) 2\ qv =p ™ mm ( / R (p)R) (p) 2dp)
B
X SC/ / X eX(mz)(Q,gp) senf) dfdp

:5711,712 511,l2 5m1,m2'

Observacién 3.5. Hay precisamente (2 [”T“} + 3)([%] + 1) RQZSPs
de grado n linealmente independientes.

Los RQZSPs estan representados en las tablas siguientes para los
casos n = 0, 1,2 en coordenadas cartesianas.

3.2 Relaciones de recurrencia

En la proposicién siguiente demostramos las relaciones importantes en-
tre los RQZSPs y los ZSPs clasicos.

Proposicién 3.6. Sean n y [ numeros enteros tales que n — 1 es par y
no negativo. Los polinomios (@ se representan de la siguiente forma:

[+1,
eZO. eZ o :|
\/2l+1 21+ l1+ i3

ez(m) = (l+1_m)(l+1+m) ez(m)
(I+1)(20 +1) i

(l+1_m)(l_m) e r7(m+1 o r7(m+1
+\/ NESCES RO R ]

(I+14+m)(+m) (m—1); (m—1).
\/<1+5°7’”‘1) AL+ 1)(20+1) [Z"l ~ J}

OZ(m) __\/<l+ 1 —m)(l—l—l—i—m) OZ(m)

mto (I4+1)(20+1) mt

(l+1_m)(l_m) o r7(m+1 e r7(m+1
+\/ ES O, RO S

L+ 1+m) L+ m) [ ety | eptnot
_\/<1+5°”“) A+ 1)+ 1) [Z( RSt )]

param=1,....l+1(1=0,1,...).
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Grado | Orden | Orden | RQZSPs
Radial | Polar | Azimut

(n) | @ | (m)

NEREREENE
1|z =1/
7y = —1,/%]
1 1 0 ezg?{zg\/;@xquywzj)
1oz = LR - )
"Zi) = 5/ 52(z — @)
2 |z = —1\/E (i - =)
7 = —1\ L (i + )
:

—3+52° + 5y° + 52%)

[\
o
-}
o
N
eC)
Il
NI
‘&‘

1 ezl) = _5\/2(_3 + 527 4 5y® + 522)i
°z{) = —i\/g(—s +52% + 5y® + 52%)j
B 0 70 = \/2:1 (202 — y® — 2%) + 2zyi + 2u2j]
1 “2{) = 11 [Say + (—40® + 3y + )i + 292]]

°Z!) = §\/E (82 + 2yzi + (—4a? + y° + 32%)j]

2 62523 = \/g(y2 — 2% — 2zyi + 2xzj)
78 = 1B (2 — wsi — i)

30| zf) = 1 /22 - )i - 2]
Z§) = —L\ 22 2y + (7 — )]

Demostmczon La prueba utiliza la deﬁnlclon E y las representaciones

(m +1-m
; ademds, tenemos que M, D@ D iEm) L

Para motivar la importancia de las expresiones anteriores, a conti-
nuacion ilustramos relaciones de recurrencia entre los RQZSPs.

Proposicién 3.7. Sean n y [ numeros enteros tales que n — 1 es par y
no negativo. Los polinomios (@ satisfacen las siguientes relaciones de
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TecCuUrrencia:

[+1
€ 0 e 1). o 1.
Zi? V2T [ Zﬁ,gl + Z&,EJ}

ery(m L [(1+60m-1)+1+m) (e m-1)e  orplm—1).
TRV SE T

n,l 2

1 /I+1—m (m+1). (m+1) .
) — (“Z °Z )
+2\/l+m+2( CEE

1 1 (41 _ me1).
\/( + d0,m-1)(l + 14 m) <oz(m i 4 ethl 1)J)

oz(m)i__
2 [+2—m ol

1 /l+1—m (m+1). (m+1).
Sy L/ —°Z )
+ 2 l+m+2< ni 1 i J

). En estas condiciones, las relacio-

param=1,...,l+1 (1 =0,1,...
nes de recurrencia anteriores permiten encontrar todas las funciones de

valor inicial

7 = i =7l -

3 _ e,
—=“Z50- 31
- 0,0 (31)

1
2

Demostracion. Por simplicidad presentamos solamente los calculos para

los polinomios SZ%) (m > 1). Para empezar definimos

1 [(1+6m)(l+1+m
)= b BT T

1 /I+1—m
Almo )=\ T
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Usando las expresiones anteriores, obtenemos

Ay (m, 1) (625:7';*1)i _ OZEZfl)j) + Ay(m, 1) (ez(m+1)i + oZ(m+1)j>

n,l n,l

er(m) ((+2=m)(l—m+1)
= <_A1<m’l)\/ (I+1)(20 +1)

. Ag(m,l)\/(l+5O’m)(l+2+m)<l+1+m>>

(I+1)(20+1)

ers(m=1).  or(m-1). (l+2_m>(l+m)
+ |: Zn,l 1 n,l J] \/ (l I 1)(2l T 1) Al(m,l>

e mtl)s | o m-1).] [(L=m)(+2+m)
+ |: Zn,l 1 + n,l J:| \/ (l _|_ 1)(2l _'_ 1) AZ(ma l)

=z m=1,...,0+1. O

n,l

Como consecuencia, obtenemos relaciones de recurrencia adicionales

para los RQZSPs.

Corolario 3.8. Sean n y | numeros enteros tales que n —1 es par y no
neqgativo.

1. Los polinomios (@ satisfacen la relacion de recurrencia:

2204+ 1) o) err()s ory(1)s
A eal) gl a0

\/(1 + Som_1)(l +1+m)

erp(m—1) orp(m—1
[+2—m ( Zg"l = )k>
— ezgj;b)i _ ozgj;)j =0

param=1,....1+1(1=0,1,...), de valor inicial ;
2. Para cada n > 2, los polinomios (@) satisfacen

Ci(n, 1) 280, + Ca(n, 1) 28, = D(n, 1, p) 2

n—2,0 — n,l

donde Cy y Cy estdn dados por (13)-(13) y el polinomio D(n, 1, p)
por (14).
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=
b
o
=
=)
B

Figura 5. Los primeros QZSI?,O(P) para k € {0,...,5}.
4. Definicion y propiedades de los QZSPs

4.1 Los QZSPs

Ahora vamos a considerar la extension de los resultados anteriores; en
particular introducimos los polinomios de Zernike esféricos con valores
en los cuaterniones definidos del siguiente modo:

Definicién 4.1. Sean n y [ nimeros enteros tales que n — [ es par y no
negativo. Param =0,...,1 (I =0,1,...) los polinomios definidos por

[+1
2(0+2+m)

2 (0.6, 0)i + 20 (.0, 0)]] (32)

se llaman polinomios de Zernike cuaterniénicos esféricos (QZSPs).

QZI (p. 0, ) ==

La combinacion de los RQZSPs en la definicién anterior fue elegi-
da debido a la simetria subyacente, aunque podrian considerarse otras
combinaciones de esos polinomios.

Basado en las representaciones anteriores formulamos un resultado
preliminar.

Lema 4.2. Sean n y | numeros enteros tales que n — | es par y no
negativo. Los polinomios QZS? son nulos para m > 1+ 1.

Observacién 4.3. En el caso en que | = m = 0 los polinomios ng%

no dependen de las variables 6 y ¢.

Los QZSPs estan representados en la tabla siguiente para los casos
n =0,1,2 en coordenadas cartesianas.
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Grado | Orden | Orden | QZSPs
Radial | Polar | Azimut
(n) | (1) (m)
o | o ey
1 1 0 |92 = 4/ 0 +yi+ )
1|9zl =1/2(y - k)
2 0 0|97 = 1\ /1(=3+ 507 + 5y +52)
2 0 QZ;?% =1, /2 [(222 — y? — 2%) + 2zyi + 222]]

1 9z8) = 1 /2 4oy 4 (2 — 22)i + 2y2) — 202K
2|9z = 1 /B0 [(y? - 2?) — 2y2K]

La proposicién siguiente expone las relaciones importantes entre los
QZSPs y los ZSPs clasicos, como consecuencia de la definicién 4.1y de
la proposicién 3.6,

Proposicion 4.4. Sean n y [ numeros enteros tales que n — 1 es par y
no negativo. L v j0s @Z™) tan de la siguient :
gativo. Los polinomios “Z,, ;" se representan de la siguiente forma:

Qzm _ [(L+d0m)(l+1+m) [ m) o (m)k]
n,l 2(2l—|—1> n,l n,l

m—+1).
75,1+)J>

+ l—m [ez(m""l)i 40

2(20 +1) L7

param=20,....0 ({=0,1,...).

Observaciéon 4.5. El nimero total de QZSPs de grado n linealmente

independientes es (1 + [HTH])([%] + 1).

4.2 Simulaciones de los QZSPs

En esta subseccion se ilustran algunos QZSPs. Las siguientes figu-
ras permiten visualizar, respectivamente, el cuadrado de la funcion
QZéﬁ(l,@, ¢) y de sus componentes en el dominio espacial con y sin
«alturas.
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Figura 7. |[?Z{)(1,0,¢) /%
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Figura 8. |[Z{)(1,0,¢))2|*.

4.3 Relaciones de recurrencia y propiedades

A continuacién, resumimos las propiedades fundamentales de los

QZSPs.
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a [w [ w
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2z Iz 3n 5% =® 3m
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Figura 9. |[Z{)(1,0,¢)]s>.
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Figura 10. |9Z{)(1,6,¢)%.

Teorema 4.6. Para cualesquiera numeros enteros n y l tales que n —1
es par y no negativo, los QZSPs satisfacen las siguientes propiedades:

(i) paridad dependiendo de n o l:
U2 (0.0, 0) = (~1)"Z) (=p.0, ) = (-1 L] (0.0, 0);

n,l

(ii) soluciones de la ecuacion diferencial homogénea de seqgundo orden:

G, 0 0\ 0 . 0
A—(x%-l-ya—y—i-z&) —3<m%+ya—y+z£)+n(n+3)

szjj;) —=0; (33)

(iii) relacion de recurrencia:

Ci(n, 1) QZ(?Q,Z + Cy(n, 1) Qz(m)w = D(n,1,p) QZS?

n n—

para cadan>2ym=0,...,01 (l=0,1,...), donde Cy y Cy estdn
dados por (12)-(13) y el polinomio D(n,l, p) por (14);



LOS POLINOMIOS DE ZERNIKE EN EL CONTEXTO ... 75

(iv) ortonormalidad en la bola unitaria respecto al producto interno
cuaternidnico (20):

[ ezieasav [ [s«@zm sz + (2 ez,

+[QZIML[QZU], + (92U, 928

na,l213

av

ni, l1 na, lz] ni, ll

o [ [setemzieaza, - 1o ooz

ny,l112 na,le n17l1 nz,lz 2

c(¥Z
— [QZ0 LI, + (9206 CZ e av

Q n2 12)

+ [ [z oz - 19273

o(“Z
(02 9Z0 s — 192016 CZ v

ny,ly 1 na,la 711711 na,lal1

ni l1 no 12 ni, ll

+/ [SC(QZ(ml))[QZ(mﬂ} [QZ ml] SC<QZn2 ID

[Qz(ml)] [QZ(mQ)]Q [QZ(ml)]Z[QZ(mQ)]l]dV

ni,ip 1l na,la ni,l1 na,lo
:57117712 5l17l2 5m1,m27

donde ny — Iy y ny — ly son ambos pares y no negativos.
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