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ResumenEl prop�osito prin
ipal de este trabajo es presentar una tra-du

i�on de la tesis de Riemann de 1854. Nuestra motiva
i�on esel he
ho que esta tesis no s�olo mar
a el ini
io de la geometr��adiferen
ial moderna sino tambi�en el he
ho que mu
has de lasideas fundamentales ya estaban 
ontenidas ah��. Para motivarnuestro trabajo 
omenzamos 
on un bosquejo hist�ori
o de la geo-metr��a desde Eu
lides hasta Gauss. A 
ontinua
i�on se presentauna rese~na biogr�a�
a de Riemann. Posteriormente una rese~nade la tesis de Riemann. Finalmente se presenta la tradu

i�on dela tesis.1. Introdu

i�onLa geometr��a es una dis
iplina 
ient���
a que tiene sus or��genes enel estudio de la estru
tura del espa
io y desde este punto de vista tieneaspe
tos fuertemente enraizados en la f��si
a. Por lo tanto, los funda-mentos de la geometr��a se deben estudiar tanto 
omo una rama de laf��si
a 
omo una rama de la matem�ati
a. Desde el punto de vista dela f��si
a la pregunta es 
u�al informa
i�on 
on respe
to a la naturalezadel espa
io y del tiempo est�a dada por la experien
ia y la observa
i�on.Desde el punto de vista de la matem�ati
a, nos preguntamos 
�omo estainforma
i�on se puede formular y qu�e 
on
lusiones l�ogi
as se pueden ob-tener a partir de esta. Este 
ambio 
on
eptual o
urre durante el siglo83



84 Vi
tor TapiaXIX debido prin
ipalmente a los trabajos de Gauss y Riemann, y pos-teriormente a los desarrollos de Christo�el, Ri

i y Levi{Civita, hastallegar a los fundamentos de la geometr��a diferen
ial moderna 
on E.Cartan y Weyl. Por supuesto, desde un punto de vista 
ontempor�aneoresultar��a ina
eptable limitar la geometr��a de esta manera.En este trabajo se presentan los aspe
tos m�as relevantes de la tesisde Riemann y su in
uen
ia en la geometr��a diferen
ial. En la prepa-ra
i�on de este trabajo fueron extremadamente �utiles los libros de Bell[Be37℄, Ewald [Ew96℄, Monastyrsky [Mo87℄ y White [Wh29℄.Para eviden
iar la importan
ia que signi�
�o el trabajo de Riemannen la se

i�on 2 presentaremos brevemente los desarrollos en geometr��ahasta 1850. Continuaremos 
on una serie de ante
edentes biogr�a�
osde Riemann en la se

i�on 3. Un an�alisis de su tesis y su in
uen
ia sobrela geometr��a, y sobre la f��si
a, 
ontempor�anea lo haremos en la se

i�on4. Un breve estudio bibliogr�a�
o de la tesis de Riemann apare
e en lase

i�on 5. Finalmente, se in
luye una tradu

i�on al espa~nol del trabajode Riemann.Con respe
to a la tradu

i�on, nos hemos basado, prin
ipalmente,en la versi�on en ingl�es de Cli�ord [Cl73℄ dado que esta re
eja mejorel esp��ritu de la �epo
a, aunque no hemos dejado de 
onsultar las otrastradu

iones al ingl�es existentes. El texto original en alem�an [Rie68℄ hasido 
onsultado 
uando las a
lara
iones lo ha
��an ne
esario. Por otraparte, nos hemos atenido �elmente al esp��ritu del texto original. Sinembargo, esto no signi�
a que la tradu

i�on sea literal y en algunos
asos hemos preferido le
turas alternativas que 
reemos expresan demejor manera la inten
i�on del texto.2. Bosquejo Hist�ori
o de la Geometr��a des-de Eu
lides hasta 
omienzos del SigloXIXPara una des
rip
i�on t�e
ni
a, hist�ori
a y detallada, de la evolu
i�onde la geometr��a Eu
lideana a la no{Eu
lideana re
omendamos Bonola[Bo12℄.
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lideanaLas primeras referen
ias a la geometr��a se pueden en
ontrar en Gre-
ia en el siglo V antes de nuestra era. Los griegos 
omenzaron el estudiosistem�ati
o de objetos tales 
omo l��neas, planos, pol��gonos, se

iones
�oni
as y esferas. Lograron, a partir de muy po
as suposi
iones a
er
ade estos objetos, obtener un gran n�umero de 
on
lusiones. Las suposi-
iones de los griegos a
er
a de puntos, l��neas y planos, involu
rabanuna doble idealiza
i�on de las rela
iones entre puntos, barras r��gidas ysuper�
ies planas. En primer lugar, se despre
iaba la extensi�on de lospuntos 
omo tambi�en el grosor de las barras y de las super�
ies. En se-gundo lugar, se supon��a que la longitud de las barras, re
tas, se pod��aha
er tan grande 
omo se quisiera.Los resultados de los estudios geom�etri
os en la antigua Gre
iafueron resumidos por Eu
lides en su libro Los Elementos. Eu
lides (330{275 ane) vivi�o y trabaj�o en Alejandr��a. Por mu
hos siglos, sus Elemen-tos fueron el paradigma del rigor matem�ati
o. Los mejores textos degeometr��a estaban es
ritos siguiendo el estilo de la obra de Eu
lides.Por lo tanto, la geometr��a de Eu
lides es llamada la vieja geometr��a, yes la que todav��a se ense~na en la es
uela se
undaria.Eu
lides estru
tur�o su geometr��a de a
uerdo al m�etodo dedu
tivo enel 
ual las de�ni
iones, postulados y axiomas forman la base a los 
ualesse re�eren los teoremas. Entre ellos el postulado de Eu
lides a
er
a delas l��neas paralelas era espe
ial. Eu
lides de�ni�o dos l��neas re
tas 
omoparalelas si se en
ontraban en un mismo plano y si se prolongaban enforma inde�nida en ambas dire

iones no se en
ontraban en ningunade las dos dire

iones, es de
ir, no se interse
taban. Este resultado
onstituye lo que llamamos el postulado de Eu
lides y es la parte m�asdif��
il de la geometr��a de Eu
lides. Como se ver�a m�as adelante, estepostulado no es su�
ientemente evidente 
omo para ser a
eptado sinprueba y, por otra parte, este postulado no se puede probar.Para expli
ar la bre
ha l�ogi
a que exist��a en la estru
tura de la teor��ade Eu
lides basta 
onsiderarla desde la perspe
tiva de la teor��a Aris-tot�eli
a, la 
ual era la epistemolog��a mejor formulada de esa �epo
a.Arist�oteles hizo una 
lara distin
i�on entre 
on
eptos \primitivos" y\derivados". La existen
ia de los 
on
eptos \derivados" se deb��a probar,mientras que la existen
ia de los 
on
eptos \primitivos" simplementese supon��a. Los postulados de Eu
lides fun
ionan para garantizar laexisten
ia de los 
on
eptos geom�etri
os por medio de una 
onstru

i�on,por ejemplo, dibujando una l��nea re
ta desde un punto a otro, o dibu-jando un 
��r
ulo 
on un 
entro dado y un segmento de l��nea dado 
omo
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tor Tapiaradio. Que los 
on
eptos \derivados" existen se prueba por medio deuna 
onstru

i�on que se puede redu
ir a los postulados, tal 
omo laexisten
ia del tri�angulo equil�atero, lo 
ual se demuestra por medio de
��r
ulos.Por otra parte, los griegos intentaron desarrollar la geometr��a a par-tir de supuestos que no involu
raran suposi
iones a priori a
er
a de lanaturaleza de la geometr��a. Hoy sabemos que una teor��a dedu
tiva, tal
omo lo es la geometr��a, ne
esariamente 
ontiene 
on
eptos que, dentrode la teor��a misma, quedan inde�nidos, y de proposi
iones que, dentrode esta misma teor��a, no se pueden demostrar. Es este enfoque axio-m�ati
o el que se haya 
ontenido en Los Elementos de Eu
lides y quedomin�o la geometr��a hasta la Edad Media.2.2. La Geometr��a en el Rena
imientoHubo que esperar todav��a hasta el siglo XVII, despu�es de que losnavegantes hab��an 
ara
terizado los puntos sobre la super�
ie de latierra por latitud y longitud, para que empezar�an a apare
er 
am-bios. Des
artes y Fermat introdujeron m�etodos an�alogos en la geometr��ate�ori
a. La apli
a
i�on del 
�al
ulo diferen
ial e integral a la geometr��a
oordenada (o anal��ti
a) result�o en la des
rip
i�on sistem�ati
a de laspropiedades lo
ales de las 
urvas, tales 
omo sus pendientes, radios de
urvatura, et
. Esta geometr��a diferen
ial, una generaliza
i�on amplia delos resultados de Arqu��medes, fue posteriormente extendida a super�-
ies, prin
ipalmente por Gauss [Ga27℄. Pero la geometr��a diferen
ial,por su misma naturaleza, est�a restringida a objetos que se pueden des-
ribir a trav�es de los m�etodos del 
�al
ulo {esto es, objetos suaves queen todos los puntos tienen l��neas o planos tangentes, 
urvaturas, et
.Gerolamo Sa

heri na
i�o en 1667 en San Remo, enton
es partede la Rep�ubli
a de G�enova. En 1685 ingres�o a la So
iedad de Jes�us.Mientras estaba en el Collegio di Brera, en Mil�an, se familiariz�o 
onla matem�ati
a. Ense~n�o �losof��a y apolog�eti
a en Mil�an y en 1697 setraslad�o a Pav��a, donde lleg�o a ser profesor de matem�ati
a en la uni-versidad. Muri�o en 1733. El tratado Eu
lides ab omni naevo vindi
atus:sive 
onatus geometri
us quo stabiliuntur prima ipsa universae Geome-triae Prin
ipia [Eu
lides vindi
ado de toda man
ha℄ (Mil�an, 1733) deSa

heri (a~no de su muerte) es el primero en que no se supone la validezdel postulado de Eu
lides.Sa

heri habla de tres hip�otesis: la del �angulo obtuso, la del �angulore
to y la del �angulo agudo, de las que una y s�olo una ha de veri�-
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arse. Todas las demostra
iones son 
orre
tas y en 
onse
uen
ia todoslos teoremas de Sa

heri son v�alidos. Hoy sabemos que estas geometr��astienen la misma 
onsisten
ia l�ogi
a que la geometr��a Eu
lideana. Sa
-
heri demostr�o rigurosamente sus teoremas, pero nun
a 
rey�o que sunueva geometr��a estuviera exenta de 
ontradi

i�on.La 
ara
ter��sti
a distintiva de los es
ritos geom�etri
os de Sa

heri seen
uentra en su m�etodo de demostra
i�on l�ogi
a, el 
ual es simplementeun m�etodo parti
ular de razonamiento, ya usado por Eu
lides, el 
ual
onsiste en suponer 
omo hip�otesis que la proposi
i�on que se va a probares falsa, y de esta manera se llega a que debe ser verdadera. Adoptandoesta idea Sa

heri supone que el postulado de Eu
lides es falso y bus
aalg�un resultado que le permita a�rmar la verdad del postulado.El aporte m�as valioso y profundo de Sa

heri a la resolu
i�on de laproblem�ati
a planteada por el postulado de Eu
lides fue su des
ubri-miento de un m�etodo ade
uado para asegurar que 
on �este se lograr��ael es
lare
imiento de la 
uesti�on propuesta.Tanto en el Eu
lides 
omo en los Elementos en
ontramos un sistemaaxiom�ati
o en el que los t�erminos o 
on
eptos son aprehendidos de larealidad y 
uyos su
esivos teoremas enun
ian proposi
iones verdaderasdel mundo real de la f��si
a. Hay que tener en 
uenta esta �losof��a delas matem�ati
as si queremos evaluar hist�ori
amente el progreso episte-mol�ogi
o aportado por la 
rea
i�on de las geometr��as no{Eu
lideanas.Las a
tuales teor��as de sistemas axiom�ati
os y el 
on
epto m�as abs-tra
to de una geometr��a matem�ati
a, se basan en 
on
eptos que noson ex
lusivamente aprehendidos de la realidad f��si
a (aunque no pres-
indan totalmente de ella) y sus teoremas no tienen por qu�e enun
iarne
esariamente proposi
iones verdaderas, sino solamente v�alidas. Porlo que respe
ta a su m�etodo, esta geometr��a no est�a ne
esariamente
ontrolada por la realidad del mundo f��si
o. Pues bien, la geometr��aa
tual es pre
isamente y en buena parte 
onse
uen
ia de la emergen
iade las geometr��as no{Eu
lideanas.La in
uen
ia de Sa

heri sobre los 
readores de la geometr��a hiper-b�oli
a es sustan
ial en el sentido de que hizo una 
ontribu
i�on de
isivao m�as bien que �el es un primer eslab�on en el desarrollo y separa
i�on delas geometr��as. La importan
ia del Eu
lides ab omni naevo vindi
atuses que trata 
on una pregunta vieja y primordial para los fundamentosmismos de la geometr��a, y que 
ontiene el m�etodo mismo y un 
omienzonotablemente exa
to y extenso del desarrollo posterior de la geometr��ahiperb�oli
a he
ho simult�aneamente por Gauss, Bolyai y Loba
hevski.Una de las 
onse
uen
ias inevitables del m�etodo introdu
ido por Sa
-
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heri es que a la larga los matem�ati
os estable
er��an una nueva geome-tr��a que entrar��a en 
ompeti
i�on 
on la vieja geometr��a de Eu
lides 
onrespe
to a 
u�al es la verdadera.Si se desea evaluar hist�ori
amente el progreso aportado por la 
rea-
i�on de las geometr��as no{Eu
lideanas, enton
es no se puede olvidar quela teor��a a
tual de sistemas axiom�ati
os formales y el 
on
epto m�as abs-tra
to de geometr��a 
omo una 
ien
ia matem�ati
a pura, independienteen su m�etodo del mundo externo, son en buena parte una 
onse
uen
iade esa 
rea
i�on.2.3. La Geometr��a a Prin
ipios del Siglo XIXLa geometr��a no{Eu
lideana tiene su origen en los intentos de losge�ometras por liberar a los Elementos del postulado o axioma de lasl��neas paralelas.Las ideas desarrolladas por Gauss (1777{1855) penetraron 
asi to-dos los 
ampos de la matem�ati
a 
ontempor�anea y dieron impulsos amayores desarrollos. Gauss 
omenz�o sus investiga
iones sobre el postu-lado de Eu
lides en 1792. Probablemente en 1808, quiz�as ya en 1799,Gauss hab��a ido mu
ho m�as all�a que Sa

heri en los desarrollos de lageometr��a no{Eu
lideana. En 1821, Gauss se enfrent�o a problemas degeometr��a diferen
ial y publi
�o los resultados de su trabajo en 1827en Disquisitiones generales 
ir
a super�
ies 
urvas [Estudios Generales
on Respe
to a Super�
ies Curvas℄ [Ga27℄. Para esa �epo
a, ya esta-ba 
onven
ido de que el postulado de las paralelas de Eu
lides no sepod��a probar y que otra geometr��a, no{Eu
lideana,1era matem�ati
a-mente posible. Gauss fue el primero en darse 
uenta de que ten��a unageometr��a no{Eu
lideana 
onsistente y bastante 
ompleta, la mismaoriginada por Sa

heri 
asi 
ien a~nos antes. Sin embargo, Gauss nopubli
�o nada al respe
to.Por una parte, Gauss estudi�o las super�
ies de�nidas en forma in-tr��nse
a {esto es, sin ninguna referen
ia al espa
io en el 
ual estabaninmersas{ y las 
onsider�o 
omo generaliza
iones del plano. Estas super-�
ies est�an 
ara
terizadas por el tensor m�etri
o 
uyas 
omponentes, porsu mismo 
ar�a
ter, dependen del sistema de 
oordenadas 
onsiderado.La gran 
ontribu
i�on de Gauss fue el haber des
ubierto la existen
ia deun invariante diferen
ial que 
ara
terizaba las propiedades de tal super-�
ie y que no depend��a de las 
oordenadas. Este invariante 
orrespondea lo que hoy en d��a llamamos 
urvatura. En el 
aso de una super�
ie1El t�ermino \geometr��a no{Eu
lideana" fue a
u~nado por Gauss en 1824.
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a (un 
aso espe
ial del 
aso intr��nse
o), esde
ir, a trav�es de su inmersi�on en un espa
io Eu
lideano, el invariantedes
ubierto por Gauss es s�olo el produ
to de los inversos de los radiosde 
urvatura de la super�
ie. Por lo tanto, el invariante de Gauss esuna medida de la 
urvatura de la super�
ie. Los desarrollos anteriores
ulminaron 
on el trabajo de Riemann, quien extendi�o la des
rip
i�onanterior a espa
ios de n dimensiones. Los trabajos que mar
aron este
ambio radi
al son la tesis de Riemann A
er
a de las hip�otesis en las
uales se basa la geometr��a [Rie68℄, la 
ual nos o
upar�a por el restode este trabajo, y Commentatio mathemati
a, qua respondere tentaturquaestioni ab Illma A
ademia Parisiensi propositae [Rie61℄.Un punto 
ru
ial es que, al menos hasta Gauss, el 
on
epto de geo-metr��a era bastante simple en dos aspe
tos: primero, no distingu��a, 
o-mo se ha
e ahora, entre la geometr��a 
omo una parte de la matem�ati
apura, el 
ual es un tema bien delimitado 
reado o 
onstruido 
on t�ermi-nos de�nidos en forma pre
isa, y la geometr��a 
omo parte de la f��si
a, lo
ual es un tema bastante 
omplejo que trata 
on el des
ubrimiento dealg�un tipo de propiedades del mundo exterior, sumergido en el espa
iof��si
o, lleno de materia, y que por lo tanto usa 
on
eptos de�nidos enforma emp��ri
a. Segundo, debido a que la geometr��a estaba todav��a ensus 
omienzos y debido a la identi�
a
i�on men
ionada de los dos 
on-
eptos de geometr��a, s�olo se 
onsideraba la no
i�on obvia de geometr��aque se obten��a a partir del movimiento de 
uerpos r��gidos en el espa
iof��si
o.La idea de separar los dos 
on
eptos de geometr��a y admitir queambas geometr��as son igualmente v�alidas apare
e por primera vez enel trabajo de Riemann.Gauss fue el primero en tener una visi�on 
lara de una geometr��aindependiente del postulado de Eu
lides, pero esto permane
i�o por m�asde 30 a~nos sin publi
ar y s�olo lo revel�o despu�es de los trabajos deLoba
hevski [Lo40℄ y Bolyai [Bo32℄.La nueva geometr��a fue des
ubierta en forma independiente por elmatem�ati
o h�ungaro J�anos Bolyai (1802{1860). Su investiga
i�on origi-nal del problema de las paralelas fue publi
ada en 1832 en la formade un ap�endi
e al primer volumen de un 
urso de matem�ati
a es
ritoy publi
ado por su padre Farkas Bolyai (1775{1856). Por lo tanto, lainvestiga
i�on de Bolyai entr�o a la historia 
on el nombre de Ap�endi
e.La primera reimpresi�on del Ap�endi
e apare
i�o en 1831. El Ap�endi
e
ontiene una exposi
i�on elemental de los fundamentos de la nueva geo-metr��a. Bolyai es
ribi�o este art��
ulo en lat��n.
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tor TapiaDurante el siglo XIX el 
on
epto de espa
io se generaliz�o profunda-mente. Se en
ontr�o que se pod��an usar suposi
iones in
ompatibles 
onaquellas de Eu
lides 
omo fundamento para la 
onstru

i�on l�ogi
amente
onsistente de nuevas geometr��as. Estos sistemas (parti
ularmente losdesarrollados por Bolyai y Loba
hewsky) fueron llamados geometr��asno{Eu
lideanas.El he
ho mismo de que los innumerables intentos he
hos para ob-tener una prueba del postulado de Eu
lides no llevaran al resultadodeseado, sugiere que su demostra
i�on es imposible. De he
ho, el instintogeom�etri
o pare
e darnos eviden
ia de que una proposi
i�on, tan simple,si es demostrable, lo debe ser por medio de un argumento de igualsimpli
idad. Pero tales 
onsidera
iones no se pueden usar para obteneruna prueba de la imposibilidad en 
uesti�on.Si se deja de lado el postulado de Eu
lides se puede 
onstruir un sis-tema geom�etri
o en el 
ual no hay 
ontradi

iones. Esto pare
e probarla posibilidad l�ogi
a de la hip�otesis no{Eu
lideana, y que el postuladode Eu
lides es independiente de los primeros prin
ipios de la geometr��ay por lo tanto no puede ser demostrado. Sin embargo, el he
ho de queno hayan 
ontradi

iones no es su�
iente para probar esto; se debe es-tar seguros de que, pro
ediendo a lo largo de las mismas l��neas, nun
ase en
ontrar�an tales 
ontradi

iones.Se puede bus
ar una prueba geom�etri
a de la di
ha independen
ia.Para esto es ne
esario 
omenzar del prin
ipio de que las 
on
ep
iones,obtenidas a partir de nuestra intui
i�on, en forma independiente de la
orresponden
ia que estas en
uentren el el mundo externo, son a prioril�ogi
amente posibles; y de este modo que la geometr��a Eu
lideana esl�ogi
amente posible 
omo tambi�en las dedu

iones que se obtienen apartir de este.Los fundamentos de la geometr��a, a la manera desarrollada por Rie-mann, 
ompletan la prueba de la imposibilidad de esta demostra
i�on.La imposibilidad de probar el postulado de Eu
lides se pod��a es-table
er s�olo des
ubriendo una nueva geometr��a, no{Eu
lideana. Estofue he
ho por primera vez por Loba
hevski.El he
ho de que diferentes tipos de geometr��a hayan sido desarro-llados en la matem�ati
a moderna muestra 
laramente que no se puedede
ir que la matem�ati
a a�rme la verdad de ning�un 
onjunto parti
ularde postulados geom�etri
os; en todo lo que est�a interesada la matem�ati
apura, y todo lo que puede estable
er, son las 
onse
uen
ias dedu
tivasde 
onjuntos dados de postulados y de este modo la verdad ne
esaria



Riemann y los fundamentos de la Geometr��a 91de los teoremas siguientes 
on respe
to a los postulados bajo 
onside-ra
i�on.3. Ante
edentes Biogr�a�
osPor supuesto, existen muy buenas y 
ompletas biograf��as de Rie-mann [De92℄. Aqu�� s�olo presentamos algunos ante
edentes 
ronol�ogi
osfundamentales de la vida de Riemann. Georg Friedri
h Bernhard Rie-mann na
i�o en Breselenz, 
er
a de Hannover, el 17 de Septiembre de1826. Su inter�es por las matem�ati
as empez�o aproximadamente a los 6a~nos. Bernhard no s�olo resolv��a todos los problemas que le propon��an,sino que tambi�en inventaba algunos m�as dif��
iles s�olo para molestar asus hermanos. A los 10 a~nos empez�o a re
ibir 
lases de aritm�eti
a ygeometr��a de un ense~nante profesional, un tal S
hulz, que ten��a famade buen profesor. Po
o tiempo despu�es S
hulz estaba a la zaga de supupilo, quien usualmente propon��a mejores solu
iones.A los 14 a~nos entr�o al Gimnasio2 de Hannover y dos a~nos despu�esse traslad�o al Gimnasio de L�uneburg. El dire
tor del gimnasio, S
hmal-fuss, observ�o el talento de Riemann para las matem�ati
as, le di�o permisode utilizar su bibliote
a privada y lo eximi�o de asistir a las 
lases dematem�ati
as. S
hmalfuss le hab��a sugerido a Riemann que tomara alg�unlibro de matem�ati
as para estudiarlo en privado. A Riemann eso le pare-
i�o muy ex
itante y, bajo la sugeren
ia de S
hmalfuss, llev�o la Th�eoriedes nombres de Legendre. Seis d��as despu�es Riemann devolvi�o el libro.S
hmalfuss le pregunt�o: \>Cu�anto has le��do?" Riemann esquiv�o la pre-gunta y simplemente expres�o su admira
i�on por el 
l�asi
o de Legendre:\Es un libro maravilloso. Lo entend��." Al pare
er, Riemann no s�olohab��a entendido el libro, sino que hab��a visualizado la manera de obte-ner resultados m�as generales. Posiblemente este es el origen del inter�esde Riemann por los n�umeros primos [Rie59℄.Riemann no s�olo estudi�o los trabajos matem�ati
os de Legendre.Tambi�en se familiariz�o 
on el 
�al
ulo y sus rami�
a
iones a trav�es delestudio de los trabajos de Euler. En 1846 Riemann se matri
ul�o enGotinga para estudiar �lolog��a y teolog��a. Pero le result�o imposiblemantenerse alejado de las 
lases de matem�ati
as de Stern, a
er
a dela teor��a de e
ua
iones y de las integrales de�nidas, de las de Gauss,a
er
a del m�etodo de los m��nimos 
uadrados, y de las de Golds
hmidt,sobre el magnetismo de la tierra.2En el sistema edu
ativo alem�an el gimnasio (gymnasium) 
orresponde a unainstitu
i�on de forma
i�on superior anterior a la universidad.



92 Vi
tor TapiaDespu�es de un a~no en Gotinga, en 1847 se traslad�o a Berl��n, atra��dopor la fama de Diri
hlet, Ja
obi, Steiner y Eisenstein, para re
ibir suini
ia
i�on en una matem�ati
a m�as nueva y vital. Con Ja
obi apren-di�o me
�ani
a avanzada y �algebra superior, 
on Diri
hlet teor��a de losn�umeros y an�alisis, 
on Steiner geometr��a moderna, y 
on Eisenstein,s�olo tres a~nos mayor que �el, aprendi�o fun
iones el��pti
as.Riemann regres�o a Gotinga en 1849 para 
ompletar sus estudios dematem�ati
a para el do
torado. Sus intereses eran bastante amplios ydedi
aba 
asi tanto tiempo a la f��si
a 
omo a la matem�ati
a. Durantelos �ultimos tres semestres en Gotinga Riemann sigui�o el 
urso de Webersobre f��si
a experimental. A diferen
ia de mu
hos matem�ati
os que es-
riben de f��si
a, Riemann ten��a un intui
i�on edu
ada a
er
a de lo que eraimportante en f��si
a, y posiblemente esta intui
i�on se deb��a a su trabajoen el laboratorio y a su 
onta
to 
on personas que eran m�as f��si
os quematem�ati
os. Fas
inado por la f��si
a, Riemann abandon�o moment�anea-mente la matem�ati
a y en el oto~no de 1850 se in
orpor�o al seminario def��si
a{matem�ati
a apenas ini
iado por Weber, Ulri
h, Stern y Listing.A 
omienzos de Noviembre de 1851 [Rie51℄ Riemann entreg�o sudiserta
i�on de do
torado para que lo examinara Gauss: Grundlagen f�ureine allgemeine Theorie der Fun
tionen einer ver�anderli
hen 
omplex-en Gr�osse (Fundamentos para una teor��a general de las fun
iones deuna variable 
ompleja), donde se introdu
e el 
on
epto de lo que hoyse 
ono
e 
omo super�
ie de Riemann. El informe o�
ial de Gauss a laFa
ultad de Filosof��a de la Universidad de Gotinga es uno de los po
ospronun
iamientos formales en los 
uales Gauss muestra un entusiasmopo
o 
om�un en �el:La diserta
i�on entregada por Riemann ofre
e eviden
ia 
onvin
entede las investiga
iones 
ompletas y penetrantes del autor en aquellosaspe
tos del tema tratado en la diserta
i�on, de una mente 
reativa,a
tiva, verdaderamente matem�ati
a y de una originalidad gloriosa-mente f�ertil. La presenta
i�on es dire
ta y 
on
isa y, en partes, bella.La mayor��a de los le
tores habr��an preferido una mayor 
laridad deargumentos. El todo es un trabajo sustan
ial, valioso, que no s�olo satis-fa
e los est�andares exigidos para las diserta
iones do
torales, sino quelos ex
ede.Un mes despu�es Riemann pas�o su examen �nal, que in
lu��a la for-malidad de una defensa p�ubli
a de su diserta
i�on. El pr�oximo pasoera ser `habilitado'
omo Privatdozent. Para su Habilitationss
hrift3 Rie-mann planeaba entregar una memoria sobre series trigonom�etri
as (se-3La `habilitationss
hrift', o ensayo de habilita
i�on, se trataba de una segunda



Riemann y los fundamentos de la Geometr��a 93ries de Fourier). Sin embargo, todav��a tendr��a que esperar dos a~nos ymedio. Durante el oto~no de 1852 Riemann disfrut�o de la presen
ia deDiri
hlet en Gotinga. A partir de 1853 Riemann se dedi
�o de lleno ala f��si
a{matem�ati
a. Al �nal del a~no, y despu�es de mu
hos atrasos de-bidos a su pasi�on 
re
iente por la f��si
a, �nalmente hab��a 
ompletadosu ensayo de habilita
i�on.Todav��a quedaba una le

i�on de prueba antes de que se le pudieradar la li
en
ia de ense~nar en la universidad. Para esta prueba hab��a en-viado tres t��tulos para que los 
olegas eligieran, 
on la esperanza de quesele

ionar��an uno de los dos primeros, en los 
uales se hab��a preparado.Pero en forma ingenua in
luy�o 
omo ter
era oferta un t�opi
o sobre el
ual Gauss hab��a meditado por sesenta o m�as a~nos {los fundamentosde la geometr��a{ � � � y esto no lo hab��a preparado. Sin duda, Gausssinti�o 
uriosidad de ver qu�e es lo que la originalidad gloriosamentef�ertil de Riemann har��a de un tema tan profundo. Para sorpresa deRiemann, Gauss eligi�o el ter
er t�opi
o 
omo aquel en el 
ual Riemanndeb��a probar su habilidad 
omo ense~nante ante el 
r��ti
o profesorado.La re
ep
i�on del ensayo de habilita
i�on de Riemann, el 10 de Juniode 1854, fue 
ordial. La prepara
i�on de la 
lase le hab��a 
ostado mu-
ho trabajo dado que Riemann deb��a ha
erla entendible aun a aquellosmiembros del profesorado que po
o sab��an de matem�ati
as. Se debemen
ionar que durante el siglo XIX (in
luso en parte del siglo XX) losmatem�ati
os pertene
��an a las fa
ultades de �losof��a. Adem�as de seruna de las obras maestras de las matem�ati
as, el ensayo de Riemann�Uber die Hypothesen wel
he der Geometrie zu Grunde liegen (A
er
a delas hip�otesis en las 
uales se basa la geometr��a), tambi�en es un 
l�asi
ode presenta
i�on. Seg�un 
uenta Dedekind, Gauss estaba entusiasmado[De92℄:Contra toda tradi
i�on Gauss sele

ion�o el ter
ero de los tres t�opi
osenviados por el 
andidato, 
on el deseo de ver 
�omo un tema tan dif��
ilser��a manejado por una persona tan joven. Gauss qued�o sorprendidom�as all�a de sus expe
tativas y, al regresar de la reuni�on del profesorado,le expres�o a Weber su m�as alta admira
i�on por las ideas presentadaspor Riemann, hablando 
on un entusiasmo que era raro en Gauss.Cuando Diri
hlet su
edi�o a Gauss en 1855, este urgi�o a las autori-dades para que le dieran a Riemann un 
argo de profesor asistente, perolas �nanzas de la Universidad no lo permit��an. No obstante, se le garan-tiz�o un peque~no estipendio anual [lo 
ual era mejor que la in
ertidumbretesis para obtener el permiso, o habilita
i�on, de ense~nar en una universidad.
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tor Tapiade media do
ena de 
ontribu
iones voluntarias de los estudiantes℄.En 1857 Riemann publi
�o su trabajo sobre fun
iones abelianas[Rie57℄. Ese mismo a~no Riemann fue nombrado profesor asistente. En1858 produjo su art��
ulo sobre ele
trodin�ami
a [Rie58℄. Diri
hlet, quiensiempre hab��a apre
iado a Riemann, muri�o en mayo de 1859. Este in-ter�es de Diri
hlet y la reputa
i�on 
re
iente de Riemann hi
ieron que lasautoridades universitarias promovieran a Riemann, 
omo justo su
e-sor de Diri
hlet, a profesor ordinario. De este modo, Riemann fue elsegundo su
esor de Gauss.Legendre ten��a una f�ormula emp��ri
a para estimar el n�umero apro-ximado de n�umeros primos menores que un 
ierto n�umero. En 1859Riemann present�o una hip�otesis que mejoraba los resultados de Le-gendre: �Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gr�osse(A
er
a del n�umero de n�umeros primos menores que un n�umero dado)[Rie59℄. El problema era obtener una f�ormula que estable
iera 
u�antosn�umeros primos hay menores que alg�un n�umero dado n. Al intentar re-solver este problema Riemann se en
ontr�o 
on la ne
esidad de investigarla serie in�nita �(s) = 1 + 12s + 13s + 14s + 15s + � � � ;en la 
ual s = u+ iv es un n�umero 
omplejo, y que hoy se 
ono
e 
omola `fun
i�on zeta de Riemann'.En 1860 Riemann 
omenz�o a trabajar sobre su memoriaCommenta-tio mathemati
a, qua respondere tentatur quaestioni ab Illma A
ademiaParisiensi propositae [Rie61℄, en la 
ual desarroll�o algunos detalles re-lativos a formas diferen
iales 
uadr�ati
as (lo 
ual est�a rela
ionado 
onsu trabajo sobre los fundamentos de la geometr��a). Este trabajo estabadirigido a la A
ademia de Cien
ias de Par��s. Riemann 
on
urs�o por unpremio que se otorgar��a al autor del mejor trabajo sobre la distribu
i�ondel 
alor en un s�olido. El premio fue de
larado desierto, y el texto deRiemann fue 
onsiderado po
o expl��
ito.A partir de 1862 la salud de Riemann, ya de naturaleza d�ebil, em-peor�o notablemente. En un intento por trans
urrir algunos per��odos enun 
lima m�as benigno, se traslad�o a Italia en dos o
asiones entre 1862y 1863. En 1866 regresa a Italia por ter
era y �ultima vez y falle
e enuna villa de Selas
a, 
er
ana al Lago Maggiore, al norte de Mil�an, el 20de Julio. Riemann no al
anz�o a reda
tar en detalle las demostra
ionesde sus resultados.
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ia de la Tesis de RiemannEn la tesis de Riemann se ha
e distin
i�on entre las que ahora sellaman propiedades topol�ogi
as y propiedades m�etri
as del espa
io; estadistin
i�on le permiti�o a Riemann generalizar la geometr��a tradi
ionalde dos maneras. En primer lugar, in
luy�o el estudio de los espa
ios tri{dimensionales en el estudio de variedades de dimensi�on n; en segundolugar, observ�o que una misma variedad de dimensi�on n puede admitirdiferentes m�etri
as, lo 
ual da enton
es origen a diferentes geometr��as.De este modo el espa
io Eu
lideano resulta ser un 
aso muy espe
ialde una variedad topol�ogi
a tri{dimensional de 
urvatura 
onstante 
ontensor de 
urvatura nulo. La tesis de Riemann se divide en 3 partes,en las 
uales se estudian, respe
tivamente, las propiedades topol�ogi
as,m�etri
as y f��si
as de los espa
ios.La tesis de Riemann se puede 
onsiderar 
omo una gran generaliza-
i�on de las Disquisitiones generales 
ir
a super�
ies 
urvas de Gauss.Es interesante observar que Gauss estaba presente 
uando Riemannley�o su tesis. Cuando �nalmente se publi
�o la tesis de Riemann esta fuer�apidamente a
eptada. Beltrami (1868), Christo�el y Lips
hitz (1869),S
hl�a
i (1871), Beez (1874), Voss (1880), Ri

i (1884) y Killing (1885),estuvieron entre los primeros que entraron a este 
ampo. En 1901 Ri

iy Levi{Civita publi
aron un resumen de su nuevo an�alisis tensorial.4.1. El Con
epto de VariedadRiemann 
omienza introdu
iendo las no
iones de variedad 
ontinua(I, x 1) y de variedad de n dimensiones (I, x 2). Su tratamiento de es-tos t�opi
os es intuitivo, quiz�as debido a que su tesis estaba 
on
ebidapara una audien
ia de no{matem�ati
os. Pero, a partir de este trabajoy de los resultados t�e
ni
os presentados en 1861, pare
e que el 
on-
epto de variedad que Riemann ten��a en mente era esen
ialmente el
on
epto moderno {es de
ir, que las variedades est�an 
ompletamente
ara
terizadas por el he
ho que, lo
almente, se pare
en a Rn.Una variedad es un 
onjunto tal que 
ualquier elemento de la varie-dad queda 
ompletamente espe
i�
ado al asignarle 
iertos n�umeros, enun orden de�nido, 
orrespondientes a propiedades `numerables'de loselementos; la asigna
i�on en el orden dado 
orresponde a un orden pre{asignado de las propiedades `numerables.�Aunque esto puede ser menos
omprensible que la de�ni
i�on de Riemann, no obstante es un punto departida ade
uado para trabajar, y todo esto se redu
e a que una varie-dad es un 
onjunto de n{uplas ordenadas de n�umeros (x�), donde los
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tor Tapiapar�entesis () indi
an que los n�umeros x� se deben es
ribir en el ordendado.El n�umero n de par�ametros que apare
e en 
ada una de estas n{uplas ordenadas es la dimensi�on de la variedad. De este manera, esposible volver a hablar de 
oordenadas, tal 
omo lo hi
iera Des
artes.Si 
ada uno de los n�umeros en (x�) es un entero, o si es un elementode alg�un 
onjunto enumerable, y si lo mismo se 
umple para toda n{upla en el 
onjunto, enton
es la variedad es dis
reta. Si los n�umeros x�pueden tomar valores 
ontinuos la variedad es 
ontinua.Esta de�ni
i�on ignora {en forma deliberada{ la 
uesti�on de si `lavariedad�es el 
onjunto de n{uplas ordenadas o si `la variedad�es algo`representado por�estas n{uplas. De este modo, 
uando se di
e que (x; y)son las 
oordenadas de un punto en un plano, no se est�a interesado ensaber qu�e es `un punto en un plano', sino que se pro
ede a trabajar
on estos pares ordenados de n�umeros (x; y) donde x; y toman valoresreales en forma independiente. Por otro lado, algunas ve
es puede serventajoso �jar nuestra aten
i�on en qu�e es lo que representa un s��mbolotal 
omo (x; y). De esta misma manera, la geometr��a ya no se preo
upade saber qu�e es el \espa
io". Para un matem�ati
o moderno, el \espa
io"es s�olo una variedad num�eri
a de la 
lase des
rita anteriormente, y este
on
epto de espa
io surgi�o de las \variedades" de Riemann.Cabe ha
er notar que el 
on
epto de variedad fue introdu
ido ydesarrollado paulatinamente por Gauss, Riemann y Weyl. En 1930 E.Cartan pre
isa, generaliza y limita el 
on
epto de variedad. Se puede
on
luir por lo tanto que en 1930 todav��a no hab��a 
onsenso a
er
a del
on
epto de variedad. Por otra parte, el 
on
epto de variedad a
tualdata justamente de los a~nos 30 
uando se 
onsolida este 
on
epto.4.2. El Con
epto de Distan
iaPasando a la medida, Riemann estable
e que \la medi
i�on 
onsisteen una superposi
i�on de las magnitudes que se van a 
omparar. Si estofalta, las magnitudes se pueden 
omparar s�olo 
uando una es parte deotra, y enton
es s�olo se puede de
idir el m�as o el menos, pero no el
u�anto."Riemann pro
edi�o a elaborar una de�ni
i�on de distan
ia, extra��dade su 
on
epto de medi
i�on, el 
ual mostr�o ser extremadamente �utiltanto en f��si
a 
omo en matem�ati
a. La proposi
i�on de Pit�agoras que
2 = a2 + b2, o 
 = pa2 + b2, es la f�ormula fundamental para la medi-
i�on de distan
ias en un plano. >C�omo se generaliza esto a super�
ies
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urvas? A las l��neas re
tas en el plano 
orresponden geod�esi
as en lasuper�
ie; pero sobre una esfera, por ejemplo, la proposi
i�on Pitag�ori
ano es 
ierta. Riemann generaliz�o la f�ormula Pitag�ori
a a 
ualquier va-riedad suponiendo que el elemento de l��nea in�nitesimal est�a dado poruna expresi�on homog�enea de primer orden en los in�nitesimales de lasdistan
ias.Riemann imagin�o que un punto x, en una ve
indad bastante peque-~na, est�a 
ara
terizado por n fun
iones num�eri
as del punto, (x�), quellama 
oordenadas lo
ales (y que generalizan las 
oordenadas 
urvil��neas),y que un punto in�nitesimalmente ve
ino se es
ribe (x� + dx�), donde,bajo 
ambios de 
oordenadas lo
ales, los dx� se transforman por mediode la f�ormula dx� = nX�=1 �x��x0� dx0� :Riemann exige enton
es que el elemento de ar
o ds sea una fun
i�onpositiva homog�enea de rango 1 
on respe
to a los dx, y de he
ho selimita al 
aso m�as simple, aquel en el 
ual ds est�a dado por la rela
i�onds2 = g�� dx� dx� ; (1)donde los g�� son fun
iones de los x� tales que g�� = g��, y que la forma
uadr�ati
a g��dx�dx� sea positiva, salvo que los dx sean todos nulos. Elar
o de una 
urva de�nido por las e
ua
iones x� = x�(t), � = 1; � � � ; n,en un intervalo [a; b℄ es enton
es, por de�ni
i�on,s = Z ba (g�� dx� dx�)1=2 dt :Esta de�ni
i�on permite a Riemann de�nir las geod�esi
as de sus varie-dades de la misma manera que sobre una super�
ie.En la segunda parte de su tesis Riemann 
omienza 
onsiderando elproblema de determinar la longitud de una 
urva de una manera quesea independiente de su posi
i�on (II, x 1). Esta parte de sus tesis desa-rrolla en forma expl��
ita las ideas de Gauss sobre geometr��a diferen
ial.Antes de Gauss, los matem�ati
os hab��an estudiado las super�
ies 
urvas
omo objetos inmersos en el espa
io Eu
lideano tri{dimensional. Gaussmostr�o 
�omo las propiedades geom�etri
as de una super�
ie se pod��anobtener a partir de un estudio de las propiedades intr��nse
as, lo
ales, dela super�
ie, sin ninguna referen
ia al espa
io ambiente [Ga27℄. No es
laro si Gauss se di�o 
uenta de que la ele

i�on de una m�etri
a diferentellevar��a a una geometr��a no{Eu
lideana. Aparentemente, tampo
o sedi�o 
uenta de que, debido a que las propiedades geom�etri
as se pod��an
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tor Tapiade�nir en forma intr��nse
a, una super�
ie 
urva se pod��a 
onsiderar 
o-mo un espa
io por s�� mismo. Sin embargo, Riemann s�� lleg�o a ambas
on
lusiones.Hemos 
onsiderado apropiado in
luir algunos desarrollos 
on respe
-to a la de�ni
i�on de distan
ia los 
uales fueron motivados por el inter�esdel autor en desarrollar la geometr��a aso
iada a las formas de 
uartorango [Ta93, Ta96, Ta98℄. Antes de 
omenzar un an�alisis es ne
esarioadvertir que el 
on
epto de distan
ia que se usa en geometr��a diferen-
ial es distinto del 
on
epto m�as tradi
ional de distan
ia para el 
uales v�alida la desigualdad triangular. De he
ho, la desigualdad triangu-lar es v�alida en espa
ios Eu
lideanos y otros espa
ios 
on propiedadessimilares pero esto es s�olo una propiedad de estos espa
ios m�as que una
ondi
i�on que permita elaborar una de�ni
i�on ade
uada de distan
ia.Sean A y B dos puntos 
ualquiera sobre una variedadM, y sean x�Ay x�B sus 
oordenadas lo
ales en un 
ierto sistema de 
oordenadas x�.A 
ontinua
i�on 
onsideremos una 
urva 
 que una estos dos puntos. En
oordenadas lo
ales la 
urva 
 est�a dada por x�(t), donde t es alg�unpar�ametro mon�otono (siempre 
re
iente o de
re
iente) a lo largo de esta
urva, y tal que x�(tA) = x�A ;x�(tB) = x�B :A 
ontinua
i�on se exige que la distan
ia sea aditiva. Esto signi�
a quela distan
ia entre los dos puntos, A y B, medida a lo largo de la 
urva,se puede des
omponer en la suma de las distan
ias entre A y un puntointermedio C, y entre C y el punto B, de modo tal quedAB = dAC + dCB :Si se itera este pro
edimiento se 
on
luye que dAB se puede 
onsiderar
omo la suma de elementos in�nitesimales de distan
ia y la expresi�on�nal, en el l��mite, debe estar dada por una integraldAB[t℄ = Z BA f [x(t)℄ dt ; (2)donde f [x(t)℄ es una fun
i�on que depende del punto sobre la 
urva 
, esde
ir de las 
oordenadas x�, y posiblemente de las derivadas de x� 
onrespe
to a t, _x� = dx�=dt; �x� = d2x�=dt2; � � � ; esta �ultima dependen
iase indi
a a trav�es del par�entesis 
uadrado.
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e en determinar la fun
i�on f(o fun
ional, debido a la apari
i�on de derivadas de orden superior dex�) que apare
e en (2). En otras palabras, se debe determinar 
�omo lafun
i�on f depende de la 
urva 
. Para ha
er esto se deben imponer al-gunas restri

iones sobre f . En primer lugar, se supone que la distan
iaentre A y B no depende de la parametriza
i�on que se use a lo largo dela 
urva 
. Para esto se 
onsidera una segunda parametriza
i�on de la
urva 
, x�(�), en t�erminos de un par�ametro � . Enton
es, se tienedAB[� ℄ = Z BA f [x(�)℄ d� :Por lo tanto, la 
ondi
i�on de independen
ia de la parametriza
i�on sees
ribe 
omo Z BA f [x(�)℄ d� = Z BA f [x(t)℄ dt :Para que � sea una parametriza
i�on v�alida de la 
urva 
 es ne
esarioque � = �(t) sea una fun
i�on suave y mon�otona de t. Esto nos permitees
ribir Z BA f [x(�(t))℄ �d�dt� dt = Z BA f [x(t)℄ dt :Dado que el intervalo de integra
i�on es arbitrario, se debe tenerf [x(t)℄ = f [x(�(t))℄ �d�dt� : (3)Para determinar la forma fun
ional de f re
ordemos la manera en quex� y sus derivadas se transforman bajo un 
ambio de parametriza
i�on.Se tiene x�(t) = x�(�) ;�dx�dt � (t) = �d�dt� �dx�d� � (�) ;�d2x�dt2 � (t) = �d�dt�2 �d2x�d� 2 � (�) + �d2�dt2 � �dx�d� � (�) ;et
. Las derivadas de orden segundo y superior de x� involu
ran deri-vadas de orden segundo y superior de � 
on respe
to a t. Dado que enla 
ondi
i�on (3) s�olo apare
en primeras derivadas de � 
on respe
to a tla solu
i�on m�as sen
illa es de la formaf = f(x; _x) :



100 Vi
tor TapiaPor lo tantof �x(t); �dxdt� (t)� = f �x(�); �d�dt� �dxd� � (�)� ;y utilizando la 
ondi
i�on (3) se obtiene la 
ondi
i�onf �x(�); �d�dt� �dxd� � (�)� = f �x(�); �dxd� � (�)� �d�dt� ;lo 
ual signi�
a que f es una fun
i�on homog�enea de primer grado enlos _x. f(x; � _x) = � f(x; _x) ;Ahora la rela
i�on para la distan
ia, e
. (2), se puede rees
ribir 
omodAB = Z BA f(x; _x) dt = Z BA f(x; dx) :Esta rela
i�on expresa el he
ho de que la distan
ia es independiente dela parametriza
i�on de la 
urva y depende s�olo de los puntos extremos.La rela
i�on anterior nos permite introdu
ir la distan
ia in�nitesimalds = f(x; dx) ;o elemento de l��nea. El elemento de l��nea es una fun
i�on f(x; dx) quesatisfa
e la 
ondi
i�on de homogeneidadf(x; � dx) = � f(x; dx) : (4)Un requisito adi
ional ne
esario es que la distan
ia sea una 
antidadde�nida positiva f(x; dx) > 0 :La 
ondi
i�on anterior fue es
rita en un momento hist�ori
o en el 
uallas distan
ias todav��a eran, por as�� de
irlo, positivas. Esto garantizaque la distan
ia medida en una dire

i�on a lo largo de una 
urva seaigual a aquella medida en el sentido opuesto. Sin embargo, la 
ondi
i�onanterior se puede relajar para permitir distan
ias de�nidas negativas
on la 
ondi
i�on adi
ional de que sigan siendo siempre negativas, esde
ir, que no haya 
ambio de signo. Por lo tanto, se puede imponer la
ondi
i�on m�as d�ebil f(x; �dx) = f(x; dx) :



Riemann y los fundamentos de la Geometr��a 101Para que esta 
ondi
i�on sea 
ompatible 
on la 
ondi
i�on de homogenei-dad (4) se debe tener f(x; � dx) = j�j f(x; dx) ;sin ninguna restri

i�on sobre el signo de �. Esta �ultima 
ondi
i�on es laforma m�as general para de�nir un elemento de l��nea, o distan
ia. Loselementos de l��nea en los 
uales f puede 
ambiar de signo se pueden usarpara des
ribir fen�omenos de hist�eresis y de 
at�astrofe (v�ease [As85℄).Por supuesto, existen mu
has solu
iones a la 
ondi
i�on anterior.Para �jar las ideas 
onsideremos fun
iones mon�omi
as de la formads = [G�1����r(x) dx�1 � � � dx�r ℄1=r ;donde r es un entero positivo. La homogeneidad est�a garantizada por
onstru

i�on. Para que esta forma tenga un signo de�nido es ne
esarioque r sea un n�umero par. La posibilidad m�as sen
illa es r = 2 y en este
aso se obtiene (1), lo 
ual 
orresponde a lo que hoy 
ono
emos 
omogeometr��a de Riemann. La siguiente posibilidad es r = 4 y en este 
asose tiene ds4 = G����(x) dx� dx� dx� dx� :Esta posibilidad fue men
ionada por Riemann en su tesis pero no laestudi�o en mayor profundidad. Re
ientemente esta geometr��a se ha uti-lizado en la 
onstru

i�on de una teor��a alternativa de la gravedad [Ta93,Ta96, Ta98℄.Un 
aso bastante ex
ep
ional de geometr��a, en el 
ual el elementode l��nea no es mon�omi
o, fue 
onsiderado por Randers [Ra41℄ y est�a 
a-ra
terizado por ds = [g��(x) dx� dx�℄1=2 + A�(x) dx� :Esta geometr��a se puede usar 
omo un modelo para des
ribir el 
om-portamiento de una part��
ula 
argada en un 
ampo ele
tromagn�eti
o.Sin embargo, este elemento de l��nea no posee un signo de�nido y porlo tanto no es ade
uado para la des
rip
i�on de fen�omenos f��si
os.Un enfoque distinto 
on respe
to a la de�ni
i�on de distan
ia fue
onsiderado por Finsler [Fi18℄. En este 
aso el punto de partida es unafun
i�on homog�enea de segundo orden en el elemento in�nitesimal dedistan
ia F (x; dx) = f 2(x; dx) ;donde f es la misma fun
i�on que hemos 
onsiderado anteriormente.Para nuestros prop�ositos es 
onveniente introdu
irF = F (x; _x) = f 2(x; _x) ;
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tor TapiaLa fun
i�on F es homog�enea de segundo rango en _x, esto esF (x; � _x) = �2 F 2(x; _x) :A 
ontinua
i�on se de�ne la m�etri
a de Finsler por medio de la f�ormulaF��(x; _x) = 12 �2F� _x�� _x� :Obviamente, la inten
i�on de Finsler era re
uperar la geometr��a Rieman-niana y de he
ho para (1) se obtiene F�� = g�� . Para mayores detallesa
er
a de la geometr��a de Finsler re
omendamos los libros de Rund[Ru59℄ y de Asanov [As85℄.La 
ondi
i�on (3) tambi�en se puede satisfa
er si apare
en derivadasde orden superior, si es que �estas apare
en en las 
ombina
iones ade-
uadas. Esto lleva a las 
ondi
iones de Zermelo [Ze94℄; v�ease [Mu98℄para mayores detalles.4.3. El Con
epto de CurvaturaLa 
urvatura, 
omo la 
on
ibi�o Riemann (y antes que �el, Gauss),es otra generaliza
i�on de la experien
ia 
om�un. Una l��nea re
ta tiene
urvatura 
ero; la \medida" de la 
antidad por la 
ual una l��nea 
urva sesepara de la l��nea re
ta puede ser la misma para 
ada punto de la 
urva(
omo para el 
��r
ulo), o puede variar de punto a punto de la 
urva, en
uyo 
aso se ha
e ne
esario expresar la \magnitud de la 
urvatura" atrav�es del uso de 
antidades in�nitesimales. Para las super�
ies 
urvas,la 
urvatura se mide en forma similar por la 
antidad de desvia
i�on 
onrespe
to a un plano, el 
ual tiene 
urvatura 
ero, 
on el uso de los radiosde 
urvatura. Esto se puede generalizar y ha
er m�as pre
iso 
omo sigue.Por simpli
idad estable
emos primero la situa
i�on para un espa
io bi{dimensional, a saber para una super�
ie tal 
omo ordinariamente nosimaginamos las super�
ies. A partir de la rela
i�on ds2 = g��dx�dx�es posible 
al
ular la medida de la 
urvatura de 
ualquier punto dela super�
ie 
ompletamente en t�erminos de las fun
iones dadas g�� . Elresultado es que la 
urvatura es el produ
to de los inversos de los radiosde 
urvatura.Riemann, generalizando a Gauss, pro
edi�o de la misma maneramatem�ati
a para 
onstruir una expresi�on que involu
rara a todos los g��en el 
aso general de un espa
io de n dimensiones, que fuesematem�ati
a-mente de la misma 
lase que la expresi�on Gaussiana para la 
urvatu-ra de una super�
ie, y esta expresi�on generalizada es lo que Riemannllam�o la medida de la 
urvatura del espa
io.



Riemann y los fundamentos de la Geometr��a 103Otro problema que atrajo la aten
i�on de Riemann es la generaliza-
i�on del 
on
epto de apli
abilidad, un problema que Riemann planteade la siguiente manera: bajo 
u�ales 
ondi
iones un ds2 = g��dx�dx� sepuede transformar en otro ds2 = h��dx�dx� a trav�es de un 
ambio de
oordenadas lo
ales.Dado que se tienen n(n+1)=2 fun
iones g�� de n variables indepen-dientes y dado que se dispone de n fun
iones arbitrarias para el 
ambiode 
oordenadas, Riemann 
onjetur�o que n(n � 1)=2 fun
iones deb��andeterminar el ds2 bus
ado. Inspir�andose en los m�etodos de Gauss, Rie-mann utiliz�o un sistema de 
oordenadas lo
ales (a
tualmente 
ono
i-das 
omo 
oordenadas normales). Riemann muestra enton
es que en lave
indad de 
ualquier punto p0 de la variedad, el desarrollo de ds2 
onrespe
to a las 
oordenadas normales x�, � = 1; � � � ; n, se puede es
ribir
omo ds2 = ��� dx� dx� +R����(0) y� y� dx� dx� ; (5)donde R���� = 12 � �2g���x��x� + �2g���x��x� � �2g���x��x� � �2g���x��x��+g�� �n���on ���o� n���on ���o� ;que es el tensor de Riemann{Christo�el, donden���o = 12 g�� ��g���x� + �g���x� � �g���x� � ;son los s��mbolos de Christo�el. El segundo t�ermino en (5) representa eldefe
to o desvia
i�on de la planitud de la variedad, donde y� es un ve
tortangente al punto p0, tal 
omo lo es dx�. Consideremos a 
ontinua
i�onuna base de ve
tores tangentes a p0, X�(�), � = 1; � � � ; n. Si elegimosdos de estos ve
tores enton
es se genera una super�
ie bi{dimensionaly la desvia
i�on 
on respe
to al espa
io plano estar�a dada por la proye
-
i�on del segundo t�ermino en (5) sobre esa super�
ie bi{dimensional.Enton
es, la 
urvatura de Gauss de esta super�
ie en p0, 
on la mismanota
i�on, esR(��) = �34 R����(X�(�)X�(�) �X�(�)X�(�))(X�(�)X�(�) �X�(�)X�(�))(���X�(�)X�(�))2 ;donde se ha dividido por el �area de la super�
ie del tri�angulo generadopor X�(�) y X�(�). Estas 
urvaturas se

ionales, R(��), n(n � 1)=2 entotal, 
ara
terizan 
ompletamente la super�
ie dada. Por otra parte,
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tor Tapiaestas 
urvaturas se

ionales son es
alares y por lo tanto no dependendel sistema de 
oordenadas utilizado para determinarlas. Por lo tanto,dos variedades que posean las mismas 
urvaturas se

ionales se puedenobtener una a partir de la otra a trav�es de un 
ambio de 
oordenadas.La �ultima 
ontribu
i�on importante de Riemann a la geometr��a di-feren
ial es la solu
i�on que da al problema de bajo 
u�ales 
ondi
ionesla expresi�on de un ds2 = g��dx�dx� se puede, bajo una transforma-
i�on de 
oordenadas, transformar en el ds2 = ���dx�dx� del espa
ioEu
lideano. Debido al resultado anterior, a
er
a de las 
urvaturas se
-
ionales, Riemann obtiene 
omo 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes lasrela
iones R���� = 0.4.4. Geometr��a y F��si
aGauss todav��a se adhiere demasiado a la apriori
idad de la geome-tr��a: Toda la estru
tura m�etri
a del espa
io depende de la experien
ia.Mu
ho menos puede prever que la 
uesti�on de la verdad del espa
iof��si
o, in
luyendo medi
iones geom�etri
as a trav�es de l��neas re
tas reales(geod�esi
as) o reglas o rayos de luz, podr��a depender del tiempo o de lavelo
idad o de las propiedades me
�ani
as de las entidades que llenarano 
onstituyeran el espa
io y soportaran los instrumentos de medi
i�on;es de
ir, de las propiedades el�asti
as de las reglas y de las propiedades�opti
as de los rayos de luz. Riemann fue el primero en formular estaposibilidad y Einstein el primero en llevarla a 
abo.Finalmente, Riemann observa que, debido a que una variedad to-pol�ogi
a tri{dimensional puede admitir diferentes m�etri
as, las propie-dades geom�etri
as del espa
io no pueden ser determinadas s�olo porsus propiedades topol�ogi
as, sino que deben ser determinadas por laobserva
i�on y el experimento.El art��
ulo de Riemann dio origen a una serie de trabajos 
on-
ernientes a 
u�al es la geometr��a que se da en la naturaleza. Este proble-ma se 
ono
e 
omo das Raumproblem. El primero en abordarlo fue vonHelmholtz [He68℄. Posteriormente fue re
onsiderado por Finsler [Fi18℄y �nalmente por Weyl [We27℄.A 
ontinua
i�on se in
luye una tradu

i�on de algunos apartes delart��
ulo de Cli�ord On the spa
e{theory of matter [Cl70℄, en el 
ual sepresenta el esp��ritu de la geometr��a Riemanniana. El le
tor familiariza-do 
on la teor��a de la relatividad general y 
on la me
�ani
a 
u�anti
are
ono
er�a aqu�� varias ideas.



Riemann y los fundamentos de la Geometr��a 105Riemann ha mostrado que, tal 
omo hay diferentes tipos de l��neasy super�
ies, tambi�en hay diferentes tipos de espa
ios de tres dimen-siones; y que s�olo a trav�es del experimento se puede determinar a 
u�alde estos espa
ios pertene
e aquel en que vivimos. En parti
ular, losaxiomas de la geometr��a plana son v�alidos dentro de los l��mites de ex-perimentos sobre la super�
ie de una hoja de papel, aunque sabemosque la hoja est�a realmente 
ubierta por una 
antidad de valles y 
olinassobre los 
uales (dado que la 
urvatura total no es 
ero) estos axiomasno son 
iertos. Similarmente, di
e, aunque los axiomas de la geometr��as�olida son 
iertos dentro de los l��mites del experimento para por
iones�nitas de nuestro espa
io, a�un no se tiene una raz�on para 
on
luir queestos son 
iertos para por
iones muy peque~nas; y si alguna ayuda sepuede obtener de ah�� para expli
ar los fen�omenos f��si
os, se puede tenerraz�on en 
on
luir que estos no son 
iertos para por
iones muy peque~nasdel espa
io.Aqu�� deseo indi
ar una manera en la 
ual estas espe
ula
iones sepueden apli
ar a la investiga
i�on de los fen�omenos f��si
os. De he
ho se
umple:1. Que las peque~nas por
iones del espa
io de he
ho son de una na-turaleza an�aloga a peque~nas 
olinas sobre una super�
ie que enpromedio es plana; a saber, que las leyes ordinarias de la geome-tr��a no son v�alidas en �estas.2. Que esta propiedad de estar 
urvado o distorsionado 
ambia 
on-tinuamente de una por
i�on del espa
io a otra de la misma maneraque una onda.3. Que esta varia
i�on de la 
urvatura del espa
io es lo que realmentesu
ede en el fen�omeno de movimiento de materia, sea ponderableo et�erea.4. Que en el mundo f��si
o nada tiene lugar fuera de esta varia
i�onsujeta (posiblemente) a la ley de 
ontinuidad.Estoy esforz�andome de una manera general para expli
ar las leyesde la refra

i�on doble sobre esta hip�otesis, pero todav��a no he llegado aning�un resultado su�
ientemente de
isivo que merez
a ser 
omuni
ado.Riemann tambi�en 
re��a que su nueva geometr��a resultar��a ser de impor-tan
ia 
ient���
a, 
omo lo muestra la 
on
lusi�on de su tesis.



106 Vi
tor TapiaLa geometr��a de Riemann no s�olo ha tenido una in
uen
ia fun-damental en el desarrollo de teor��as gravita
ionales, donde el espa
ioadquiere nuevas propiedades. Tambi�en pare
e ser relevante en los desa-rrollos re
ientes 
on respe
to a la geometr��a no{
onmutativa. Riemannenfatiza que el 
omportamiento mi
ros
�opi
o de la geometr��a puede ser
ompletamente distinto a aquel que 
ono
emos a la es
ala de distan
iasde nuestra vida diaria. De he
ho, la me
�ani
a 
u�anti
a, a trav�es de suprin
ipo de in
ertidumbre, impone restri

iones a
er
a de la posibilidadde determinar en forma exa
ta el valor de dos 
antidades en el mismoinstante. Si este prin
ipio de in
ertidumbre se extiende a la determi-na
i�on de las 
oordenadas de posi
i�on de una part��
ula, la geometr��adiferen
ial desarrollada por Riemann deja de ser v�alida. Las 
oorde-nadas del espa
io siguen siendo variables 
ontinuas pero estas ya no
onmutan. Es notable que Riemann mismo haya advertido que sus de-sarrollos no se pod��an extender en forma dire
ta al mundo mi
ros
�opi-
o. Una referen
ia standard, y bastante a
tualizada, para geometr��as no
onmutativas y su importan
ia en la f��si
a es [Ma99℄.5. Ante
edentes Bibliogr�a�
osRiemann present�o su tesis el 10 de Junio de 1854, sin embargo,no fue ampliamente 
ono
ida hasta su publi
a
i�on en 1868, dos a~nosdespu�es de su muerte. A esta tesis se le ha asignado esta �ultima fe
ha
on el �n de no 
rear 
onfusiones a
er
a de la demora de la in
uen
iade Riemann sobre los ge�ometras del siglo XIX. La primera tradu

i�onal ingl�es fue realizada por Cli�ord [Cl73℄. La tesis de Riemann ha sidoreimpresa en sus obras 
ompletas [Rie92℄. Otras tradu

iones al ingl�eshan apare
ido en [Wh29℄ y [Sp79℄. La primera tradu

i�on al espa~nol seen
uentra en [Vi58℄.Agrade
imientosA los evaluadores del manus
rito original 
uyos 
omentarios hansido, sin duda, enrique
edores.



Riemann y los fundamentos de la Geometr��a 107ACERCA DE LAS HIP�OTESISEN LAS CUALES SE BASA LA GEOMETR�IABernhard RiemannPlan de la Investiga
i�onSe sabe que la geometr��a presupone, 
omo 
osas dadas a un mismotiempo, el 
on
epto de espa
io y los primeros prin
ipios de 
onstru
-
iones en espa
ios. La geometr��a provee de�ni
iones de estos 
on
ep-tos que son meramente nominales, mientras que las determina
ionesverdaderas apare
en s�olo en la forma de axiomas. En 
onse
uen
ia, larela
i�on de estas suposi
iones permane
e en la os
uridad; no per
ibimossi su 
onexi�on es ne
esaria y en qu�e medida, ni, a priori, si es posible.Desde Eu
lides hasta Legendre (para men
ionar al m�as famoso delos ge�ometras reformistas) esta os
uridad no fue a
larada ni por losmatem�ati
os ni por aquellos �l�osofos que se preo
uparon del tema. Laraz�on de esto es, sin duda, que el 
on
epto general de magnitudes4multi{dimensionales (en las 
uales se in
luyen las magnitudes espa-
iales) permane
i�o 
ompletamente ignorada. Por lo tanto, en primerlugar me he propuesto la tarea de 
onstruir el 
on
epto de una magnitudmulti{dimensional a partir de no
iones generales de magnitud. A partirde esto se sigue que en una magnitud multi{dimensional es posible in-trodu
ir diferentes rela
iones m�etri
as5 y, en 
onse
uen
ia, que el espa-
io6 es s�olo un 
aso parti
ular de una magnitud tri{dimensional.7 Peroenton
es apare
e, 
omo una 
onse
uen
ia ne
esaria, que las proposi-
iones de la geometr��a no se pueden obtener a partir de 
on
eptos ge-nerales de magnitud, sino que las propiedades que distinguen al espa
iode otras magnitudes tri{dimensionales que se puedan 
on
ebir s�olo sepueden dedu
ir a partir de la experien
ia. De este modo se llega al pro-blema: des
ubrir los he
hos m�as simples a partir de las 
uales se puedendeterminar las rela
iones m�etri
as del espa
io; un problema que, dadala naturaleza del 
aso, no est�a 
ompletamente determinado, dado que4En varios apartes del texto se alude, a ve
es expl��
itamente y en otras en formaindire
ta, al 
on
epto de variedad, 
on distintos t�erminos (magnitud, extensi�on,agregado, et
.) que sin perder el sentido del texto se pueden todos tradu
ir 
omo`variedad'.5Una variedad puede soportar varias estru
turas m�etri
as.6Aqu�� se re�ere al espa
io f��si
o tri{dimensional.7La tradu

i�on m�as 
er
ana al original ser��a \magnitud triplemente extendida".Creemos que nuestra tradu

i�on no trai
iona el 
on
epto que se intenta aludir.



108 Vi
tor Tapiapuede haber varios sistemas de he
hos m�as simples que pueden ser su-�
ientes para determinar las rela
iones m�etri
as del espa
io {el sistemam�as importante para nuestro prop�osito a
tual es aquel que Eu
lidesnos ha dado 
omo fundamento. Estos he
hos no son {
omo todos loshe
hos{ ne
esarios, sino s�olo 
erteza emp��ri
a; son hip�otesis. Por lo tan-to, se puede investigar su probabilidad, la 
ual, dentro de los l��mites dela observa
i�on, es, por supuesto, muy grande, e investigar la validez desu extensi�on m�as all�a de los l��mites de la observa
i�on, a la vez desdela perspe
tiva de lo in
onmensurablemente grande y de lo in
onmensu-rablemente peque~no.8I. El 
on
epto de magnitud de dimensi�on nAl intentar la solu
i�on del primero de estos problemas, el desarro-llo del 
on
epto de una magnitud multi{dimensional, pienso que puedosoli
itar una 
r��ti
a indulgente dado que no estoy a
ostumbrado a talespr�a
ti
as de una naturaleza �los�o�
a donde la di�
ultad ya
e m�as enlos 
on
eptos mismos que en su 
onstru

i�on; y que, salvo algunas in-di
a
iones muy breves de mi 
onsejero privado Gauss en su segundamemoria sobre restos bi
uadr�ati
os, en el G�ottingen Gelehrte Anzeige,9y en su libro de Aniversario10, y algunas investiga
iones �los�o�
as deHerbart, no puedo ha
er uso de trabajos anteriores.x 1. Las no
iones de magnitud son posibles s�olo donde hay un 
on-
epto general anterior que admita varios 
asos. De a
uerdo 
on el he
hode si existe entre estos 
asos una traye
toria 
ontinua desde una a otrao no, �estas forman una variedad 
ontinua o dis
reta: en el primer 
a-so los modos individuales son llamados puntos de la variedad y, en elsegundo 
aso, elementos. Los 
on
eptos 
uyos 
asos forman una varie-dad dis
reta son tan 
omunes que, al menos en los lenguajes 
ultos,para 
ualquier 
osa dada siempre es posible en
ontrar un 
on
epto enel 
ual �este est�e in
lu��do. (Por lo tanto, los matem�ati
os pueden sinduda en
ontrar la teor��a de magnitudes dis
retas en el postulado deque 
iertas 
osas dadas se deben 
onsiderar 
omo de la misma espe
ie.)8En un lenguaje 
ontempor�aneo esto 
orresponder��a a lo ma
ros
�opi
o y a lomi
ros
�opi
o.9Se re�ere a una espe
ie de peri�odi
o interno donde se publi
aban algu-nas noti
ias eruditas. Gauss nada publi
�o a
ad�emi
amente sobre geometr��as no{Eu
lideanas.10Se re�ere a Beitr�age zur Theorie der algebrais
hen Glei
hungen [Contribu
ionesa la Teor��a de E
ua
iones Algebrai
as℄.



Riemann y los fundamentos de la Geometr��a 109Por otro lado, tan po
as y es
asas son las o
asiones para formar 
on-
eptos 
uyos 
asos 
onstituyan una variedad 
ontinua, que las �uni
asno
iones simples 
uyos 
asos forman una variedad multi{dimensionalson las posi
iones de los objetos per
ibidos y los 
olores. O
asionesm�as fre
uentes para la 
rea
i�on y desarrollo de estas no
iones o
urrenprimero en la matem�ati
a superior.Las por
iones de�nidas de una variedad, distinguidas por una mar
ao un 
ontorno, son llamadas quanta. Su 
ompara
i�on 
on respe
to a
antidad se 
onsigue 
ontando, en el 
aso de magnitudes dis
retas, ymidiendo, en el 
aso de magnitudes 
ontinuas. La medida 
onsiste en lasuperposi
i�on de las magnitudes que se van a 
omparar; por lo tanto,se requiere de un medio para transportar una magnitud para que sirvade patr�on para las otras. En la ausen
ia de esto, dos magnitudes s�olo sepueden 
omparar 
uando una es parte de la otra; en 
uyo 
aso tambi�enpodemos s�olo determinar el m�as o el menos pero no el 
u�anto. Eneste 
aso las investiga
iones que se pueden instituir a
er
a de �estosforman una divisi�on general de la 
ien
ia de la magnitud en la 
ual lasmagnitudes se 
onsideran no 
omo existentes en forma independientede la posi
i�on ni 
omo expresables en t�erminos de una unidad, sino
omo regiones en una variedad. Tales investiga
iones han llegado a seruna ne
esidad para mu
has �areas de la matem�ati
a, por ejemplo, para eltratamiento de fun
iones anal��ti
as multi{valuadas; y la insu�
ien
ia de�estas es sin duda una de las 
ausas prin
ipales por las 
uales el 
�elebreteorema de Abel, y los logros de Lagrange, Pfa� y Ja
obi, para la teor��ageneral de e
ua
iones diferen
iales, han permane
ido sin fruto por tantotiempo. Aparte de esta �area general de la 
ien
ia de las magnitudesextendidas, la 
ual pro
ede sin otras suposi
iones, ser�a su�
iente parael prop�osito a
tual poner de relieve dos puntos: el primero se rela
iona
on la 
onstru

i�on del 
on
epto de una variedad multi{dimensional; elsegundo se rela
iona 
on la redu

i�on de determina
iones de posi
i�onen una variedad dada a la determina
i�on de 
antidad, y har�a 
laro el
ar�a
ter verdadero de una extensi�on de n dimensiones.x 2. En un 
on
epto 
uyos 
asos forman una variedad 
ontinua, siuno pasa de un 
aso a otro en una forma bien determinada, los 
asosa trav�es de los 
uales uno ha pasado forman una variedad 
ontinua deextensi�on simple,11 
uyo 
ar�a
ter verdadero es que, en �esta, un progre-so 
ontinuo desde un punto es posible s�olo en dos dire

iones, ha
iaatr�as o ha
ia adelante. Si ahora uno supone que esta variedad a su vezse transforma en otra 
ompletamente diferente, y nuevamente de una11Uni{dimensional.
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tor Tapiamanera de�nida, a saber, que 
ada punto pasa a un punto bien deter-minado de la otra, enton
es todos los 
asos as�� obtenidos forman unavariedad bi{dimensional.12 De una manera similar uno obtiene una va-riedad tri{dimensional, si uno se imagina una variedad bi{dimensionalque se transforma de una manera de�nida en otra 
ompletamente di-ferente; y es f�a
il ver 
�omo se puede 
ontinuar esta 
onstru

i�on. Siuno 
onsidera el pro
eso 
omo uno en el 
ual el objeto var��a, en vez de
onsiderar el 
on
epto 
omo �jo, esta 
onstru

i�on se puede des
ribir
omo una 
omposi
i�on de una variabilidad13 de (n + 1) dimensiones apartir de una variabilidad de n dimensiones y de una variabilidad deuna dimensi�on.x 3. Ahora mostrar�e 
�omo, a la inversa, una variabilidad 
uya regi�onest�a dada se puede des
omponer en una variabilidad de una dimensi�ony una variabilidad de dimension inferior.14 Para este prop�osito supon-gamos una por
i�on variable de una variedad de una dimensi�on {
ontadodesde un origen �jo{ de manera tal que estos valores se puedan 
om-parar entre s��; supongamos que esta por
i�on tiene un valor de�nidopara 
ada punto de la variedad dada { que var��a en forma 
ontinua
on el punto, o, en otras palabras, tomemos una fun
i�on 
ontinua de laposi
i�on dentro de la variedad dada, la 
ual, adem�as, no sea 
onstanteen ninguna parte de esa variedad. Cada sistema de puntos donde lafun
i�on tenga un valor 
onstante, forma enton
es una variedad 
onti-nua de dimensi�on inferior a la dada. Estas variedades pasan 
ontinua-mente de una en otra a medida que la fun
i�on 
ambia; por lo tantose puede suponer que las otras pro
eden de una de ellas, y hablandogeneralmente esto puede o
urrir de manera tal que 
ada punto pasa aun punto bien determinado de la otra; aqu�� podemos no 
onsiderar los
asos ex
ep
ionales (
uyo estudio tambi�en es importante). De aqu�� enadelante, la determina
i�on de la posi
i�on en la variedad dada se redu
ea una determina
i�on de 
antidad y a una determina
i�on de posi
i�onen una variedad de menos dimensiones. Ahora es f�a
il mostrar que es-ta variedad tiene (n � 1) dimensiones 
uando la variedad dada es den dimensiones. Repitiendo enton
es esta opera
i�on n ve
es, la deter-mina
i�on de la posi
i�on en la variedad de n dimensiones se redu
e an determina
iones de 
antidad, y por lo tanto la determina
i�on de la12El desplazamiento de un punto genera una l��nea, mientras que el desplazamientode una l��nea genera una super�
ie, et
.13La tradu

i�on m�as 
er
ana ser��a variedad.14Folia
i�on. Aqu�� es importante se~nalar las limita
iones que tiene la no
i�on devariedad en Riemann que, de�nitivamente, no 
onsidera este 
on
epto en toda suextensi�on moderna.
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i�on en una variedad dada se redu
e a un n�umero �nito de deter-mina
iones de 
antidad 
uando esto es posible.15 Hay variedades en las
uales la determina
i�on de la posi
i�on requiere no un n�umero �nito, sinouna serie interminable o una variedad 
ontinua de determina
iones de
antidad. Tales variedades son, por ejemplo, las posibilidades para unafun
i�on en una regi�on dada, las posibles formas de una �gura s�olida,et
.II. Posibles rela
iones m�etri
as para una variedad de n di-mensiones en el supuesto que las l��neas tengan una longitudindependiente de la posi
i�on y, en 
onse
uen
ia, que 
ada l��neapueda ser medida por otraHabiendo 
onstruido el 
on
epto de una variedad de n dimensiones,y habiendo en
ontrado que su 
ar�a
ter esen
ial 
onsiste en la propiedadque la determina
i�on de la posi
i�on en �esta se puede redu
ir a n de-termina
iones num�eri
as, se llega al segundo de los problemas propues-tos anteriormente, a saber, el estudio de las rela
iones m�etri
as queson posibles para tal variedad, y de las 
ondi
iones que son su�
ientespara determinarlas. Estas rela
iones m�etri
as s�olo se pueden estudiaren t�erminos abstra
tos, y su interdependen
ia s�olo se puede representarpor f�ormulas. Bajo 
iertas suposi
iones, sin embargo, �estas se puedendes
omponer en rela
iones que, tomadas separadamente, son fa
tiblesde una representa
i�on geom�etri
a; y de este modo llega a ser posible ex-presar en forma geom�etri
a los resultados 
al
ulados. De esta manera,para venir a tierra �rme, no podemos, es 
ierto, evitar 
onsidera
ionesabstra
tas en nuestras f�ormulas, pero al menos los resultados del 
�al
ulopueden posteriormente ser presentados en una forma geom�etri
a. Losfundamentos de estas dos partes de la pregunta se estable
en en la
�elebre memoria de Gauss, Disquisitiones 
ir
a super�
ies 
urvas.x 1. Las determina
iones de medida requieren que la magnitud seaindependiente de la posi
i�on, lo 
ual puede su
eder de varias maneras.La hip�otesis que primero se presenta a s�� misma, y que desarrollar�e aqu��,es aquella de a
uerdo a la 
ual la longitud de las l��neas es independientede su posi
i�on, y en 
onse
uen
ia 
ada l��nea es medible por medio de
ada una de las otras. Fijar la posi
i�on se redu
e a �jar la 
antidad y, en
onse
uen
ia, la posi
i�on de un punto en la variedad de n dimensionesse expresa por medio de n variables x1; x2; x3; � � � ; xn; la determina
i�on15Se a
aba de introdu
ir el 
on
epto de 
oordenadas lo
ales.



112 Vi
tor Tapiade una l��nea resulta en dar estas 
antidades 
omo fun
iones de unavariable. El problema 
onsiste enton
es en estable
er una expresi�onmatem�ati
a para la longitud de una l��nea, y para este �n debemos 
on-siderar que las 
antidades x se pueden expresar en t�erminos de 
iertasunidades. Considerar�e este problema s�olo bajo 
iertas restri

iones, yme 
on
entrar�e, en primer lugar, en l��neas para las 
uales las razones delos in
rementos dx de las variables respe
tivas var��an en forma 
onti-nua. Enton
es se puede pensar que estas l��neas se dividen en elementos,dentro de los 
uales las razones de las 
antidades dx se pueden 
onside-rar 
omo 
onstantes; y enton
es el problema se redu
e a estable
er para
ada punto una expresi�on general para el elemento lineal ds a partirde ese punto, expresi�on que de este modo 
ontendr�a las 
antidades xy las 
antidades dx. Supondr�e, en segundo lugar, que la longitud delelemento lineal, a primer orden, no 
ambia 
uando todos los puntos deeste elemento realizan el mismo desplazamiento in�nitesimal, lo 
ualimpli
a, al mismo tiempo, que si todas las 
antidades dx se aumen-tan en la misma raz�on, el elemento lineal variar�a tambien en la mismaraz�on. Bajo estas suposi
iones, el elemento lineal puede ser 
ualquierfun
i�on homog�enea de primer grado en las 
antidades dx, la 
ual no
ambia 
uando se 
ambian los signos de todos los dx, y en la 
ual las
onstantes arbitrarias son fun
iones 
ontinuas de las 
antidades x. Paraen
ontrar los 
asos m�as simples, bus
ar�e primero una expresi�on del ele-mento de l��nea para las variedades de (n� 1) dimensiones que en todopunto sea equidistante del origen; esto es, bus
ar�e una fun
i�on 
ontinuade la posi
i�on 
uyos valores los distinguen uno del otro. Yendo ha
iaafuera a partir del origen, �este debe o aumentar en todas las dire

ioneso disminuir en todas las dire

iones; supondr�e que aumenta en todas lasdire

iones, y que por lo tanto tiene un m��nimo en ese punto. Enton
es,si el primero y segundo 
oe�
ientes diferen
iales de esta fun
i�on son�nitos, su primer diferen
ial se debe anular, y el segundo diferen
ial nopuede ser negativo; supondr�e que es siempre positivo. Enton
es, estaexpresi�on diferen
ial de segundo orden permane
e 
onstante 
uando dspermane
e 
onstante, y aumenta 
uadr�ati
amente 
uando el dx, y porlo tanto tambi�en ds, se aumentan en la misma propor
i�on; por lo tan-to, debe ser ds2 multipli
ado por una 
onstante, y 
onse
uentementeds es la ra��z 
uadrada de una fun
i�on homog�enea de segundo orden enlos dx, siempre positiva, en la 
ual los 
oe�
ientes son fun
iones 
onti-nuas de las 
antidades x. Para el espa
io,16 
uando la posi
i�on de lospuntos est�a expresada en 
oordenadas re
til��neas, ds =pP(dx)2; por16Se re�ere al espa
io tri{dimensional usual. Dado que a la �epo
a era el �uni
oespa
io 
on signi�
ado f��si
o se enfatiza este he
ho.
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io est�a in
luido en este 
aso simple. El siguiente 
asoen simpli
idad in
luye aquellas variedades en las 
uales el elemento del��nea17 se puede expresar 
omo la ra��z 
uarta de una expresi�on diferen-
ial 
u�arti
a. La investiga
i�on de esta 
lase m�as general no requerir��aprin
ipios realmente diferentes, pero tomar��a un tiempo 
onsiderabley dar��a po
a luz nueva sobre la teor��a del espa
io, espe
ialmente de-bido a que los resultados no se pueden expresar geom�etri
amente; porlo tanto, me limitar�e a aquellas variedades en las 
uales el elementode l��nea se expresa 
omo la ra��z 
uadrada de una expresi�on diferen-
ial 
uadr�ati
a. Tal expresi�on se puede transformar en otra similar silas n variables independientes se sustituyen por fun
iones de n nuevasvariables independientes. De esta manera, sin embargo, no 
ualquierexpresi�on se puede transformar en otra; dado que la expresi�on 
ontienen(n + 1)=2 
oe�
ientes que son fun
iones arbitrarias de las variablesindependientes; ahora, por medio de la introdu

i�on de nuevas varia-bles s�olo se pueden satisfa
er n 
ondi
iones, y por lo tanto ha
er queno m�as de n de los 
oe�
ientes sean iguales a 
antidades dadas. Losrestantes n(n � 1)=2 est�an enton
es 
ompletamente determinados porla naturaleza de la variedad que se representa, y 
onse
uentemente serequieren n(n� 1)=2 fun
iones de las posi
iones para la determina
i�onde sus rela
iones m�etri
as. Por lo tanto, las variedades en las 
uales,
omo en el plano y en el espa
io, el elemento de l��nea se puede redu
ira la forma pP dx2 son s�olo un 
aso parti
ular de las variedades quese investigar�an aqu��; �estas requieren un nombre espe
ial, y por lo tantoestas variedades en las 
uales el 
uadrado del elemento de l��nea se puedeexpresar 
omo la suma de los 
uadrados de diferen
iales 
ompletos lollamar�e plano. Para inspe

ionar ahora las diferen
ias esen
iales de lasvariedades representables en la forma dada, es ne
esario eliminar las
ara
ter��sti
as que dependen de su modo de representa
i�on, lo 
ual selogra eligiendo las variables de a
uerdo 
on un 
ierto prin
ipio.x 2. Para este prop�osito imaginemos que a partir de 
ualquier puntodado se 
onstruye el sistema de l��neas m�as 
ortas18 que salen de �este;enton
es, la posi
i�on de un punto arbitrario se puede determinar por ladire

i�on ini
ial de la l��nea m�as 
orta en la 
ual ya
e, y por su distan
iamedida a lo largo de esa l��nea desde el origen. Por lo tanto se puedeexpresar en t�erminos de los radios dx0 de las 
antidades dx en esta l��neam�as 
orta, y de la longitud s de esta l��nea. Ahora introduz
amos en vez17Primera vez que se utiliza `elemento de l��nea�en vez de `elemento lineal.'18En un lenguaje 
ontempor�aneo esto 
orresponder��a a las l��neas geod�esi
as. Sinembargo, el uso de la palabra `geod�esi
a'para denotar el 
on
epto de l��nea geod�esi
ase adopt�o s�olo en 1864.
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tor Tapiade dx0 fun
iones lineales dx de estos, de modo tal que el valor ini
ialdel 
uadrado del elemento de l��nea sea igual a la suma de los 
uadradosde estas expresiones, de manera tal que las variables independientessean ahora la longitud s y los radios de las 
antidades dx. Finalmente,tomemos, en vez de los dx, 
antidades (x1; x2; x3; � � �xn) propor
ionalesa estos, pero tal que la suma de sus 
uadrados sea s2. Cuando se intro-du
en estas 
antidades, el 
uadrado del elemento de l��nea esP dx2 paravalores in�nitesimales de los x, pero el t�ermino del siguiente orden en �eles igual a una fun
i�on homog�enea de segundo orden de las n(n� 1)=2
antidades (x1dx2 � x2dx1); (x1dx3 � x3dx1) � � � , por lo tanto un in-�nitesimal de 
uarto orden; de modo tal que obtenemos una 
antidad�nita al dividir esto por el 
uadrado del tri�angulo in�nitesimal, 
uyosv�erti
es son (0; 0; 0; � � � ); (x1; x2; x3; � � � ); (dx1; dx2; dx3; � � � ). Esta 
anti-dad mantiene el mismo valor en tanto que los x y los dx se in
luyan enla misma forma lineal binaria, o en tanto que las dos l��neas m�as 
ortasde 0 a x y de 0 a dx permanez
an en el mismo elemento de super�
ie;por lo tanto depende s�olo del lugar y la dire

i�on. Obviamente es 
ero
uando la variedad representada es plana, es de
ir, 
uando el elementode l��nea 
uadrado es redu
ible a P dx2, y por lo tanto se puede 
onsi-derar 
omo la medida de la desvia
i�on de la variedad de la planitud enel punto dado en la dire

i�on de la super�
ie dada. Multipli
ado por�3=4 resulta ser igual a la 
antidad que Gauss ha llamado la 
urvaturade la super�
ie. Para la determina
i�on de las rela
iones m�etri
as de unavariedad fa
tible de representarse en la forma supuesta, se en
uentraque son ne
esarias n(n�1)=2 fun
iones de la posi
i�on; por lo tanto, si seda la 
urvatura en 
ada punto en n(n�1)=2 dire

iones de la super�
ie,las rela
iones m�etri
as de la variedad se pueden determinar a partir de�estas {si es que no hay rela
iones de identidad entre estos valores, lo quede he
ho, para hablar en forma general, no es el 
aso. De esta manera,las rela
iones m�etri
as de una variedad en la 
ual el elemento de l��neaes la ra��z 
uadrada de un diferen
ial 
uadr�ati
o se puede expresar deun manera 
ompletamente independiente de la ele

i�on de las variablesindependientes. Para este prop�osito un m�etodo 
ompletamente similarse puede apli
ar tambi�en a las variedades en las 
uales el elemento del��nea tiene una expresi�on menos simple, por ejemplo, la ra��z 
uarta deun diferen
ial 
u�arti
o. En este 
aso el elemento de l��nea, generalmentehablando, ya no es redu
ible a la forma de la ra��z 
uadrada de una sumade 
uadrados, para la 
ual la desvia
i�on de la planitud (en el elementode l��nea 
uadrado) es un in�nitesimal de segundo orden, mientras queen estas variedades ser�a de 
uarto orden. De este modo, esta propiedadde la variedad �ultimamente men
ionada se puede llamar planitud de las



Riemann y los fundamentos de la Geometr��a 115partes m�as peque~nas. La propiedad m�as importante de estas variedadespara nuestro prop�osito a
tual, y s�olo para 
uya obten
i�on se investiganaqu��, es que las rela
iones de los variedades bi{dimensionales se puedenrepresentar geom�etri
amente por super�
ies, y las de m�as dimensionesse pueden redu
ir a aquellas de las super�
ies in
luidas en ellas, lo 
ualahora requiere una peque~na dis
usi�on adi
ional.x 3. En la idea de super�
ies, junto 
on las rela
iones m�etri
as in-tr��nse
as en las 
uales se 
onsidera s�olo la longitud de las l��neas sobre lassuper�
ies, siempre se mez
lan las posi
iones de los puntos que ya
enfuera de la super�
ie. Sin embargo, se puede abstraer de las rela
ionesexternas si se 
onsidera que tales deforma
iones no alteran la longitudde las l��neas {es de
ir, si se 
onsidera a la super�
ie doblada de 
ualquiermanera sin estiramiento, y a todas las super�
ies as�� obtenidas una deotra, 
omo equivalentes. De este modo, por ejemplo, 
ualquier super�
ie
il��ndri
a o 
�oni
a se 
onsidera 
omo equivalente a un plano, dado que sepueden 
onstruir a partir de uno simplemente doblando, 
on lo 
ual se
onservan las rela
iones m�etri
as intr��nse
a y todos los teoremas a
er
ade un plano {por lo tanto toda la planimetr��a{ 
onservan su validez.Por otro lado, �estas se 
onsideran 
omo esen
ialmente diferentes de laesfera, la 
ual no se puede 
ambiar en un plano sin deforma
i�on. Dea
uerdo a nuestra investiga
i�on anterior las rela
iones m�etri
as intr��nse-
as de una extensi�on bi{dimensional en la 
ual el elemento de l��nea sepuede expresar 
omo la ra��z 
uadrada de un diferen
ial 
uadr�ati
o, lo
ual es el 
aso 
on las super�
ies, est�an 
ara
terizados por la 
urvaturatotal. Ahora esta 
antidad, en el 
aso de las super�
ies, es fa
tible deuna interpreta
i�on visible, a saber., es el produ
to de las dos 
urvatu-ras de la super�
ie, o multipli
ado por el �area de un peque~no tri�angulo
onstruido a partir de l��neas m�as 
ortas, es igual al ex
eso esf�eri
o dela misma. La primera de�ni
i�on supone la proposi
i�on de que el pro-du
to de los dos radios de 
urvatura no es alterado por el solo doblado;la segunda, que en el mismo lugar el �area de un peque~no tri�angulo espropor
ional a su ex
eso esf�eri
o. Para dar un signi�
ado tangible ala 
urvatura de una extensi�on de n dimensiones en un punto dado yen una dire

i�on dada a lo largo de la super�
ie, se debe 
omenzar apartir del he
ho de que una l��nea m�as 
orta que proviene de un puntoest�a 
ompletamente determinada 
uando se da su dire

i�on ini
ial. Dea
uerdo 
on esto se obtiene una super�
ie determinada si se prolongantodas las l��neas m�as 
ortas que provienen del punto dado y que ya
enini
ialmente en la super�
ie dada; esta super�
ie tiene en el punto dadouna 
urvatura de�nida, la 
ual es tambi�en la 
urvatura de la variedadde n dimensiones en el punto dado en la dire

i�on de la super�
ie dada.



116 Vi
tor Tapiax 4. Antes de realizar la apli
a
i�on al espa
io, son ne
esarias algunas
onsidera
iones generales a
er
a de las variedades planas en general; esde
ir, de aquellas variedades en las 
uales el 
uadrado del elementode l��nea es expresable 
omo una suma de 
uadrados de diferen
iales
ompletos.En una extensi�on de n dimensiones plana la 
urvatura es 
ero entodos los puntos en 
ualquier dire

i�on; sin embargo, para la determi-na
i�on de las rela
iones m�etri
as es su�
iente saber (de a
uerdo 
onla investiga
i�on anterior) que en 
ada punto la 
urvatura es 
ero enn(n�1)=2 dire

iones de super�
ie independientes. Las variedades 
uya
urvatura es 
ero se pueden 
onsiderar 
omo un 
aso espe
ial de aque-llas 
uya 
urvatura es 
onstante. El 
ar�a
ter 
om�un de estas variedades
uya 
urvatura es 
onstante tambi�en se puede expresar de este modo,que las �guras se pueden mover en ellas sin deforma
i�on.19 Dado que
laramente las �guras no se pueden desplazar arbitrariamente y darvueltas en ella si la 
urvatura en 
ada punto no fuera la misma en to-das las dire

iones. Sin embargo, por otro lado, las rela
iones m�etri
asde las variedades est�an 
ompletamente determinadas por la 
urvatura;por lo tanto, �estas son exa
tamente las mismas en todas las dire

ionesen un punto 
omo en otro, y en 
onse
uen
ia se pueden ha
er las mis-mas 
onstru

iones a partir de 
ualquiera: por lo tanto, se sigue que enagregados 
on 
urvatura 
onstante las �guras pueden tener una posi
i�onarbitraria dentro de ellas. Las rela
iones m�etri
as de estas variedadesdependen s�olo del valor de la 
urvatura, y en rela
i�on a la expresi�onanal��ti
a se puede de
ir que si este valor se denota por �, la expresi�onpara el elemento de l��nea se puede es
ribir 
omo2011 + 14�P x2 qX dx2 :x 5. La teor��a de super�
ies de 
urvatura 
onstante servir�a para unailustra
i�on geom�etri
a. Es f�a
il ver que las super�
ies 
uya 
urvaturaes positiva siempre se pueden enrollar sobre una esfera 
uyo radio seael re
��pro
o de la ra��z 
uadrada de la 
urvatura; pero para revisar lamultipli
idad de estas super�
ies dejemos que una de �estas tenga la for-ma de una esfera y el resto la forma de super�
ies de revolu
i�on que lato
an en el e
uador. Las super�
ies 
on 
urvatura mayor que esta esferato
ar�an enton
es la esfera internamente, y toman una forma similar a19Esta propiedad se daba por des
ontada en la elabora
i�on de la geometr��a Eu-
lideana.20La �uni
a f�ormula que apare
e en el trabajo de Riemann.
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i�on exterior (desde el eje) de la super�
ie de un anillo; �estas sepueden enrollar en zonas de esferas que tienen menores radios, peroir�an alrededor m�as de una vez. Las super�
ies 
on 
urvatura positivamenor se obtienen a partir de esferas de radios mayores 
ortando laluna a
otada por los dos semi{
��r
ulos mayores y juntando las l��neasde se

i�on. La super�
ie 
on 
urvatura 
ero ser�a un 
ilindro tangenteen el e
uador; las super�
ies 
on 
urvatura negativa to
ar�an el 
ilindroexternamente y tendr�an una forma similar a la por
i�on interna (ha
iael eje) de la super�
ie de un anillo. Si 
onsideramos estas super�
ies
omo lo
us in quo para regiones de la super�
ie que se mueven en ellas,
omo el espa
io es el lo
us in quo para los 
uerpos, las regiones de la su-per�
ie se pueden mover en todas estas super�
ies sin deforma
i�on. Lassuper�
ies 
on 
urvatura positiva siempre se pueden formar de maneratal que los pedazos de super�
ie tambi�en se puedan mover en formaarbitraria sobre �estas sin doblado, a saber (�estas se pueden 
onstituir)en super�
ies esf�eri
as; pero no aquellas 
on 
urvatura negativa. Apartede la independen
ia de la posi
i�on de las regiones de la super�
ie, hayen las super�
ies de 
urvatura 
ero tambi�en una independen
ia de ladire

i�on de la posi
i�on, lo 
ual en las super�
ies anteriores no existe.21III. Apli
a
iones al Espa
iox 1. Por medio de estas investiga
iones en la determina
i�on de lasrela
iones m�etri
as de una extensi�on de n dimensiones se pueden es-table
er las 
ondi
iones que son ne
esarias y su�
ientes para determi-nar las propiedades m�etri
as del espa
io, si se supone la independen
iade la longitud de la l��nea de la posi
i�on y la expresabilidad del elementode l��nea 
omo la ra��z 
uadrada de un diferen
ial 
uadr�ati
o, es de
ir,planitud en las partes m�as peque~nas.Primero, �estas se pueden expresar de este modo: que la 
urvaturaen 
ada punto es 
ero en tres dire

iones de la super�
ie; y por lo tantolas propiedades m�etri
as del espa
io est�an determinadas si la suma delos �angulos de un tri�angulo es siempre igual a dos �angulos re
tos.Segundo, si se supone, tal 
omo lo ha
e Eu
lides, no s�olo la existen-
ia de l��neas independientes de la posi
i�on, sino que tambi�en de 
uerpos,se sigue que la 
urvatura es 
onstante en todo punto; y enton
es lasuma de los �angulos est�a determinada en todos los tri�angulos 
uandose 
ono
e en uno.21Homogeneidad e isotrop��a.
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tor TapiaTer
ero, en vez de tomar la longitud de las l��neas independientede la posi
i�on y de la dire

i�on, tambi�en se puede suponer una inde-penden
ia de su longitud y dire

i�on de la posi
i�on. De a
uerdo 
onesta 
on
ep
i�on los 
ambios o diferen
ias de posi
i�on son magnitudes
omplejas expresables en tres unidades independientes.x 2. En el 
urso de nuestras investiga
iones anteriores, primero yahab��amos he
ho distin
i�on entre las rela
iones de extensi�on o parti
i�ony las rela
iones m�etri
as, y se en
ontr�o que, 
on las mismas propiedadesextensivas, eran 
on
ebibles diferentes rela
iones m�etri
as; enton
es seinvestigaron los sistemas de espe
i�
a
iones m�etri
as simples por los
uales las rela
iones m�etri
as del espa
io est�an 
ompletamente deter-minadas, y de las 
uales todas las proposi
iones a
er
a de ellos sonuna 
onse
uen
ia ne
esaria; queda por dis
utir la 
uesti�on de 
�omo, enqu�e grado, y hasta qu�e medida estas suposi
iones son avaladas por laexperien
ia. Con respe
to a esto, hay una distin
i�on real entre merasrela
iones extensivas y rela
iones m�etri
as; en las primeras, donde los
asos posibles forman una variedad dis
reta, las a�rma
iones de la expe-rien
ia son de he
ho no muy 
iertas, pero todav��a no inexa
tas; mientrasque en la �ultima, en la 
ual los 
asos posibles forman una variedad 
on-tinua, 
ada determina
i�on a partir de la experien
ia permane
e siempreinexa
ta: aun 
uando la probabilidad sea tan grande que es 
asi exa
ta.Esta 
onsidera
i�on resulta ser importante en las generaliza
iones de es-tas determina
iones emp��ri
as m�as all�a de los l��mites de la observa
i�ona lo in�nitamente grande y a lo in�nitamente peque~no; dado que lo �ulti-mo puede resultar ser 
laramente m�as inexa
to m�as all�a de los l��mitesde la observa
i�on, pero no as�� en el primer 
aso.Cuando las 
onstru

iones del espa
io se extienden a lo in�nita-mente grande, debe distinguirse entre no{a
otado e in�nito, lo primeropertene
e a las rela
iones de extensi�on, lo �ultimo a las rela
iones m�etri-
as. Que el espa
io sea una variedad tri{dimensional no{a
otada, es unasuposi
i�on que se desarrolla para toda 
on
ep
i�on del mundo externo;de a
uerdo a la 
ual en todo instante la regi�on de per
ep
i�on real es
ompletada y las posi
iones posibles de un objeto bus
ado se 
onstru-yen, y en estas apli
a
iones se 
on�rma 
onstantemente. De este modo,el he
ho que el espa
io sea no{a
otado posee una gran 
erteza emp��ri
am�as que 
ualquier experien
ia externa. Pero su extensi�on in�nita deninguna manera se sigue de esto; por el 
ontrario, si se supone inde-penden
ia de los 
uerpos de la posi
i�on, y por lo tanto se ads
ribe alespa
io de 
urvatura 
onstante, ne
esariamente debe ser �nito en tantoque esta 
urvatura tuviera siempre un valor positivo muy peque~no. Si se
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ortas que 
omienzan en un elemento desuper�
ie dado, se debe obtener una super�
ie no{a
otada de 
urvatura
onstante positiva, es de
ir, una super�
ie que en una variedad planade tres dimensiones tomar�a la forma de una esfera, y en 
onse
uen
iaser�a �nita.x 3. Las preguntas a
er
a de lo in�nitamente grande son, para la in-terpreta
i�on de la naturaleza, preguntas in�utiles. Pero este no es el 
aso
on las preguntas a
er
a de lo in�nitamente peque~no.22 Es de la exa
ti-tud 
on la 
ual seguimos los fen�omenos de lo in�nitamente peque~no delo que esen
ialmente depende nuestro 
ono
imiento de sus rela
iones
ausales. El progreso de los siglos re
ientes en el 
ono
imiento de lame
�ani
a depende 
asi enteramente de la exa
titud de la 
onstru
-
i�on que ha llegado a ser posible a trav�es de la inven
i�on del 
�al
u-lo in�nitesimal, y a trav�es de prin
ipios simples des
ubiertos por Ar-qu��medes, Galileo, y Newton, y usados por la f��si
a moderna. Peroen las 
ien
ias naturales que todav��a ne
esitan prin
ipios simples paratales 
onstru

iones, se bus
a des
ubrir las rela
iones 
ausales siguien-do los fen�omenos 
on gran minu
iosidad, hasta donde el mi
ros
opio lopermite. Por lo tanto, preguntas a
er
a de las rela
iones m�etri
as delespa
io en lo in�nitamente peque~no no son preguntas super
uas.Si suponemos que los 
uerpos existen en forma independiente de laposi
i�on, la 
urvatura es 
onstante en todo lugar, y enton
es resulta delas medi
iones astron�omi
as que no puede ser diferente de 
ero; o entodo 
aso su re
��pro
o debe ser un �area en 
ompara
i�on 
on la 
ual sepuede despre
iar el rango de nuestros teles
opios. Pero si no hubiera estaindependen
ia de los 
uerpos 
on respe
to a la posi
i�on, no se podr��ansa
ar 
on
lusiones de las rela
iones m�etri
as de lo grande, a aquellas delo in�nitamente peque~no; en ese 
aso la 
urvatura en 
ada punto puedetener un valor arbitrario en tres dire

iones, si es que la 
urvatura totalde 
ada por
i�on medible del espa
io no di�ere sensiblemente de 
ero.Rela
iones aun m�as 
ompli
adas pueden existir si dejamos de suponerque el elemento de l��nea es expresable 
omo la ra��z 
uadrada de undiferen
ial 
uadr�ati
o. Ahora pare
e que las no
iones emp��ri
as sobrelas 
uales se basan las determina
iones m�etri
as del espa
io, el 
on
eptode un 
uerpo s�olido y la de un rayo de luz, dejan de ser v�alidas paralo in�nitamente peque~no. Por lo tanto, tenemos la su�
iente libertad22Riemann en forma notable se adelanta a su tiempo. Los desarrollo de lame
�ani
a 
u�anti
a imponen un prin
ipio de in
ertidumbre en la determina
i�on delas posi
iones de las part��
ulas a nivel mi
ros
�opi
o. Esto lleva a la ne
esidad de
onsiderar geometr��as no{
onmutativas.
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tor Tapiapara suponer que las rela
iones m�etri
as del espa
io en lo in�nitamentepeque~no no obede
en las hip�otesis de la geometr��a; y debemos de he
hosuponerlo, si queremos 
omo 
onse
uen
ia obtener una expli
a
i�on m�assimple de los fen�omenos.La pregunta de la validez de las hip�otesis de la geometr��a en lo in-�nitamente peque~no est�a rela
ionada 
on la pregunta del fundamentode las rela
iones m�etri
as del espa
io. En esta �ultima pregunta, que to-dav��a podemos 
onsiderar 
omo pertene
iente al estudio del espa
io, seapli
a la observa
i�on he
ha anteriormente: que en una variedad dis
re-ta, el fundamento de sus rela
iones m�etri
as est�a dado en el 
on
eptode �esta, mientras que en una variedad 
ontinua, este fundamento debevenir desde afuera. Por lo tanto, o la realidad que subya
e al espa
iodebe formar una variedad dis
reta, o debemos bus
ar el fundamento desus rela
iones m�etri
as fuera de �el, en fuerzas de ligadura que a
t�uansobre �el.La respuesta a estas preguntas s�olo se puede obtener 
omenzandoa partir de la 
on
ep
i�on de los fen�omenos que han sido hasta ahorajusti�
ados por la experien
ia, para los 
uales Newton estable
i�o su fun-damento, y modi�
�andolos gradualmente de a
uerdo a los he
hos queno puedan ser expli
ados. Las investiga
iones que 
omienzan a partirde no
iones generales, 
omo la investiga
i�on que hemos apenas realiza-do, s�olo pueden ser �utiles en prevenir que este trabajo est�e restringidopor visiones demasiado estre
has, y el progreso en el 
ono
imiento dela interdependen
ia de las 
osas no sea obstruido por los prejui
iostradi
ionales.Esto nos lleva al dominio de otra 
ien
ia, la f��si
a, en la 
ual lanaturaleza de la presente o
asi�on no nos permite adentrarnos.SinopsisPlan de la investiga
i�on:I. El Con
epto de magnitud de dimensi�on n.x 1. Variedades 
ontinuas y dis
retas. Las partes de�nidas de una va-riedad se llaman quanta. Divisi�on de la teor��a de magnitudes 
ontinuasen: (1) De s�olo rela
iones de regiones, en las 
uales no se supone unaindependen
ia de las magnitudes 
on respe
to a la posi
i�on;(2) De rela
iones de tama~no, en la 
uales se debe suponer tal inde-penden
ia.
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i�on del 
on
epto de variedad uni{dimensional, bi{dimensional y de n dimensiones.x 3. Redu

i�on de la �ja
i�on de una posi
i�on en una variedad dadaa �ja
iones de 
antidades.II. Posibles rela
iones m�etri
as para una variedad de n dimensionesen el supuesto que las l��neas tengan una longitud independiente de laposi
i�on y, en 
onse
uen
ia, que 
ada l��nea pueda ser medida por otra.x 1. Expresi�on para el elemento de l��nea. Variedades planas en las
uales el elemento de l��nea se puede expresar 
omo la ra��z 
uadrada deuna suma de 
uadrados de diferen
iales exa
tos.x 2. Investiga
i�on de la variedad de dimensi�on n en la 
ual el ele-mento de l��nea se puede representar 
omo la ra��z 
uadr�ati
a de un dife-ren
ial 
uadr�ati
o. Medida de la desvia
i�on de la planitud (
urvatura)en un punto dado en una dire

i�on dada de la super�
ie. Para la de-termina
i�on de estas rela
iones m�etri
as es permisible y su�
iente quela 
urvatura est�e arbitrariamente dada en 
ada punto en n(n � 1)=2dire

iones de la super�
ie.x 3. Ilustra
i�on geom�etri
a.x 4. Variedades planas (en las 
uales la 
urvatura es siempre 
ero)se pueden tratar 
omo una 
aso espe
ial de las variedades de 
urvatura
onstante. Estas tambi�en se pueden de�nir 
omo aquellas que admitenuna independen
ia de la posi
i�on de las variedades de n dimensiones enellas (posibilidad de movimiento sin deforma
i�on).x 5. Super�
ies 
on 
urvatura 
onstante.III. Apli
a
iones al Espa
io.x 1. Sistema de he
hos que son su�
ientes para determinar las rela-
iones m�etri
as del espa
io supuesto en la geometr��a.x 2. >Cu�al es la validez de estas determina
iones emp��ri
as m�asall�a de los l��mites de la observa
i�on ha
ia lo in�nitamente grande?x 3. >Cu�an v�alida ha
ia lo in�nitamente peque~no? Conexi�on de estapregunta 
on la interpreta
i�on de la naturaleza.
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