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ResumenEn 1859 Bernhard Riemann fue admitido omo miembro o-rrespondiente de la Aademia de Cienias de Berl��n y uno desus primeros deberes era presentar un reporte de sus trabajosm�as reientes. Para este reporte [4℄ Riemann eligi�o lo que ser��asu �unio trabajo sobre teor��a de n�umeros, la distribui�on de losn�umeros primos, donde la funi�on zeta, que ahora lleva su nom-bre tiene un papel importante. En este art��ulo, haemos unaletura del art��ulo de Riemann [4℄, reordando las ideas involu-radas sobre la funi�on zeta, hasta arribar a la formulai�on dela onjetura (hip�otesis) de Riemann: los eros no triviales de lafuni�on zeta tienen parte real 1=2. En esenia esto oupa menosde tres p�aginas del reporte de Riemann, las uales traduimosen el ap�endie, para bene�io del letor interesado.Introdui�onPensando en la funi�on zeta de Riemann, reuerdo el ensayo deBorges, Kafka y sus preursores inluido en [1℄, donde el punto prinipales la tesis de que ada gran reador inventa a sus preursores, de talforma que uno lee a �estos a luz de la obra atual. Que Riemann nodesubri�o la funi�on que lleva su nombre es un heho onoido; que lafuni�on zeta no es la misma en Riemann que en sus preursores, tambi�en63



64 Felipe Zald��vares laro; que a partir de Riemann leamos las apariiones previas dezeta omo manifestaiones primitivas de la misma, y que s�olo tienensentido a partir del �unio art��ulo [4℄ que Riemann esribi�o al respeto,es exatamente la tesis de Borges. Entre los preursores de la funi�onzeta, bien puede inluirse el desubrimiento por los griegos de la �epoal�asia, al menos en la forma de paradojas, de que una suma in�nita,una serie, pueda tener una suma �nita, por ejemplo la paradoja deAquiles y la tortuga de Zen�on de Elea que, seg�un narra Arist�oteles,puede resumirse as��: un m�ovil que est�a en A no podr�a alanzar el puntoB, porque antes deber�a reorrer la mitad del amino entre los dos, yantes, la mitad de la mitad, y antes, la mitad de la mitad de la mitad,y as�� hasta el in�nito. Diho on s��mbolos, si la distania entre A y Bla llamamos una unidad, Zen�on preguntaba por la suma in�nita12 + 14 + 18 + 116 + � � �No debe ausar asombro que �este sea el primer ejemplo, entre lospreursores de Kafka, que Borges meniona en su ensayo, de tal for-ma que Aquiles o la eha del ele�atio son los primeros personajesque apareen omo t�erminos de una serie in�nita. Sin dejar la Greial�asia, la proposii�on 35 del libro IX de los Elementos de Eulidesesenialmente muestra �omo sumar ualquier progresi�on geom�etria1 + s+ s2 + s3 + s4 + � � � = 1Xn=0 sn = 11� suya raz�on sea 0 < s < 1, el aso de la paradoja del ele�atio orres-ponde a la raz�on 1=2. M�as a�un, Arqu��medes, en su Quadratura de laPar�abola de heho alula la suma de la progresi�on geom�etria in�nitade raz�on 1=4. Haia la mitad del siglo 14, en un libro que goz�o de iertapopularidad, Niola Oresme demostr�o que la serie arm�onia1 + 12 + 13 + 14 + � � �diverge. En el siglo 17 ya se pod��a probar que la serie (formalmentesim�etria on respeto a la serie geom�etria al interambiar s y n):1Xn=1 1ns = 1 + 12s + 13s + 14s + � � �onverge para s > 1, por ejemplo usando el riterio de la integral. Sinembargo, el �alulo de su suma, para valores enteros de s � 2, hab��aeludido a los matem�atios de la �epoa.



La funi�on zeta de Riemann 65El segundo preursor que quisiera menionar es un texto, publiadoen Bolo~na en 1650 por Pietro Mengoli, dediado a la teor��a de seriesin�nitas, donde, en partiular, onsidera la suma de los re��proos delos n�umeros triangulares. Reordemos que un n�umero triangular Tnes el n�umero natural que resulta al ontar objetos, digamos piedras,oloados en un tri�angulo equil�atero de base n:
�T1 = 1 � ��T2 = 3 � � �� ��T3 = 6 � � � �� � �� ��

T4 = 10de tal forma que el n-�esimo n�umero triangular es la sumaTn = 1 + 2 + 3 + 4 + � � �+ n = n(n + 1)2 ;por lo que la serie onsiderada por Mengoli es:1 + 13 + 16 + 110 + 115 + � � �uyo t�ermino n-�esimo esan = 2n(n+ 1) = 2n � 2n+ 1 ;de donde se sigue que la suma parial de los primeros n t�erminos esSn = �21 � 22� + �21 � 22� + � � �+ � 2n� 1 � 2n�+ � 2n � 2n+ 1�= 21 � 2n+ 1 ;y as�� la serie in�nita onverge a:1Xn=1 2n(n + 1) = 2:Mengoli ya sab��a que la serie arm�onia diverge, y se pregunta porlo que suede al onsiderar la suma de los re��proos de los uadradosde los n�umeros naturales:1 + 14 + 19 + 116 + 125 + � � � = 1Xk=1 1k2 ;



66 Felipe Zald��varmaravill�andose por el heho de que haya podido sumar los re��proosde los n�umeros triangulares pero que no haya podido haer lo mismoon la suma de los re��proos de los uadrados, lo ual, seg�un �el es-ribe, \requiere la ayuda de un inteleto m�as rio". As��, el problema dealular la suma de la serie�(m) := 11m + 12m + 13m + 14m + 15m + : : : = 1Xk=1 1kmpara m � 2 entero ya estaba planteado laramente y, a prinipios delsiglo 18, varios matem�atios, inluyendo a Jaob Bernoulli, trataban deentender haia donde onverg��a esta serie, un problema dif��il debido asu lenta onvergenia. Daniel Bernoulli y Christian Goldbah interam-biaron varias artas on resultados preliminares sobre �(2), que prontoser��an superados por L. Euler que, en este maro oneptual, hizo suprimer ontato on la funi�on zeta y pronto mejorar��a los �alulos desus predeesores. Finalmente, en 1735, Euler anuni�o que �(2) = �2=6,un resultado que ontribuir��a estableer su prestigio omo matem�atioy que se difundi�o r�apidamente entre los espeialistas. Poo despu�es,Euler anuniar��a la generalizai�on del �alulo anterior a �(2n), n � 1entero, y en los siguientes 10 a~nos, debido a r��tias y dudas, de sus on-tempor�aneos y de �el mismo, revis�o y dio varias demostraiones de los�alulos anteriores, de tal forma que ya pudo inluir, en su Introdutioin Analysin In�nitorum de 1748, un tratamiento enteramente satisfa-torio del tema. Es tambi�en relevante menionar que, en un art��ulopresentado a la Aademia de San Petersburgo en 1739, Euler obtuvola desomposii�on de �(n) en t�erminos de un produto que involurabaa todos los primos; este es el punto donde, m�as de siglo y medio des-pu�es, B. Riemann omienza su �unio art��ulo [4℄ sobre la funi�on quelleva su nombre y que �el denot�o por �(s), para s un n�umero omplejo.Comenemos on el resultado de Euler:Teorema (Euler). Si s > 1 es un real, entones �(s) = Yp primo 11� p�s :Demostrai�on: Para ada primo p � 2 y s > 1, observemos que elfator de Euler (1� p�s)�1 es la suma de la serie geom�etria on raz�onr = p�s < 1:(1) 11� p�s = 1 + p�s + p�2s + p�3s + � � �Ahora, hagamos variar al primo p entre 2 � p � q, para q otro primo,y multipliquemos las series (1) orrespondientes. El t�ermino general de



La funi�on zeta de Riemann 67este produto es de la forma2�e2�s3�e3�s � � � q�eq�s =: n�s;donde n := 2e2 � 3e3 � � � qeq ; (ej � 0):Obs�ervese que un n�umero n aparee de esta forma si y s�olo si susdivisores primos son � q, y por el teorema fundamental de la aritm�etiaeste n aparee s�olo una vez. Se sigue queYp�q 11� p�s = Xpjn; p�q n�s;donde la suma es sobre aquellos enteros positivos n uyos fatores pri-mos son � q. Observemos ahora que en la suma del lado dereho enpartiular apareen todos los enteros del 1 al q; se sigue entones que0 < 1Xn=1 n�s � Xpjn; p�q n�s < 1Xn=q+1n�s;y aqu�� P1n=q+1 n�s ! 0 uando q !1. Por lo tanto1Xn=1 n�s = l��mq!1 Xpjn; p�q n�s = l��mq!1Yp�q 11� p�s = Yp primo 11� p�s : utLa expansi�on en produto de Euler de �(s) guarda el teorema fun-damental de la aritm�etia en una s�ola euai�on. Esto muestra, de iniio,la importania aritm�etia de la funi�on zeta.La funi�on zeta. En 1859 Bernhard Riemann fue elegido omo miem-bro orrespondiente de la Aademia de Berl��n y en el reporte sobre sustrabajos m�as reientes, que deb��a presentar a la Aademia, Riemann eli-gi�o a la distribui�on de los n�umeros primos, y en su reporte [4℄ omienzaitando el teorema de Euler sobre la desomposii�on de �(s) omo unproduto. Ya de entrada Riemann onsidera a �(s) omo una funi�onde una variable ompleja \siguiendo" el ditum futuro, (Hadamard),de que en oasiones la ruta a una verdad del mundo real, pasa por elmundo imaginario (omplejo). As��, dados s = � + it 2 C y k � 1 unentero, se tiene que, para Re(s) := � la parte real de s 2 C :jksj = j exp(s � log k)j = exp(Re(s) � log k) = kRe(s);



68 Felipe Zald��vary onseuentemente nXk=1 ���� 1ks ���� = nXk=1 1kRe(s) ;por lo que, si Re(s) � 1 + ", entonesnXk=1 ���� 1ks ���� � nXk=1 ���� 1k1+" ����y as�� la serie 1Xn=1 1nsonverge absoluta y uniformemente en fs 2 C : Re(s) � 1 + "g ypor lo tanto de�ne una funi�on holomorfa en el semiplano fs 2 C :Re(s) > 1g a la que Riemann denota por�(s) = 1Xn=1 1nsy a la que se suele llamar la funi�on zeta de Riemann.Una f�ormula integral para la funi�on zeta. El primer objetivo delart��ulo [4℄ de Riemann es obtener una f�ormula integral para la funi�on�(s) de�nida en el semiplano Re(s) > 1 mediante la serie anterior y,usando esta f�ormula, deduir que �(s) se extiende a una funi�on holo-morfa en todo el plano omplejo exepto por un polo simple en s = 1.La demostrai�on desansa en una f�ormula integral para la funi�on gam-ma de Euler que, para Re(s) > 0, est�a de�nida por la integral impropiaonvergente �(s) = Z 10 e�xxs�1dx = Z 10 e�xxsdxxla ual satisfae las propiedades siguientes (v�ease [6℄):(1) �(s) es holomorfa en el semiplano Re(s) > 0.(2) �(s) admite una ontinuai�on meromorfa a todo el plano omplejoy sus �unios polos son simples en s = �n, n � 0 entero, y no tieneeros.(3) �(s) satisfae las euaiones funionales siguientes:



La funi�on zeta de Riemann 69(i) �(s+ 1) = s�(s).(ii) �(s)�(1� s) = �sen(�s) .(4) �(s) tiene los valores espeiales siguientes:(i) �(1) = 1, lo ual se sigue direto de la de�nii�on.(ii) �(n+ 1) = n!, n � 1 entero, se sigue apliando 3(i) y 4(i).Para relaionar la funi�on gamma on la funi�on zeta, Riemannomienza on la de�nii�on de gamma:�(s) = Z 10 e�xxsdxx ; para Re(s) > 1y hae la substitui�on x 7! nx, para n � 1 entero, lo ual da la euai�on�(s) = Z 10 e�nx(nx)sndxnx = ns Z 10 e�nxxsdxx ;i.e., �(s) 1ns = Z 10 e�nxxsdxxy luego sumando sobre n � 1 e interambiando la integral y la suma,graias al teorema de Fubini, se obtiene�(s) �(s) = �(s) 1Xn=1 1ns = 1Xn=1 Z 10 e�nxxsdxx = Z 10 1Xn=1 e�nxxsdxx ;y usando el heho de que 1Xn=1 r�n = (r � 1)�1 on r = ex se sigue que(2) �(s) �(s) = Z 10 1ex � 1xsdxx = Z 10 xs�1ex � 1dx:La igualdad (2) anterior, que se obtuvo usando operaiones elemen-tales a partir de la funi�on exponenial, bien podr��a haber sido obtenidaantes de Riemann, para s > 0 real. Sin embargo, en este punto Rie-mann ya sab��a �omo de�nir la integral en (2) para una variable om-pleja s, reemplazando la integral impropia de (2) por una integral del��nea alrededor del punto de rami�ai�on del integrando. Veamos �omoproede Riemann: pongamosF (z) := z1� e�z y G(z) := 1ez � 1



70 Felipe Zald��vary observe que F (�z) = zG(z). Las funiones F (z) y G(z) son mero-morfas en C on polos en z = 2�ik, k 2 Z . Fijemos ahora un real " talque 0 < " < 2� y sea C = (1; "℄ + C" + [";1)la trayetoria dada por la semireta L1 de 1 a ", luego sobre la ir-unferenia C" : z = "�it, 0 � t � 2�, en sentido negativo y �nalmentesobre la semireta L2 de " a 1:�! �L2L1C" �0 1"_^]\XYZ[�Consideremos ahora la integral, para Re(s) > 1:ZC G(z)zs�1dz = ZL1 G(z)zs�1dz + ZL2 G(z)zs�1dz + ZC" G(z)zs�1dz;donde zs�1 := e(s�1) log z, para el valor prinipal de log z dado porlog z = (log t para z = t 2 (1; ")log t+ 2�i para z = t 2 (";1):Se tiene que:ZL1 G(z)zs�1dz = Z "1 G(t)ts�1dt = � Z 1" G(t)ts�1dt;ZL2 G(z)zs�1dz = Z 1" e2�isG(t)ts�1dt = e2�is Z 1" G(t)ts�1dt;ya que, en L2, z = ts�1 = e(s�1)[log t+2�i℄ = ts�1e2�ise�2�i = ts�1e2�is, yI(") := ZC" G(z)zs�1dz = Z 2�0 G("e�it)"s�1e(s�1)(�it)(�"ie�it)dt= �i Z 2�0 "sG("e�it)e�sitdt;ya que para z = "e�it, dz = �"ie�itdt. Se sigue queZC G(z)zs�1dz = � Z 1" G(t)ts�1dt + e2�is Z 1" G(t)ts�1dt+ I(")= [e2�is � 1℄ Z 1" G(t)ts�1dt+ I(");



La funi�on zeta de Riemann 71y omo Re(s) > 1, entones la integral I(") ! 0 uando " ! 0. Fi-nalmente, omo la integral RC G(z)zs�1dz no depende de ", pasando all��mite uando "! 0, se tiene queZC G(z)zs�1dz = [e2�is � 1℄ Z 10 G(t)ts�1dt:Pongamos ahora H(s) = Z�C F (z)zs�1dzz ;La integral que de�ne a H(s) onverge absolutamente para toda s 2 Cy por lo tanto de�ne una funi�on entera. Es laro que H(s) no dependedel valor " entre 0 y 2�.Haiendo el ambio de variable z 7! �z y notando que si z = jzjei�,entones �z = jzjei��i� y por lo tanto(�z)s�1 = e(s�1)(log jzj�i�) = e(s�1) log jzje(s�1)(�i�)= zs�1e�i�sei� = �e��iszs�1y as��, omo bajo z 7! �z se tiene que �C 7! C, entonesH(s) = ZC F (�z)(�z)s�1 d(�z)�z = ZC F (�z)(�z)s�1 dzz= ZC F (�z)zs�1(�e��is)dzz = �e��is ZC F (�z)zs�1dzz= �e��is ZC zG(z)zs�1 dzz = �e��is ZC G(z)zs�1dz:As��, para Re(s) > 1, se tiene queH(s) = �e��is ZC G(z)zs�1dz = �e��is[e2�is � 1℄ Z 10 G(t)ts�1dt= �[e�is � e��is℄ Z 10 G(t)ts�1dt = �[e�is � e��is℄ Z 10 ts�1et � 1dt= �2i sen(�s) Z 10 ts�1et � 1dt= �2i sen(�s)�(s)�(s) por (2);de donde se sigue queH(s) = �2i sen(�s)�(s)�(s) = �2�i�(s)�(1� s) ;



72 Felipe Zald��varpor la propiedad 3(ii) de �. Multipliando por i y despejando se obtiene�(s) = i2��(1� s) ZC (�z)s�1dzez � 1 :Observe ahora que la f�ormula anterior es v�alida para toda s 2 C ,exepto s = 1, ya que la integral que de�ne a H(s) onverge para todoslos valores de s porque ez ree m�as r�apido que zs, uando z ! 1,y la onvergenia es uniforme en dominios ompatos; se sigue queH(s) es holomorfa. Por otra parte, �(s � 1) es meromorfa en C onpolos s = 1; 2; 3; : : : y omo, para Re(s) > 1, �(s) = P1n=1 1=ns notiene polos, entones la integral H(s) debe tener eros en s = 2; 3; 4; : : :que anelan los polos orrespondientes de �(s � 1) en esos valores.Finalmente, para s = 1 se tiene que l��ms!1 �(s) = 1. Resumiendo, laf�ormula integral para �(s) anterior muestra que �(s) se extiende a unafuni�on holomorfa en C n f1g y tiene un polo simple en s = 1.La euai�on funional. El segundo objetivo del art��ulo de Riemann[4℄ es mostrar que �(s) satisfae una euai�on funional que relaiona�(s) on �(1 � s), donde esta �ultima expresi�on tiene sentido ya que�(s) se extiende a todo el plano omplejo omo mostramos antes. Paraobtener la relai�on deseada, onsideremos las dos trayetorias siguientes
���2m�i�2m�i � -?� -660 1Cn �_^]\XYZ[� � - 10 �Cdonde el uadrado tiene v�erties �(2n+1)��(2n+1)�i, la irunferen-ia tiene radio " < 2� y las semiretas horizontales reorren el semiejereal de +1 a " y de " a +1 omo se india. N�otese que C, ambiando laorientai�on de �C, es la trayetoria que se us�o para de�nir a la integralH(s) anteriormente. Consideremos ahora el ilo Cn�C y observemosque este ilo rodea una s�ola vez a ada uno de los puntos �2m�i, para1 � m � n y es laro que la funi�on f(z) = (�z)s�1=(ez�1) tiene polossimples on residuos (�2m�i)s�1 en ada uno de estos puntos. Por el



La funi�on zeta de Riemann 73teorema del residuo se sigue que12�i ZCn�C (�z)s�1ez � 1 dz = nXm=1n(�2m�i;Cn + C)Res(f(z);�2�i)= nXm=1 �(�2m�i)s�1 + (2m�i)s�1�= nXm=1(2m�)s�1 �(�i)s�1 + (i)s�1�y observamos que i = e�i=2 y �i = e��i=2, por lo que�(�i)s�1 + (i)s�1�=e�i(s�1)=2 + e��i(s�1)=2 = 2 os (�(s� 1)=2)== 2 sen(�s=2)y por lo tanto(�) 12�i ZCn�C (�z)s�1ez � 1 dz = nXm=1ms�1(2�)s�12 sen(�s=2)= 2(2�)s�1 sen(�s=2) nXm=1 1m1�s :Esribamos ahora la urva Cn = C 0n +C 00n, donde C 0n es el uadradoy C 00n son las semiretas de +1 a (2n+1)�. Para omenzar observemosque, en C 0n, jez � 1j � una onstante que no depende de n. Por otraparte, en C 0n, j(�z)s�1j est�a aotada por un m�ultiplo de n��1, dondes = � + it. Se sigue que����ZC0n (�z)s�1ez � 1 dz���� � long(C 0n)sup�����(�z)s�1ez � 1 ���� : z 2 C 0n�� long(C 0n)(onstante) n��1� Kn�;la �ultima desigualdad porque la longitud del uadrado long(C 0n) =16n+ 8 y as�� K es una onstante que no depende de n tambi�en. De ladesigualdad anterior, si la parte real � de s es tal que � < 0, entonesKn� ! 0 uando n ! 1. Se sigue que la integral anterior tiende a 0uando n ! 1. En forma similar se prueba que la integral sobre C 00ntiende a 0 uando n!1. Por lo tantol��mn!1 12�i ZCn�C (�z)s�1ez � 1 dz = 12�i Z�C (�z)s�1ez � 1 dz = � 12�iH(s):



74 Felipe Zald��varAs��, para el lado izquierdo de (�) se tiene quel��mn!1 12�i ZCn�C (�z)s�1ez � 1 dz = 12�i Z�C (�z)s�1ez � 1 dz = � 12�iH(s)y, para el lado dereho de (�),l��mn!1 2(2�)s�1 sen(�s=2) nXm=1 1m1�s = 2(2�)s�1 sen(�s=2)�(1� s);de donde se sigue que� 12�iH(s) = 2s�s�1 sen(�s=2)�(1� s):Ahora, omo probamos antes,H(s) = �2�i�(s)�(1� s) ;que, junto on lo anterior nos da�(s) = �H(s)�(1� s)2�i = 2s�s�1 sen(�s=2)�(1� s)�(s� 1)o, usando la identidad �(s)�(s� 1) = �= sen(�s), la igualdad anteriorse puede reesribir omo�(1� s) = 2(2�)�s�(s) os(�s=2)�(s);y hemos as�� obtenido la euai�on funional de la funi�on zeta:Teorema (Riemann). La funi�on zeta es una funi�on meromorfa enC , on un �unio polo simple en s = 1, y satisfae la euai�on funional�(1� s) = 2(2�)�s�(s) os(�s=2)�(s):Valores espeiales de la funi�on zeta. Por la desomposii�on enproduto de Euler, no debiera ser una sorpresa que al evaluar la fun-i�on zeta en iertos enteros los resultados tengan signi�ado aritm�etioespeial. Comenzamos observando que la funi�onf(z) := F (�z) = zG(z) = zez � 1



La funi�on zeta de Riemann 75es una funi�on meromorfa on polos en z = 2�ik, k 2 Z n f0g, por loque tiene una expansi�on en una veindad de z = 0, de heho en el disojzj < 2�, de la formaf(z) = 1Xn=0 Bnn! zn = 1� z2 + 1Xn=1 Bnn! zny notamos ahora que zez � 1 + z2 es una funi�on par, y por lo tanto enla expansi�on anterior los oe�ientes Bn = 0 para toda n > 1 impar.Algunos valores de los n�umeros Bn, llamados n�umeros de Bernoulli, sonB0=1; B1=�1=2; B2=1=6; B4=�1=30; B6=1=42; B8=�1=30; et.Teorema. Para todo entero n > 0 se tiene que�(1� n) = (�1)n�1Bnn para n > 0 entero:
Demostrai�on: Para la funi�on f(z) que de�ne a los n�umeros deBernoulli, obs�ervese que (n� 1)!f(z)z�n�1 tiene un polo en z = 0 uyoresiduo se alula f�ailmenteResz=0 �(n� 1)!f(z)z�n�1�=oe�iente de z�1 en (n�1)! 1Xk=1 Bkk! zk�n�1= Bnn ;as�� basta probar queResz=0f(z)z�n�1 := 12�i Zjzj=" f(z)z�n�1dz = ��(1� n)(n� 1)! ;para 0 < " < 2� y donde el ��rulo jzj = " est�a orientado positivamente.Reordemos ahora la funi�onH(s) = ZC" F (�z)zs�1 dzzque aparei�o en el �alulo de la f�ormula integral para zeta:(�) �(s) = �H(s)�(1� s)2�i ;



76 Felipe Zald��varde tal forma que la integral que aparee en el �alulo del residuo anteriores preisamente el valor de H(s) en s = 1� n, por lo queResz=0 F (z)z�n�1 = 12�i ZC" F (z)z�n�1dz = 12�i H(1� n)= � 12�i 2�i �(1� n)�(n) por (�)= ��(1� n)(n� 1)! ;omo se quer��a. utUsando el teorema anterior y la euai�on funional obtenida porRiemann, para s = 2n on n � 1, se obtiene la igualdad(�1)2n�1B2n2n = �(1� 2n) = 2(2�)�2n �(2n) os�2n�2 � �(2n);de donde se sigue que�(2n) = (�1)n�1(2�)2nB2n2 � (2n)!que reupera la f�ormula de Euler menionada previamente, en partiu-lar, si n = 1, omo B2 = 1=6, se obtiene que �(2) = �2=6. N�otese queesta f�ormula de Euler no se ve f�ail de deduir de la f�ormula integralpara zeta que Riemann obtuvo al prinipio; quiz�a el problema de derivarla f�ormula de Euler llev�o a Riemann al desubrimiento de la euai�onfunional para la funi�on zeta.Los eros triviales de zeta. De la igualdad�(1� n) = (�1)n�1Bnn para n > 0 enteroy omo los n�umeros de Bernoulli de ��ndie impar > 1 son ero, se sigueque0 = �(�2) = �(�4) = �(�6) = � � � = �(�2n); para toda n � 1:A los n�umeros de la forma s = �2n, n � 1, se les llama los erostriviales de la funi�on zeta.Los otros eros de zeta. De la expansi�on en produto de Euler�(s) = Yp primo 11� p�s ; Re(s) > 1;



La funi�on zeta de Riemann 77se sigue que �(s) no tiene eros en el semiplano Re(s) > 1. Ahora,omo �(s) no tiene eros, de la euai�on funional de la funi�on zeta,desontando los eros triviales se sigue que s es un ero de �(s) si ys�olo si 1 � s lo es, y onseuentemente �(s) tampoo tiene eros enel semiplano Re(s) < 0, y por lo tanto todos los eros no triviales de�(s) est�an en la franja 0 � Re(s) � 1 y, m�as a�un, estos eros est�andistribuidos sim�etriamente on respeto a la reta vertial Re(s) =1=2.En este punto del art��ulo de Riemann, al �nal de la terera p�agina(de un total de 8), onjetura que todos los eros no triviales de �(s)est�an en la reta Re(s) = 1=2. Esta es la �elebre hip�otesis de Riemann,de la ual �el mismo die, en el art��ulo en uesti�on, que \le gustar��atener una demostrai�on rigurosa, pero que tiene que ponerla a un lado,despu�es de unos intentos vanos, porque no es neesaria para su objetivoinmediato", a saber la demostrai�on de su f�ormula para el n�umero deprimos menores que una antidad x dada.Hadamard demostr�o que �(s) no tiene eros en la reta Re(s) = 1 y,por la euai�on funional, onseuentemente tampoo tiene eros en eleje Re(s) = 0. De heho, Hadamard y de la Vall�ee-Poussin demostraron,independientemente, en 1896, que la ley de distribui�on de primos esequivalente a la a�rmai�on de que la funi�on zeta de Riemann no tieneeros on parte real igual a 1, y onseuentemente obtienen el teoremade los n�umeros primos.En 1914, G. Hardy [3℄ demostr�o que �(s) tiene un n�umero in�nitode eros en la reta Re(s) = 1=2.Observai�on. En [4℄ Riemann da dos demostraiones de la euai�onfunional de la funi�on zeta y aqu�� hemos reproduido la primera deellas. Uno podr��a preguntarse por qu�e Riemann hae esto en un art��ulode orte resumido. Una posible respuesta ser��a la siguiente: la primerademostrai�on, que hemos reproduido arriba, tiene la ventaja de queen el transurso de la misma se obtiene una f�ormula integral para lafuni�on zeta que despu�es se usa para reuperar los �alulos de Euler para�(2n). La segunda demostrai�on no muestra ninguna bondad inmediata,y parte de la misma idea ahora on la substitui�on x 7! �n2x en laf�ormula integral para la funi�on gamma de Euler, para despu�es obtenerla igualdad ��s�(s)�(2s) = Z 10 1Xn=1 e��n2xxsdxx ;



78 Felipe Zald��vardonde el integrando proviene de la serie theta de Jaobi�(z) :=Xn2Z e�in2z = 1 + 2 1Xn=1 e�in2z;es deir, ��s�(s)�(2s) = Z 10 12(�(ix)� 1)xsdxxy haiendo la substitui�on s 7! s=2 esto se puede esribir omo�(s) := ��s=2�(s=2)�(s) = Z 10 12(�(ix)� 1)xs=2dxx ;y entones Riemann nos reuerda, itando a Jaobi (que a su vez itaa Poisson) que la funi�on theta de Jaobi representa una funi�on holo-morfa en el semiplano fz 2 C : Im(z) > 0g y adem�as satisfae laeuai�on funional: �(�1=z) =pz=i �(z):De aqu�� Riemann dedue la euai�on funional de la funi�on zetaen la forma �(s) = �(1� s). Desde un punto de vista oneptual �estaes una demostrai�on m�as satisfatoria ya que nos die que la funi�onzeta satisfae la euai�on funional orrespondiente porque es la trans-formada de Mellin de una funi�on modular, a saber la funi�on thetade Jaobi, una idea que resonar�a en la teor��a de n�umeros en los a~nossiguientes, tanto en el siglo 19 omo en el siglo 20, hasta ulminar onla demostrai�on de la onjetura de Fermat a �nales del siglo pasado.Referenias[1℄ J. L. Borges, Kafka y sus preursores, 107-109, en Otras inquisi-iones. Alianza Editorial-Eme�e Editores, Madrid, 1976.[2℄ J. Hadamard, Sur la distribution des zeros de la fontion �(s) et sesonsequenes arithm�etiques. Bull. So. Math. Frane 24, 199-220(1896).[3℄ G. H. Hardy, Sur les zeros de la fontion �(s) de Riemann. C.R.Aad. Si. Paris, 158, 1012-1014, 1914.[4℄ B. Riemann, �Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebe-nen Gr�osse, inluido en Gesammelte Mathematishe Werke, Dover,New York, 1953, 145-155.



La funi�on zeta de Riemann 79[5℄ A. Weil, Number theory: An approah through history from Ham-murapi to Legendre. Birkh�auser Verlag, Boston, 2001.[6℄ E. Whittaker, & G. Watson, A Course of Modern Analysis. 4thEd. Cambridge University Press, Cambridge, 1950.Ap�endie. Ofreemos a ontinuai�on una tradui�on de las primerastres p�aginas del art��ulo [4℄ de Riemann de tal manera que el letorpodr�a veri�ar qu�e tan era seguimos el original de Riemann en laletura que hiimos en nuestra exposii�on.Sobre el n�umero de primos menores que unaantidad dada1Bernhard RiemannCreo que la mejor manera de expresar mi gratitud por el honorque la Aademia [de Berl��n℄ me ha onferido al nombrarme uno de susmiembros orrespondientes, es usar el privilegio que esta membres��aonlleva para omuniar una investigai�on sobre la distribui�on de losn�umeros primos, un tema que atrajo la ateni�on de Gauss y Dirihletdurante muhos a~nos.En esta investigai�on tomar�e omo punto de partida la observai�onde Euler de que el produtoYp 11� p�s =Xn 1ns ;donde p reorre todos los n�umeros primos y n reorre todos los n�umerosnaturales. A la funi�on de una variable ompleja s que estas dos expre-siones de�nen uando onvergen, la denotar�e por �(s). Estas expresionesonvergen s�olamente uando la parte real de s es mayor que 1; sin em-bargo es f�ail enontrar una expresi�on de esta funi�on que siempre esv�alida. [En efeto,℄ usando la euai�onZ 10 e�nxxs�1dx = �(s)ns1Tradui�on de F. Zald��var de las primeras p�aginas de �Uber die Anzahl derPrimzahlen unter einer gegebenen Gr�osse, inluido en Gesammelte MathematisheWerke, reimpreso por Dover, New York, 1953, 145-155.



80 Felipe Zald��varuno enuentra que �(s)�(s) = Z 10 xs�1dxex � 1 :Si ahora uno onsidera la integral [de l��nea℄Z (�x)s�1dxex � 1de +1 a +1 en el sentido positivo a lo largo de la frontera de undominio que ontiene al 0 pero ninguna otra singularidad del integrandoen su interior, entones f�ailmente se ve que esta integral es igual a(e��is � e�is) Z 10 xs�1dxex � 1 ;si en la funi�on multivaluada (�x)s�1 = e(s�1) log(�x) el logaritmo de �xest�a determinado de tal manera que es real para valores negativos dex. As��, 2 sen(�s)�(s)�(s) = i Z 11 (�x)s�1dxex � 1donde la integral se de�ni�o arriba.Esta euai�on de�ne la funi�on �(s) para todos los omplejos s ymuestra que es univaluada y �nita para todos los valores de s diferentesde 1 y que se anula uando s es un entero par negativo.Cuando la parte real de s es negativa, la integral se puede tomar, enlugar de en el sentido positivo a lo largo de la frontera del dominio da-do, en el sentido negativo a lo largo de la frontera del omplemento deeste dominio porque en este aso [uando Re(s) < 0℄ la integral sobrevalores on m�odulos in�nitamente grandes es in�nitamente peque~na.Pero, dentro de este dominio omplementario las �unias singularidadesdel integrando son los m�ultiplos enteros de 2�i, y por lo tanto la in-tegral es igual a la suma de las integrales tomadas alrededor de estassingularidades en el sentido negativo. Como la integral alrededor delvalor n2�i es (�n2�i)s�1(�2�i), esto nos da2 sen(�s)�(s)�(s) = (2�)sXns�1[(�i)s�1 + is�1℄;y por lo tanto [nos da℄ una relai�on entre �(s) y �(1� s), la ual, porlas propiedades onoidas de la funi�on �, se puede formular omo laa�rmai�on de que �(s=2)��s=2�(s)



La funi�on zeta de Riemann 81permanee invariante uando s se reemplaza por 1� s.Esta propiedad de la funi�on me motiv�o a onsiderar la integral�(s=2) en lugar de la integral �(s) en el t�ermino general de Pn�s,lo ual lleva a una expresi�on muy onveniente de la funi�on �(s). Deheho, 1ns�(s=2)��s=2 = Z 11 e��n2xx s2�1dx;de tal forma que si uno pone1Xn=1 e��n2x =  (x)se sigue que �(s=2)��s=2�(s) = Z 10  (x)x s2�1dxo, ya que2 (x) + 1 = x�1=2[2 (1=x) + 1℄ (Jaobi, Fund., p. 184);se tiene que�(s=2)��s=2�(s) = Z 11  (x)x s2�1dx+ Z 10  (1=x)x 12 (s�3)dx+12 Z 10 �x 12 (s�3) � x s2�1� dx= 1s(s� 1) + Z 11  (x) �x s2�1 � x�(1+s)=2� dx:Si ahora ponemos s = 12 + ti y��s2 � 1� (s� 1)��s=2�(s) = �(t)de tal forma que�(t) = 12 � (t2 + 14) Z 11  (x)x�3=4 os( t2 log x)dxo tambi�en �(t) = 4 Z 11 d[x3=2 0(x)℄dx x�1=4 os( t2 logx)dx:Esta funi�on es �nita para todos los valores �nitos de t y se puededesarrollar omo una serie de potenias en t2 que onverge r�apidamente.



82 Felipe Zald��varAhora, omo para valores de s on parte real mayor que 1, log �(s) =�P log(1 � p�s) es �nito, y ya que lo mismo es v�alido para los otrosfatores de �(t), entones la funi�on �(t) se anula s�olo uando la parteimaginaria de t est�a entre 12 i y �12 i. El n�umero de ra��es de �(t) = 0uya parte real est�a entre 0 y T es aproximadamente= T2� log T2� � T2�porque la integral R d log �(t) tomada en el sentido positivo alrededordel dominio que onsiste de todos los valores uyas partes imaginariasest�an entre 12 i y �12 i y uyas partes reales est�an entre 0 y T (salvo unafrai�on de orden de magnitud 1=T ) es igual a [T log(T=2�) � T ℄i y,por otro lado, es igual a 2�i vees el n�umero de ra��es de �(t) = 0 enel dominio. De heho, se prueba que hay aproximadamente el mismon�umero de ra��es reales2 dentro de esta frontera y es muy posible quetodas las ra��es sean reales.3 Me gustar��a tener una demostrai�on rigu-rosa de esto, pero he puesto a un lado su b�usqueda despu�es de algunosintentos vanos, ya que no es neesaria para el objetivo inmediato de miinvestigai�on.

2En una arta itada en las observaiones al �nal del art��ulo de Riemann, por loseditores de sus obras ompletas, en la p�agina 149, Riemann die que esta a�rmai�onno ha podido probarla. Hasta la feha permanee onjetural.3La parte enfatizada (por el tradutor) es, por supuesto, la �elebre hip�otesis deRiemann.


