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1. Introducción

El propósito de este trabajo es mostrar un panorama del trabajo desa-
rrollado por Federico en inferencia fiducial. Para ver con más detalle
los resultados que aqúı se presentan, aśı como para conocer más acerca
de las ideas y concepción de Federico sobre esta área de la estad́ıstica,
se recomienda leer los art́ıculos [10], [11], y [12].

Como investigador, Federico cultivó varias áreas de la estad́ıstica.
Una de ellas fue la inferencia fiducial, en la que me dirigió la tesis de
doctorado. Después de terminarla continué trabajando con él en esta
área. Como resultado de ello se publicaron dos art́ıculos, uno sobre
generadores fiduciales y otro sobre la distribución fiducial en una familia
de series de potencias; en el segundo también colaboró la Dra. Silvia
Ruiz Acosta. En este art́ıculo voy a referirme a algunos aspectos del
trabajo que hicimos en dichos art́ıculos.

Como una alternativa al argumento bayesiano, Fisher (véase [4]) pro-
puso el argumento fiducial. En este enfoque el propósito es obtener una
distribución h(θ) del parámetro θ, a partir de la muestra observada x,
pero, a diferencia de la inferencia bayesiana, sin considerar ninguna dis-
tribución a priori π(θ). Si T (X) es una estad́ıstica suficiente tal que su
función de distribución G(t; θ) es decreciente como función de θ, enton-
ces bajo ciertas condiciones de regularidad ([4]) la distribución fiducial
de θ es H(θ; t) = 1 − G(t; θ). Si G(t; θ) es creciente como función de
θ, entonces la distribución fiducial de θ es H(θ; t) = G(t; θ). Este en-
foque enfrenta varias dificultades en el caso multiparamétrico, excepto
cuando la distribución tiene estructura de grupo (véase [6]). Aunque
Fisher y Quenouille (véase [2]), en particular, trataron de obtener un
método para deducir la distribución fiducial en el caso multiparamétri-
co, sus resultados fueron más bien controversiales, lo que originó que
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durante gran parte de la segunda mitad del siglo pasado el argumento
fiducial fuera prácticamente dejado de lado. Sin embargo, aproxima-
damente a partir de este siglo se ha convertido otra vez en un área
de investigación activa. Como resultado de ello varios autores han pro-
puesto formas alternarivas para aplicar el argumento fiducial en el caso
multiparamétrico; véase, por ejemplo, [13], [14], [7], [3], y [15].

En la sección 2 se presenta el generador que se obtuvo para la dis-
tribución fiducial de los parámetros de la distribución Gamma(α, β),
aśı como una comparación que se hizo de la fiducial con las distribu-
ciones bayesianas a posteriori, cuando las distribuciones a priori son la
de Jeffreys (véase [1]) y las de referencia (véase [16]). En la sección 3
se ve el generador fiducial que se dedujo en el caso de la distribución
Gaussiana Inversa. También se ven ejemplos en los que las distribucio-
nes fiduciales obtenidas se comparan con las distribuciones bayesianas
a posteriori cuando las distribuciones a priori son la de Jeffreys y la
de Jeffrey modificada (véase [1]); las comparaciones resultan interesan-
tes. Por último, en la sección 4 se aborda el caso de la distribución
fiducial para distribuciones discretas que pertenecen a la familia de dis-
tribuciones de series de potencias, según [8]. Los resultados obtenidos,
además de ser interesantes desde un punto de vista teórico, muestran
la creatividad que caracterizó a Federico como investigador.

2. Distribución Gamma(α, β)

Recordemos que

f(x;α, β) =
1

Γ(α)βα
xα−1e−x/β, ∀x ∈ R,

es la función de densidad de la distribución gamma con parámetro de
forma α y parámetro de escala β, Gamma(α, β). Aunque esta distribu-
ción satisface el criterio de Brillinger (véase [2]) para la unicidad de la
distribución fiducial de (α, β), no tiene estructura de grupo (véase [10]),
motivo por el que no es posible obtenerla en forma cerrada. Sin embargo
se puede deducir su generador fiducial para poder obtener simulaciones
de ella.

Sea X = (X1, X2, · · · , Xn) una muestra aleatoria de la distribución
gamma. A partir del hecho de que

T (X1, X2, . . . , Xn) =

(
n∏
i=1

Xi,
n∑
i=1

Xi

)
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es un estad́ıstico suficiente minimal de (α, β), se obtiene el generador
fiducial, el cual está dado por las ecuaciones (véase [10])∑n

i=1 F
−1
Y (Ui,α)

(
∏n
i=1 F

−1
Y (Ui,α))

1
n

= T2

T
1/n
1

β
∑n

i=1 F
−1
Y (Ui, α) = T2,

(1)

donde las Ui
′s son observaciones independientes de la distribución U(0, 1),

FY (y;α) denota la función de distribución Gamma(α, 1) y

(T1, T2) =

(
n∏
i=1

Xi,

n∑
i=1

Xi

)
.

Aśı, dada una observación x = (x1, x2, · · · , xn) de la muestra alea-
toria X = (X1, X2, · · · , Xn), se generan m muestras de tamaño n de
la distribución U(0, 1), y para cada una de ellas se resuelve numéri-
camente el sistema de ecuaciones que resulta de (1); de este

modo obtenemos una muestra de tamaño m, (α̃1, β̃1), . . . , (α̃m, β̃m)
of (α, β). Con esta muestra podemos estimar numéricamente la función
de densidad fiducial de (α, β).

Ejemplo 2.1. Se generó una muestra de tamaño n = 30, de la dis-
tribución Gamma(α, β), donde α = 3 y β = 5. Con el generador (1)
se estimaron las densidades fiduciales de α y β, cuyas gráficas apare-
cen como ĺıneas continuas en las figuras 1 y 2, respectivamente. Con
la misma muestra observada x1, x2, . . . , x30, se obtuvieron las densida-
des bayesianas a posteriori de α y β usando la distribución a priori no
informativa de Jeffreys (véase [1]),

π(α, β) ∝
1

β
(αψ′(α)− 1)

1
2 ,

donde ψ(α) = d
dα

(log Γ(α)) y ψ′(α) = dψ(α)
dα

.
Las gráficas de estas densidades a posteriori aparecen cada una co-

mo ĺıneas punteadas y segmentadas en las figuras 1 y 2, respectiva-
mente. Otra vez con la misma muestra x1, x2, . . . , x30 de la distribución
Gamma(3, 5), se estimaron las densidades a posteriori, pero ahora (ver
[16]) primero usando como distribución a priori la de referencia cuando
α es el parámetro de interés y β el de ruido (ordenamiento πα(α, β)),

πα(α, β) ∝
1

β

(
αψ′(α)− 1

α

) 1
2

,

y después cuando la distribución a priori es la de referencia cuando β
es el parámetro de interés y α es de ruido (ordenamiento πβ(α, β)),

πβ(α, β) ∝
(ψ′(α))

1
2

β
,
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donde ψ(α) = d
dα

(log Γ(α)).
Las gráficas de estas densidades a posteriori de α y β aparecen en las

figuras 1 y 2 como ĺıneas punteadas cuando la a priori es la de referencia
bajo el ordenamiento πα(α, β), y como ĺıneas segmentadas cuando la a
priori es la de referencia bajo el ordenamiento πβ(α, β).
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(a) Fiducial y bayesianas a posteriori

con distribuciones a priori de referencia.
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(b) Fiducial y bayesiana a posteriori con

a priori de Jeffreys.

Figura 1. Densidades de α. Gráfica con ĺınea continua: fiducial; gráfica con
ĺınea punteada: bayesiana a posteriori con a priori de referencia cuando α es
el parámetro de interés; gráfica con ĺınea segmentada: bayesiana a posteriori
con a priori de referencia cuando β es el parámetro de interés; gráfica con
ĺınea punteada y segmentada: bayesiana a posteriori con a priori de Jeffreys.
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(a) Fiducial y bayesianas a posteriori
con distribuciones a priori de referencia.
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(b) Fiducial y bayesiana a posteriori con
a priori de Jeffreys.

Figura 2. Densidades de β. Gráfica con ĺınea continua: fiducial; gráfica con
ĺınea punteada: bayesiana a posteriori con a priori de referencia cuando α es
el parámetro de interés; gráfica con ĺınea segmentada: bayesiana a posteriori
con a priori de referencia cuando β es el parámetro de interés; gráfica con
ĺınea punteada y segmentada: bayesiana a posteriori con a priori de Jeffreys.
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3. Distribución Gaussiana inversa

La función de densidad de la distribución Gaussiana Inversa se puede
escribir como (véase [5]),

f(x;µ, λ) =

√
λ

2πx3
exp

(
−λ(x− µ)2

2µ2x

)
, x > 0,

donde µ > 0 y λ > 0 son los parámetros. Se sabe (véase [5]) que si X =
(X1, X2, · · · , Xn) es una muestra aleatoria de la distribución Gaussiana
Inversa con parámetros µ y λ, que se denotará como IG(µ, λ), entonces

X̄ = 1
n

∑n
i=1Xi tiene distribución IG(µ, nλ), V =

∑n
i=1

(
1
Xi
− 1

X̄

)
∼(

1
λ

)
χ2

(n−1), donde ∼ significa ((tiene distribución)) y χ2
(n−1) denota la

distribución Ji-cuadrada con n − 1 grados de libertad, (X̄, V ) es una
estad́ıstica suficiente minimal de (µ, λ), y X̄ y V son independientes. De
este modo, aunque esta distribución tampoco tiene estructura de grupo,
también satisface el criterio de unicidad de Brillinger para la unicidad
de la distribución fiducial de (µ, λ). En lo que sigue por conveniencia
se usa la parametrización (µ, θ), con θ = λ

µ
. Si Ȳ = 1

λ
X̄, entonces Ȳ ∼

IG
(

1
θ
, n
)
, pero su función de distribución también se puede escribir

como

G(ȳ; θ) = Φ

(
−
(
n

ȳ

) 1
2

+ nθ
( ȳ
n

) 1
2

)
+ e2nθΦ

(
−
(
n

ȳ

) 1
2

− nθ
( ȳ
n

) 1
2

)
,

donde Φ denota la función de distribución normal estándar. Se puede
demostrar queG es decreciente como función de θ, pero que ĺım

θ→0
G(ȳ; θ) =

2Φ

(
−
(
n
ȳ

) 1
2

)
; aśı, dada una observación x = (x1, x2, · · · , xn) de la

muestra aleatoria X = (X1, X2, · · · , Xn), para un valor dado λ∗ de λ
la distribución fiducial de θ tiene en θ = 0 una masa fiducial dada
por δ(x̄, λ∗) = 1 − 2Φ(−(nλ

∗

x̄
)
1
2 ). En este caso, teniendo en cuenta que

G(Ȳ ; θ) ∼ U(0, 1), el generador de la distribución fiducial de (θ, λ) está
dado por las relaciones

V ∼
(

1
λ

)
χ2

(n−1)

Φ

(
−
(
n
Ȳ

) 1
2 + nθ

(
Ȳ
n

) 1
2

)
+ e2nθΦ

(
−
(
n
Ȳ

) 1
2 − nθ

(
Ȳ
n

) 1
2

)
= U,

(2)
donde U es una variable aleatoria con distribución U(0, 1). Aśı, da-
da una observación x = (x1, x2, · · · , xn) de la muestra aleatoria X =
(X1, X2, · · · , Xn), de la distribución IG(µ, λ), primero se encuentra el
valor v =

∑n
i=1( 1

xi
− 1

x̄
) de V . Posteriormente se repite el siguiente

procedimiento m veces: Se generan una observación de la distribución
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U(0, 1) y una observación de la distribución χ2
(n−1), para las que se re-

suelve numéricamente el sistema de ecuaciones que resulta de (2). De

este modo obtenemos una muestra de tamaño m, (θ̃1, λ̃1), · · · , (θ̃m, λ̃m)
de (θ, λ). Con esta muestra podemos estimar numéricamente la función
de densidad fiducial de (θ, λ).

Ejemplo 3.1. Se generó una muestra aleatoria de tamaño n = 25 de la
distribución IG(2, 10), (es decir, θ = 5). Usando el generador fiducial

(2) se obtuvieron 100,000 valores (θ̃1, λ̃1), (θ̃2, λ̃2), . . . , (θ̃100000, λ̃100000)
de (θ, λ), con los que se estimaron las densidades marginales de λ y
θ. Sus gráficas están en ĺıneas continuas en la figura 3. Con la mis-
ma muestra observada x1, x2, . . . , x25, se obtuvieron las distribuciones
bayesianas a posteriori de λ y θ, usando la distribución a priori no
informativa de Jeffreys

π(µ, λ) ∝ λ−1/2µ−3/2.

Sus gráficas aparecen en ĺıneas segmentadas en la figura 3. Otra vez con
la misma muestra observada x1, x2, . . . , x25 de la distribución IG(2, 10),
se estimaron las densidades bayesianas a posteriori de λ y θ, pero ahora
usando la distribución a prori modificada de Jeffreys, la cual es

πmj(µ, λ) ∝ λ−1µ−3/2.

Sus gráficas están en ĺıneas punteadas en la figura 3.
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Figura 3. Gráficas en ĺıneas continuas: fiduciales; gráficas en ĺıneas puntea-
das: bayesianas a posteriori con a priori modificada de Jeffreys; gráficas en
ĺıneas segmentadas: bayesianas a posteriori con a priori de Jeffreys.

Ejemplo 3.2. Ahora se observó una muestra de tamaño n = 35 de la
distribución Gaussiana Inversa para la cual θ = 0.01. Los resultados
aparecen en la figura 4, donde solo se muestran las gráficas para θ
debido a la importancia en ellas de la masa fiducial. En la primera
gráfica la densidad fiducial se normalizó de modo tal que su integral
sea 1, mientras que en la segunda aparece tal y como fue generada



INFERENCIA FIDUCIAL 55

directamente. En esta figura se aprecia la diferencia entre la densidad
fiducial y las densidades bayesianas a posteriori obtenidas.
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(a) Densidad fiducial dividida entre
0.5176.
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(b) La densidad fiducial tiene en cero
una masa emṕırica de 0.4824; la masa

teórica de de 0.4859.

Figura 4. Densidades de θ. Gráficas en ĺıneas continuas: fiduciales; gráficas
en ĺıneas punteadas: bayesianas a posteriori con a priori modificada de Jef-
freys; gráficas en ĺıneas segmentadas: bayesianas a posteriori con a priori de
Jeffreys.

4. Distribución fiducial en una familia de series de
potencias

Sea T una estad́ıstica suficiente minimal del parámetro η, tal que T es
una variable aleatoria discreta y su distribución pertenece a la familia
Exponencial Natural

g(t; η) = a(η)b(t) exp(tη), η ∈ (η, η̄).

SiG(t; η) es su función de distribución, entoncesG(t; η) es decreciente
como función de η, ĺım

η→η
G(t; η) = 1 y ĺım

η→η̄
G(t; η) = 0. Sin embargo, la

función de distribución de T continua por la izquierda, G-(t; η), también
satisface estas propiedades, es decir, G(t; η) y G-(t; η) satisfacen las
propiedades de monotońıa y de ĺımite establecidas por Fisher (véase
[4]) para la distribución fiducial. Aśı, en este caso se pueden obtener
funciones de distribución fiduciales Hγ combinando G(t; η) y G-(t; η)
como sigue:

Hγ(η; t) = γ(1−G(t; η)) + (1− γ)(1−G-(t; η)), con γ ∈ [0, 1].

Cuando el rango de valores de T es acotado, digamos {0, 1, · · · ,M},
se tiene que para los valores extremos de T (0 o M) solo una de las
funciones de distribución acumuladas,G yG−, es no constante, de modo
que excepto para estos casos la distribución fiducial que resulta para
γ = 1

2
es la única elección de γ para la que se cumple que la distribución
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fiducial que se obtiene es invariante en el sentido de la definición 4.2.
A esta distribución se le llamará la distribución fiducial corregida a la
mitad.

4.1 Familia de series de potencias

Definición 4.1. Se dice que una distribución es de serie de potencias
si su función de densidad se puede escribir como

f(x; θ) =
Bxθ

x

A(θ)
,

donde el parámetro θ > 0, la variable aleatoria X toma valores en
{0, 1, · · · }, Bx ≥ 0 para x = 0, 1, · · · , y A(θ) =

∑
xBxθ

x.

Una distribución de serie de potencias pertenece a la familia Expo-
nencial Natural, con parámetro η = log θ. Si X1, X2, · · · , Xn es una
muestra aleatoria de una distribución de serie de potencias, entonces
T =

∑n
i=1Xi es una estad́ıstica suficiente minimal, y su distribución

también es de serie de potencias (véase [8]).
Un caso muy especial ocurre cuando el rango de valores de X es

acotado, digamos {0, 1, · · · , K}.

Definición 4.2. (Invarianza bajo reflexión de datos). Si la distri-
bución fiducial para θ que se infiere de T , la cual tiene soporte finito
{0, 1, · · · ,M} y distribución con parámetro θ, es la misma que la distri-
bución fiducial obtenida transformando la distribución fiducial para θ?

inferida de M−T , la cual tiene distribución con parámetro θ?, entonces
el método de inferencia es invariante bajo reflexión de datos.

La demostración de los resultados que se enunciarán de aqúı en ade-
lante se pueden consultar en [11].

Lemma 4.3. Sean Xi, i = 1, · · · , n, variables aleatorias discretas in-
dependentes idénticamente distribuidas con rango acotado de valores
{0, 1, · · · , K}, y sea T =

∑n
i=1Xi. Si la distribución de las Xi

′s es de
serie de potencias con parámetro θ, entonces la estad́ıstica V = M−T ,
donde M = nK, también tiene una distribución de serie de potencias
con parámetro θ−1.

El siguiente teorema establece la invarianza bajo la reflexión de datos
de la distribución fiducial corregida a la mitad.

Teorema 4.4. Sea X una variable aleatoria con rango finito 0, 1, · · · , K,
tal que su distribución es de serie de potencias con parámetro θ, y sea
T =

∑n
i=1Xi, donde las Xi, i = 1, · · · , n son independientes con la

misma distribución de X. Entonces la distribución fiducial corregida a
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la mitad para θ que se infiere habiendo observado T = t, y la distri-
bución fiducial corregida a la mitad que se infiere habiendo observado
V = v, donde V tiene la misma distribución de nK − T , coinciden si
v = nK−t. Por lo tanto, el método para obtener la distribución fiducial
corregida a la mitad es inveriante bajo reflexión de datos.

Ejemplo 4.5. (Distribución Bernoulli). El ejemplo más sencillo de
una distribución de serie de potencias con rango finito, el cual es {0, 1},
es la Bernoulli. La función de densidad h(θ; t) que corresponde a la
función de distribución fiducial corregida a la mitad, H(θ; t), es

h(θ; t) =


cn(θ)

(
n
t

)
θt si t = 0,

1
2

(
cn(θ)

(
n−1
t

)
θt
)

+ 1
2

(
cn(θ)

(
n−1
t−1

)
θt−1

)
si t = 1, ..., n− 1,

cn(θ)
(
n−1
t−1

)
θt−1 si t = n,

donde cn(θ) = n
(1+θ)n+1 y θ = p

1−p .

En este caso la invarianza bajo reflexión de datos se refiere a inva-
rianza cuando se intercambian éxito y fracaso, es decir, p por q y T por
V , donde q = 1 − p. En [11] se pueden ver más propiedades de esta
distribución fiducial.

4.2 Serie de potencias: Caso no acotado

Por conveniencia, nos referiremos ahora a la distribución de T =
∑n

i=1Xi

con distribución de serie de potencias, donde ahora T toma valores
0, 1, · · · , y donde el parámetro es θ > 0. Sea

g(t; θ) =
Bte

tθ

A(θ)
,

con A(θ) =
∑∞

j=1Bje
jθ, su función de densidad.

Definición 4.6. (Invarianza asintótica bajo reflexión de datos).
Supongamos que un modelo de la estad́ıstica suficiente T , con soporte
discreto pero infinito, es el ĺımite de una sucesión de modelos con sopor-
te finito en los que el método de inferencia es invariante bajo reflexión
de datos. Si las distribuciones inferidas para el parámetro convergen, se
dice que el método es asintóticamente invariate bajo reflexión de datos.

Ahora se da la versión del teorema 4.4 para una distribución de serie
de potencias con soporte infinito. Cuando el rango es no acotado no
hay variable aleatoria V ((complementaria)).

Teorema 4.7. Sea T una estad́ıstica con rango de valores en {0, 1, · · · }.
Si su distribución pertenece a la familia de serie de potencias con paráme-
tro θ, entonces la distribución fiducial corregida a la mitad que se induce
es el ĺımite de las correspondientes distribuciones fiduciales corregidas
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a la mitad, que se obtienen al condicionar el rango a {0, 1, · · · ,M}
cuando M →∞, de modo que el método seguido para obtener la distri-
bución fiducial corregida a la mitad es asintóticamente invariante bajo
reflexión de datos.

Enseguida vemos dos ejemplos de distribuciones muy conocidas, las
cuales también pertenecen a la familia de distribuciones de series de
potencias.

Ejemplo 4.8. (Distribución de Poisson). Sea G(t;λ) =
∑t

j=0
e−λλj

j!

la función de distribución de una variable aleatoria T con distribución
de Poisson. La sucesión ĺımite de G(t;λ)

GM(t;λ) =


∑t
j=0

λj

j!∑M
j=0

λj

j!

si t = 0, 1, · · · ,M,

1 si t = M + 1, · · · ,

satisface que GM(t;λ) es decreciente como función de λ,
ĺımλ→0GM(t;λ) = 1 y ĺımλ→∞GM(t;λ) = 0.

Por el teorema 4.7, la distribución fiducial corregida a la mitad que
se obtiene es asintóticamente invariante bajo reflexión de datos. La
función de distribución fiducial es

H(λ; t) =

{
1−G(t;λ) si t = 0,
1
2
(1−G(t;λ)) + 1

2
(1−G−(t;λ)) si t = 1, 2, · · · ,

y la función de densidad fiducial corregida a la mitad es

h(λ; t) =

{
e−λ si t = 0,
1
2

(
e−λλt−1

(t−1)!
+ e−λλt

t!

)
si t = 1, 2, · · · .

Ejemplo 4.9. (Distribución Binomial Negativa). Sea r ≥ 1 un
entero conocido. La densidad de la Binomial Negativa con parámetro
desconocido p ∈ (0, 1) es

g(t; p) = pr
(
t+ r − 1

r − 1

)
(1− p)t, t = 0, 1, · · · .

La función de distribución G(t; p) es no decreciente como función de
p y la sucesión ĺımite de G(t; p) es

GM(t; p) =


∑t
j=0 (j+r−1

r−1 )(1−p)j∑M
j=0 (j+r−1

r−1 )(1−p)j
si t = 0, 1, · · · ,M,

1 si t > M.
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La sucesión correspondiente de funciones de distribución fiduciales
corregidas a la mitad es

HM(p; t) =


GM(t; p) si t = 0,
1
2
GM(t; p) + 1

2
G−M(t; p) si t = 1, . . . ,M − 1,

G−M(t; p) si t = M,

la que satisface

ĺım
p→1

HM(p; t) = 1 y ĺım
p→0

HM(p; t) =

∑t
j=0

(
j+r−1
r−1

)∑M
j=0

(
j+r−1
r−1

) > 0,

de modo que HM(p; t) tiene una masa positiva en p = 0 para cada M .
Pero

ĺım
M→∞

∑t
j=0

(
j+r−1
r−1

)∑M
j=0

(
j+r−1
r−1

) = 0.

Aśı, la función de distribución fiducial corregida a la mitad es

H(p; t) =

{
G(t; p) si t = 0,
1
2
G(t; p) + 1

2
G−(t; p) si t = 1, 2, · · · ,

y la densidad fiducial es

h(p; t) =

{
β(p; r, t+ 1) si t = 0,
1
2
β(p; r, t+ 1) + 1

2
β(p; r, t) si t = 1, 2, · · · .

Por el teorema 4.7, esta distribución fiducial es asintóticamente inva-
riante bajo reflexión de datos.

En [11] se pueden ver más propiedades de las distribuciones fiduciales
de los ejemplos 4.8 y 4.9.

5. Comentarios finales

Federico teńıa confianza en el futuro de la inferencia fiducial. Los hechos
parecen haberle dado la razón, como se puede constatar de acuerdo a los
trabajos sobre esta área publicados en la literatura estad́ıstica. Ejemplo
de ello son [3], [9], y [15], por citar solo algunos.
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2207–2212.

[13] G. Taraldsen y B. H. Lindqvist, ((Fiducial Theory and Optimal Inference)), The Annals
of Statistics, vol. 41, núm. 1, 2013, 323–341.
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