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1. Introducciéon

El propdsito de este trabajo es mostrar un panorama del trabajo desa-
rrollado por Federico en inferencia fiducial. Para ver con méas detalle
los resultados que aqui se presentan, asi como para conocer mas acerca
de las ideas y concepcion de Federico sobre esta area de la estadistica,
se recomienda leer los articulos [10], [11], y [12].

Como investigador, Federico cultivd varias dreas de la estadistica.
Una de ellas fue la inferencia fiducial, en la que me dirigié la tesis de
doctorado. Después de terminarla continué trabajando con él en esta
area. Como resultado de ello se publicaron dos articulos, uno sobre
generadores fiduciales y otro sobre la distribucion fiducial en una familia
de series de potencias; en el segundo también colaboré la Dra. Silvia
Ruiz Acosta. En este articulo voy a referirme a algunos aspectos del
trabajo que hicimos en dichos articulos.

Como una alternativa al argumento bayesiano, Fisher (véase [4]) pro-
puso el argumento fiducial. En este enfoque el propdsito es obtener una
distribucién k() del pardmetro 6, a partir de la muestra observada z,
pero, a diferencia de la inferencia bayesiana, sin considerar ninguna dis-
tribucién a priori m(). Si T'(X) es una estadistica suficiente tal que su
funcion de distribucion G(t; 0) es decreciente como funcién de 6, enton-
ces bajo ciertas condiciones de regularidad ([4]) la distribuciéon fiducial
de 0 es H(6;t) = 1 — G(t;0). Si G(t;0) es creciente como funcién de
6, entonces la distribucién fiducial de 6 es H(6;t) = G(t;0). Este en-
foque enfrenta varias dificultades en el caso multiparamétrico, excepto
cuando la distribucién tiene estructura de grupo (véase [6]). Aunque
Fisher y Quenouille (véase [2]), en particular, trataron de obtener un
método para deducir la distribucién fiducial en el caso multiparamétri-
co, sus resultados fueron més bien controversiales, lo que origind que
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durante gran parte de la segunda mitad del siglo pasado el argumento
fiducial fuera practicamente dejado de lado. Sin embargo, aproxima-
damente a partir de este siglo se ha convertido otra vez en un &area
de investigacion activa. Como resultado de ello varios autores han pro-
puesto formas alternarivas para aplicar el argumento fiducial en el caso
multiparamétrico; véase, por ejemplo, [13], [14], [7], [3], y [15].

En la seccién 2| se presenta el generador que se obtuvo para la dis-
tribucién fiducial de los pardmetros de la distribucion Gammal(a, ),
asi como una comparacién que se hizo de la fiducial con las distribu-
ciones bayesianas a posteriori, cuando las distribuciones a priori son la
de Jeffreys (véase [I]) y las de referencia (véase [10]). En la seccién
se ve el generador fiducial que se dedujo en el caso de la distribucién
Gaussiana Inversa. También se ven ejemplos en los que las distribucio-
nes fiduciales obtenidas se comparan con las distribuciones bayesianas
a posteriori cuando las distribuciones a priori son la de Jeffreys y la
de Jeffrey modificada (véase [1]); las comparaciones resultan interesan-
tes. Por 1ltimo, en la seccién [4] se aborda el caso de la distribucion
fiducial para distribuciones discretas que pertenecen a la familia de dis-
tribuciones de series de potencias, segun [§]. Los resultados obtenidos,
ademas de ser interesantes desde un punto de vista tedrico, muestran
la creatividad que caracterizé a Federico como investigador.

2. Distribucién Gamma(a, )

Recordemos que

1 xa—le—x/ﬁ

NGRS ’

f(I,O[,ﬁ): \V/ZUER,

es la funcién de densidad de la distribucién gamma con parametro de
forma a y pardmetro de escala 5, Gamma(a, #). Aunque esta distribu-
cién satisface el criterio de Brillinger (véase [2]) para la unicidad de la
distribucién fiducial de (a, ), no tiene estructura de grupo (véase [10]),
motivo por el que no es posible obtenerla en forma cerrada. Sin embargo
se puede deducir su generador fiducial para poder obtener simulaciones
de ella.

Sea X = (X, Xy, -+, X,,) una muestra aleatoria de la distribucién
gamma. A partir del hecho de que

T(Xl, XQ, . ,Xn) = (ﬁ XZ', iX'L>
=1 i=1
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es un estadistico suficiente minimal de (a, (), se obtiene el generador
fiducial, el cual estd dado por las ecuaciones (véase [10])

PO F*l(Ui,a) o= 5
1 - 1/n
( n (Ul,a))" T1 (1)

622— F (U17a> = T27

donde las U;s son observaciones independientes de la distribucién U (0, 1),
Fy (y; &) denota la funcién de distribucién Gamma(a, 1) y

(Ty,Ty) = (HXZX)

Asi, dada una observacién z = (1,2, -+ ,x,) de la muestra alea-
toria X = (X1, Xo, -, X,), se generan m muestras de tamano n de
la distribucién U(0,1), y para cada una de ellas se resuelve numéri-
camente el sistema de ecuaciones que resulta de ; de este
modo obtenemos una muestra de tamano m, (071,31),...,(0%,5;1)
of (a, B). Con esta muestra podemos estimar numéricamente la funcién

de densidad fiducial de (a, 3).

Ejemplo 2.1. Se gener6 una muestra de tamano n = 30, de la dis-
tribucién Gamma(a, ), donde o = 3 y 5 = 5. Con el generador (/1)
se estimaron las densidades fiduciales de o y 3, cuyas graficas apare-
cen como lineas continuas en las figuras [1] y [2 respectivamente. Con
la misma muestra observada xq, xo, ..., 30, se obtuvieron las densida-
des bayesianas a posteriori de o y  usando la distribucién a priori no
informativa de Jeffreys (véase [1]),

r(a, 8) o 5 (a/(0) = D,
g
donde 9(ar) = £ (log I'(@)) y ¢/'(ar) = 24,
Las graficas de estas densidades a posteriori aparecen cada una co-
mo lineas punteadas y segmentadas en las figuras 1 y 2, respectiva-
mente. Otra vez con la misma muestra x, s, ..., x3g de la distribucién
Gamma(3,5), se estimaron las densidades a posteriori, pero ahora (ver
[16]) primero usando como distribucién a priori la de referencia cuando
a es el pardmetro de interés y 3 el de ruido (ordenamiento 7, (av, 3)),

a'(a) — 1)% |

«

N

7@&@a%(

y después cuando la distribuciéon a priori es la de referencia cuando S
es el pardmetro de interés y « es de ruido (ordenamiento mg(c, f)),

(¢/(a))?

ms(a, B) o 5
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donde ¥ (a) = £ (log I'(c)).

Las graficas de estas densidades a posteriori de o y § aparecen en las
figuras[l]y [2] como lineas punteadas cuando la a priori es la de referencia
bajo el ordenamiento 7, (v, ), y como lineas segmentadas cuando la a
priori es la de referencia bajo el ordenamiento m3(a, ).

07 07

06

05

0.4

03

0.2

0.1

(a) Fiducial y bayesianas a posteriori (b) Fiducial y bayesiana a posteriori con
con distribuciones a priori de referencia. a priori de Jeffreys.

Figura 1. Densidades de «. Gréfica con linea continua: fiducial; gréfica con

linea punteada: bayesiana a posteriori con a priori de referencia cuando « es

el parametro de interés; grafica con linea segmentada: bayesiana a posteriori

con a priori de referencia cuando 3 es el pardmetro de interés; grafica con

linea punteada y segmentada: bayesiana a posteriori con a priori de Jeffreys.
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(a) Fiducial y bayesianas a posteriori (b) Fiducial y bayesiana a posteriori con
con distribuciones a priori de referencia. a priori de Jeffreys.

Figura 2. Densidades de 3. Gréfica con linea continua: fiducial; gréfica con

linea punteada: bayesiana a posteriori con a priori de referencia cuando « es

el pardmetro de interés; grafica con linea segmentada: bayesiana a posteriori

con a priori de referencia cuando 3 es el pardmetro de interés; grafica con

linea punteada y segmentada: bayesiana a posteriori con a priori de Jeffreys.
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3. Distribucion Gaussiana inversa

La funcién de densidad de la distribucién Gaussiana Inversa se puede
escribir como (véase [5]),

A Az — p)®
[, A) = g P (—2/~L—2$ ;x> 0,
donde 1t > 0y A > 0 son los pardmetros. Se sabe (véase [5]) que si X =

(X1, Xo, -+, X,,) es una muestra aleatoria de la distribuciéon Gaussiana
Inversa con parametros p1 y A, que se denotard como IG(j, A), entonces
1
X;

X =15 X, tiene distribucién IG(u,nA), V = 31", < :

— = —_— ~
n

X
(%) X%n—1)7 donde ~ significa «tiene distribucién» y X?n—l) denota la
distribucién Ji-cuadrada con n — 1 grados de libertad, (X, V) es una
estadistica suficiente minimal de (z, \), y X y V son independientes. De
este modo, aunque esta distribucion tampoco tiene estructura de grupo,
también satisface el criterio de unicidad de Brillinger para la unicidad
de la distribucién fiducial de (p, A). En lo que sigue por conveniencia
se usa la parametrizacién (u, ), con 0 = ﬁ SiYy = %X, entonces Y ~

1G (%,n), pero su funcién de distribucién también se puede escribir

G(7:0) = @ <— (%) +nf (%)) + e (— (%) —nf (%)) ,

donde ® denota la funcién de distribucion normal estandar. Se puede
demostrar que G es decreciente como funcién de 6, pero que él/H(l)G (g;0) =
_>

N

1
2 ’ .’
2P (— (@) ; asi, dada una observacién x = (zq,x2, - ,z,) de la
Yy

muestra aleatoria X = (X1, Xs, -+, X,,), para un valor dado A\* de A

la distribucion fiducial de 6 ’Eiene en 6 = 0 una masa fiducial dada
por 6(Z,\*) =1 — 2®(—("27)2). En este caso, teniendo en cuenta que

G(Y;0) ~ U(0,1), el generador de la distribucién fiducial de (6, \) estd
dado por las relaciones

~ (3) X
® (— (2)% +nf <%>é> + e (_ (2)% —no <%)é‘)/ o M=)
(2)

donde U es una variable aleatoria con distribucién U(0,1). Asi, da-
da una observacién z = (x1,x9, - ,2,) de la muestra aleatoria X =
(X1, Xo, -+, X,), de la distribucién IG(u, ), primero se encuentra el
valor v = Z:‘:l(xi — 1) de V. Posteriormente se repite el siguiente

procedimiento m veces: Se generan una observacion de la distribucion
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., . . .7 2
U(0,1) y una observacién de la distribucion X(n-1)> Para las que se re-
suelve numéricamente el sistema de ecuaciones que resulta de . De

este modo obtenemos una muestra de tamano m, (61, /\~1), oo (O, )Cm)
de (6, A). Con esta muestra podemos estimar numéricamente la funcion

de densidad fiducial de (6, \).

Ejemplo 3.1. Se gener6 una muestra aleatoria de tamano n = 25 de la
distribucién IG(2,10), (es decir, § = 5). Usando el generador fiducial
se obtuvieron 100,000 valores (91, )\1), (‘92, /\2), ey (9100000, )\100000)
de (0, )), con los que se estimaron las densidades marginales de A y
6. Sus gréficas estdn en lineas continuas en la figura [3] Con la mis-
ma muestra observada i, s, ..., Ts5, se obtuvieron las distribuciones
bayesianas a posteriori de A\ y 6, usando la distribucién a priori no
informativa de Jeffreys

(e, N) oc A2 7302,

Sus gréficas aparecen en lineas segmentadas en la figura[3| Otra vez con
la misma muestra observada x1, s, . . ., o5 de la distribucién 1G(2, 10),
se estimaron las densidades bayesianas a posteriori de A y 6, pero ahora
usando la distribucion a prori modificada de Jeffreys, la cual es

T (11, X) 0 A~ 2.

Sus graficas estdn en lineas punteadas en la figura 3]

(a) Densidades de A. (b) Densidades de 6.

Figura 3. Gréficas en lineas continuas: fiduciales; graficas en lineas puntea-
das: bayesianas a posteriori con a priori modificada de Jeffreys; graficas en
lineas segmentadas: bayesianas a posteriori con a priori de Jeffreys.

Ejemplo 3.2. Ahora se observé una muestra de tamano n = 35 de la
distribucién Gaussiana Inversa para la cual § = 0.01. Los resultados
aparecen en la figura [] donde solo se muestran las graficas para 6
debido a la importancia en ellas de la masa fiducial. En la primera
grafica la densidad fiducial se normalizé de modo tal que su integral
sea 1, mientras que en la segunda aparece tal y como fue generada
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directamente. En esta figura se aprecia la diferencia entre la densidad
fiducial y las densidades bayesianas a posteriori obtenidas.

0.1 0.15 02 0.1 0.15 0.2

a) Densidad fiducial dividida entre (b) La densidad fiducial tiene en cero
0.5176. una masa empirica de 0.4824; la masa
tedrica de de 0.4859.

Figura 4. Densidades de 6. Gréficas en lineas continuas: fiduciales; graficas
en lineas punteadas: bayesianas a posteriori con a priori modificada de Jef-
freys; gréficas en lineas segmentadas: bayesianas a posteriori con a priori de
Jeffreys.

4. Distribuciéon fiducial en una familia de series de
potencias

Sea T una estadistica suficiente minimal del pardmetro 7, tal que T es
una variable aleatoria discreta y su distribucién pertenece a la familia
Exponencial Natural

9(t;n) = a(n)b(t) exp(tn), n € (1, 7).
Si G(t;n) es su funcién de distribucién, entonces G(t;7) es decreciente
como funcién de n, imG(¢t;n) = 1 y limG(¢;n) = 0. Sin embargo, la
n—n n—n

funcién de distribucién de T' continua por la izquierda, G~ (¢; 1), también
satisface estas propiedades, es decir, G(t;n) v G (t;n) satisfacen las
propiedades de monotonia y de limite establecidas por Fisher (véase
[4]) para la distribucién fiducial. Asi, en este caso se pueden obtener
funciones de distribucién fiduciales H., combinando G(t;n) y G (t;n)
como sigue:

Hy(mit) =71 =G(tn) + (1 -1 -G (tn)), conyel0,1].
Cuando el rango de valores de T es acotado, digamos {0,1,--- , M},
se tiene que para los valores extremos de 7" (0 o M) solo una de las
funciones de distribucion acumuladas, Gy G~, es no constante, de modo
que excepto para estos casos la distribucion fiducial que resulta para

v = % es la tinica eleccion de v para la que se cumple que la distribucién
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fiducial que se obtiene es invariante en el sentido de la definicién [4.2
A esta distribucion se le llamara la distribucion fiducial corregida a la
matad.

4.1 Familia de series de potencias

Definicién 4.1. Se dice que una distribucién es de serie de potencias
si su funcién de densidad se puede escribir como

f(x;:0) = ZETZQ)C’

donde el pardmetro # > 0, la variable aleatoria X toma valores en
{0,1,---}, B, >0 paraz =0,1,---,y A(0) = >, B.0".

Una distribucion de serie de potencias pertenece a la familia Expo-
nencial Natural, con parametro n = log6. Si X, X5, -+, X,, es una
muestra aleatoria de una distribucién de serie de potencias, entonces
T = >" X, es una estadistica suficiente minimal, y su distribucién
también es de serie de potencias (véase []]).

Un caso muy especial ocurre cuando el rango de valores de X es
acotado, digamos {0,1,--- , K}.

Definicién 4.2. (Invarianza bajo reflexién de datos). Si la distri-
bucién fiducial para € que se infiere de T', la cual tiene soporte finito
{0,1,--- , M} y distribucién con pardmetro 6, es la misma que la distri-
bucién fiducial obtenida transformando la distribucion fiducial para 6*
inferida de M — T, la cual tiene distribucién con pardmetro 6*, entonces
el método de inferencia es invariante bajo reflexiéon de datos.

La demostracion de los resultados que se enunciaran de aqui en ade-
lante se pueden consultar en [11].

Lemma 4.3. Sean X;,i = 1,--- ,n, variables aleatorias discretas in-
dependentes idénticamente distribuidas con rango acotado de valores
{0,1,--- K}, yseaT =50 X;. Si la distribucion de las X;'s es de
serie de potencias con pardametro 0, entonces la estadistica V- = M —T,
donde M = nK, también tiene una distribucion de serie de potencias
con pardmetro 071,

El siguiente teorema establece la invarianza bajo la reflexién de datos
de la distribucién fiducial corregida a la mitad.

Teorema 4.4. Sea X una variable aleatoria con rango finito 0,1, --- | K,
tal que su distribucion es de serie de potencias con pardmetro 6, y sea
T = >7" X, donde las X;,i = 1,--- ,n son independientes con la
misma distribucion de X. Entonces la distribucion fiducial corregida a



INFERENCIA FIDUCIAL 57

la mitad para 0 que se infiere habiendo observado T = t, y la distri-
bucion fiducial corregida a la mitad que se infiere habiendo observado
V =w, donde V tiene la misma distribucion de niK — T, coinciden si
v =nK —t. Por lo tanto, el método para obtener la distribucion fiducial
corregida a la mitad es invertante bajo reflexion de datos.

Ejemplo 4.5. (Distribucién Bernoulli). El ejemplo més sencillo de
una distribucién de serie de potencias con rango finito, el cual es {0, 1},
es la Bernoulli. La funcién de densidad h(#;t) que corresponde a la
funcién de distribucién fiducial corregida a la mitad, H(6;t), es

cn(0)(7)0" sit =0,
h(f;t) = ¢ 3 (cn(é’)("zl)Qt) +3 (cn(Q)(’Z:ll)Qtfl) sit=1,...,n—1,
() (320 sit =,

t—1
donde ¢, (0) = o Y 0 =5

En este caso la invarianza bajo reflexion de datos se refiere a inva-
rianza cuando se intercambian éxito y fracaso, es decir, p por g y T' por
V, donde ¢ = 1 — p. En [11I] se pueden ver més propiedades de esta
distribucién fiducial.

4.2 Serie de potencias: Caso no acotado

Por conveniencia, nos referiremos ahora a la distribucién de 7' = " | X;
con distribucion de serie de potencias, donde ahora T toma valores

0,1,---, y donde el parametro es # > 0. Sea
Btetﬁ
t;0) = ——
g( Y ) A(e)?

con A(f) = 322, Bje’?, su funcién de densidad.

Definicién 4.6. (Invarianza asintética bajo reflexién de datos).
Supongamos que un modelo de la estadistica suficiente T', con soporte
discreto pero infinito, es el limite de una sucesién de modelos con sopor-
te finito en los que el método de inferencia es invariante bajo reflexion
de datos. Si las distribuciones inferidas para el pardmetro convergen, se
dice que el método es asintéticamente invariate bajo reflexién de datos.

Ahora se da la versién del teorema |4.4) para una distribucién de serie
de potencias con soporte infinito. Cuando el rango es no acotado no
hay variable aleatoria V' «complementarias.

Teorema 4.7. Sea T una estadistica con rango de valores en {0, 1, - - }.
S su distribucion pertenece a la familia de serie de potencias con pardme-
tro 0, entonces la distribucion fiducial corregida a la mitad que se induce
es el limite de las correspondientes distribuciones fiduciales corregidas
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a la mitad, que se obtienen al condicionar el rango a {0,1,--- M}
cuando M — oo, de modo que el método sequido para obtener la distri-
bucion fiducial corregida a la mitad es asintoticamente invariante bajo
reflexion de datos.

Enseguida vemos dos ejemplos de distribuciones muy conocidas, las
cuales también pertenecen a la familia de distribuciones de series de
potencias.

Ejemplo 4.8. (Distribucién de Poisson). Sea G(t; \) = Z;:o e_;!’\j
la funcién de distribucién de una variable aleatoria T' con distribuciéon

de Poisson. La sucesién limite de G(t; \)

S 3
GM(t; )‘) = Z;‘M:O%
1 sit=M4+1,---,

sit=01,---,M,

satisface que Gp(t;\) es decreciente como funciéon de A\,
limy 0 G (t;A) =1y limyoo Gpr(t; A) = 0.

Por el teorema [£.7] la distribucién fiducial corregida a la mitad que
se obtiene es asintéticamente invariante bajo reflexion de datos. La
funcién de distribucion fiducial es

1-G(t;\) sit=0,

= {%u —G(EN) + 51 -G (EN) st =12,

y la funcién de densidad fiducial corregida a la mitad es

ersit=0,
h()\, Zf) =931 <e—>\)\t—l e A\t

2\ (-1 t!

) Sit=1,2--.

Ejemplo 4.9. (Distribucién Binomial Negativa). Sea r > 1 un
entero conocido. La densidad de la Binomial Negativa con parametro
desconocido p € (0,1) es

La funcién de distribucién G(t;p) es no decreciente como funcién de
py la sucesion limite de G(t; p) es

t JjH+r—1 ;
o(Utha-py
j - sit=0,1,---,M,
Gu(t;p) = { Xito () (-p)y S1 Ly
1 sit> M.
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La sucesién correspondiente de funciones de distribucién fiduciales
corregidas a la mitad es

Gu(tip) sit =0,
Hy(pit) = 3Gu(tip) + 5Go(tip) sit=1,.... M — 1,
Gy (tip) sit = M,
la que satisface
t +r—1
>-0 (701)
M j+r—1
2= (5510)
de modo que Hy(p;t) tiene una masa positiva en p = 0 para cada M.
Pero . .
e
lim Zj:O (j r—1 )
M j+r—1
Moo 37070 )
Asi, la funcion de distribucién fiducial corregida a la mitad es

Hip:t) = G(t;p) sit =0,
P 1G(tp) + 3G (tp) sit=1,2,- -+,

ZloquM(p;t) =1y })g%HM(p;t) = >0,

=0.

y la densidad fiducial es
irt+1)sit =0,
h@#)z{?@ feyerss
§ﬁ(p,r,t—i— )+§6(p7rat)81t_ s Lyt

Por el teorema [£.7] esta distribucién fiducial es asintéticamente inva-
riante bajo reflexion de datos.

En [I1] se pueden ver més propiedades de las distribuciones fiduciales

de los ejemplos y 4.9

5. Comentarios finales

Federico tenia confianza en el futuro de la inferencia fiducial. Los hechos
parecen haberle dado la razén, como se puede constatar de acuerdo a los
trabajos sobre esta area publicados en la literatura estadistica. Ejemplo
de ello son [3], [9], y [15], por citar solo algunos.

6. Agradecimientos
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