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1 Geod�esias en super�iesAunque nos pareza un heho trivial, uando onsideramos una super-�ie S dentro de R3 , ella adquiere una estrutura m�etria induida porla m�etria Eulideana en el espaio ambiente. Esto es tautol�ogiamenteobvio: dados vetores X; Y tangentes a S en un punto p, podemos pen-sarlos omo vetores en R3 basados en el mismo punto, y de�nir suproduto interno por hX; Y ip = hX; Y iR3 :En partiular, podemos de�nir la norma de X en p por la expresi�onkXkp = hX;Xi 12R3 :Con esto en mente, podemos ahora plantearnos el problema de me-dir longitudes de urvas (t) = (x(t); y(t); z(t)) que yaen en S, esdeir, urvas para las uales (t) 2 S para todo t. La solui�on de dihoproblema es relativamente senilla. Si onsideramos un segmento de laurva  in�nitesimalmente peque~no, entre t y t + dt, la longitud dl deeste segmento, a la ual llamaremos el elemento diferenial de longitud,�El presente trabajo fue realizado bajo los auspiios de la Fundai�on Gabriellay Paul Rosenbaum. 17



18 Santiago R. Simanaestar�a dada por dl = k _k(t)dt. La longitud de la urva entre los puntos(t0) y (t1) es la suma de estas ontribuiones in�nitesimales desde t0and t1, es deir, la integralL() = Z t1t0 dl = Z t1t0 k _k(t)dt : (1)Observe que diha expresi�on tiene sentido siempre que sepamos medirla longitud del vetor veloidad de la urva, independientemente de sila super�ie est�a inmersa en el espaio Eulideano o no.Ejemplo 1. Las urvas 1(t)=(os t; sen t; t) and 2(t)=(os 2t; sen 2t; t)yaen ambas en el ilindro f(x; y; z) : x2 + y2 = 1g. Comienzan enp = (1; 0; 0) uando t = 0, y pasan por el punto q = (1; 0; 2�) uandot = 2�. Sus longitudes entre estos dos puntos sonL(1) = 2p2� y L(2) = 2p5� ;respetivamente. >Por qu�e es L(1) menor que L(2)?Sabiendo entones medir las longitudes de urvas en una super�ie,podemos plantearnos problemas un tanto m�as exigentes. Entre otros,si nos damos puntos p y q en S, podemos preguntarnos si existen urvasen la super�ie que unan a los puntos en uesti�on, y de ser as��, entretodas tales urvas, quisieramos enontrar aquella que tenga la menorlongitud.La primera parte del problema anterior es relativamente banal. Avees los puntos p y q dados no pueden onetarse por medio de urvasont��nuas en la super�ie, omo en el aso de la super�ie en R3 de�nidapor la euai�on x2 � y2 � z2 = 1, la ual posee dos hojas, y puntos enuna de ellas no pueden ser unidos on puntos en la otra. Por tal motivo,nos apartaremos de trivialidades inneesarias onsiderando solamentesuper�ies que sean onexas, o en el peor de los asos, onsiderando tansolo una omponente onexa de la super�ie dada. Pues si p y q yaenen la misma omponente, siempre existir�an urvas (ont��nuas) que losunan.Bajo esta suposii�on, la segunda parte del problema adquiere sen-tido: puesto que existen urvas que unen a dos puntos dados p y q,podemos preguntarnos si existe una urva on tal propiedad uya lon-gitud sea lo m�as peque~na posible. Tal urva ser�a, por de�nii�on, unaurva geod�esia que une a p y a q. De manera un poo m�as general,se de�ne omo geod�esia entre p y q a ualquier urva en S que una a



Geod�esias y Curvatura 19estos puntos y que sea un punto r��tio del funional longitud desritoen (1).Previo al estudio de ejemplos, observemos que la solui�on al pro-blema de �omo medir longitudes de urvas nos abre un gran amino deposibilidades para el estudio de la super�ie S. En efeto, puesto quedados puntos p y q en S existen urvas que los unen uyas longitudessabemos �omo medir, podemos de�nir la funi�ondS(p; q) = inf L() ;tomando el ��n�mo sobre todas las urvas en S que unen a los puntosdados. Diha funi�on laramente satisfae las siguientes propiedades:a) dS(p; q) � 0, y es ero si p = q;b) dS(p; q) = dS(q; p);) dS(p; q) � dS(p; r) + dS(r; q).Exepto por una propiedad que hae falta veri�ar, dS de�ne una noi�onde distania en la super�ie S. Tal propiedad tiene que ver on elre��proo de la propiedad indiada en (a): dS(p; q) solo puede ser erouando p = q.Esto le on�ere a la super�ie S una estrutura de espaio m�etrio.Podemos entones preguntarnos si diha estrutura m�etria determinade alguna forma u�ales son las urvas geod�esias en S. La respuesta ess��, y est�a odi�ada en la desigualdad triangular (). Pues si de�nimosuna noi�on de tri�angulo en la super�ie uyos lados tengan longitudesque satisfagan esta desigualdad, los segmentos de urvas que delimitana tal tri�angulo son neesariamente segmentos de urvas geod�esias enel espaio m�etrio (S; dS). Veamos.Ejemplo 2. >Cu�ales son las geod�esias en el plano on la m�etria Eu-lideana?Primero que todo, podemos ambiar de oordenadas si es neesario,para que en el nuevo sistema el plano dado sea el plano xy. Y en lo querespeta a este problema, nos referiremos a diho plano omo a R2 onsu m�etria usual, olvid�andonos que est�a inluido en R3 . No ometemosning�un error al haerlo pues las m�etrias de R2 y R3 son ompatibles.La noi�on de distania entre los puntos p = (p1; p2) y q = (q1; q2) est�adada por d(p; q) =p(p1 � q1)2 + (p2 � q2)2.La distania d ha sido usada desde hae muhos siglos en el estudiode tri�angulos, onjuntos delimitados por tres segmentos de retas. La



20 Santiago R. Simanalongitud de un lado en un tri�angulo ualquiera es la distania entrelos v�erties que lo de�nen, y las longitudes de los tres lados satisfaenla desigualdad triangular. Esto es todo lo que neesitamos para poderonluir que los segmentos de retas son las urvas geod�esias del plano.En efeto, dados los puntos p y q, existe una urva que los une, ypuesto que las longitudes est�an aotadas inferiormente, podemos de�nird(p; q) = inf L(). Supongamos que diho ��n�mo es realizado poralguna urva (t). Si diha urva no es un segmento de reta, tomemosuna pori�on su�ientemente peque~na de ella, digamos entre t = a yt = b donde esto se mani�este. Consideremos los puntos p0 = (a) yq0 = (b), y un punto intermedio r = (t) para ierto t 2 (a; b). Como no es un segmento de reta en diho intervalo, los puntos p0, q0 y rde�nen un tri�angulo. Si el intervalo [a; b℄ tiene medida muy peque~na,el segmento de reta entre p0 y r tiene longitud l1 aproximadamenteigual a la longitud de  entre dihos puntos. De manera similar, elsegmento de reta entre r y q0 tiene longitud l2 aproximadamente iguala la longitud de  entre dihos puntos. En onseuenia, la longitud de entre p0 y q0 es aproximadamente igual a l1 + l2, y la aproximai�ones ada vez mas exata en la medida en que el intervalo [a; b℄ se hagaada vez m�as peque~no. Pero ahora bien, si l es la longitud del segmentode reta entre p0 y q0, por la desigualdad triangular podemos onluirque l < l1 + l2. Luego, obtendremos una urva entre p y q de longitudestritamente m�as peque~na que L() si reemplazamos a la urva  en elintervalo [a; b℄ por el segmento de reta que une los puntos (a) y (b).Pero esto ontradir��a el heho de que  realiza la distania entre p yq, y por ende no puede haber una urva entre tales puntos de longitudmenor a la longitud de .Ejemplo 3. Podr��amos ataar el problema planteado en el ejemploanterior usando t�enias de C�alulo Diferenial. Nos damos la funi�onlongitud de , L(), para una urva  que une a p y q, y nos proponemoshayar su m��nimo. Haemos esto hayando los puntos r��tios de L, esdeir, aquellos puntos donde su derivada se hae ero. >Qu�e quieredeir eso? Puesto que L es una funi�on de , la interpretai�on de estem�etodo hay que haerla on ierta deliadeza.Comenemos por alarar un tanto el dominio de la funi�on L, elual hemos ignorado hasta el presente. Se trata del onjunto de urvasque unen a p y q. No perdemos ninguna generalidad si suponemosque tales urvas unen a dihos puntos en tiempo 1, omenzando ent = 0 en p y terminando en t = 1 en q. Y puesto que queremosalular sus longitudes, supondremos adiionalmente que tales urvasson difereniables on respeto a t. O diho de otra forma, que poseen



Geod�esias y Curvatura 21vetor veloidad en ada punto. Tambi�en neesitaremos que poseanvetor aelarai�on, para lo ual se requiere la existenia de segundasderivadas. Terminamos as�� onsiderando al onjuntoCpq = f : [0; 1℄ 7! R2 C2 difereniable ; (0) = p; (1) = qgomo el dominio de la funi�on L,L : Cpq 7! R ;de manera que si esribimos a  en oordenadas omo (t)=(1(t); 2(t)),tendremos que L() = Z 10 s�d1dt �2 + �d2dt �2dt :>C�omo podemos alular la derivada de L? Reduiendo diho �al-ulo al de la derivada de una funi�on de variable real, omo aquellassobre las uales aprendemos en ursos elementales. Veamos.Sea h : [0; 1℄ 7! R2 una funi�on ualquiera que al menos sea diferen-iable dos vees, y tal que h(0) = h(1) = (0; 0). Para un par�ametro real� y una urva  en Cpq, la funi�on � = +�h tambi�en ser�a un elementode Cpq, es deir, una urva C2 difereniable que une a los puntos p y q.No paree el que hayamos ganado muho, pero el argumento a�un notermina. Supongamos que  es un punto r��tio de L, y m�as espei�a-mente a�un, supongamos que  es un m��nimo de L. Luego, L() � L(~)para toda urva ~ 2 Cp;q. En partiular, para ualquier h omo la delp�arrafo anterior, tendremos que L() � L(� ), y la funi�on L(� ) tieneun m��nimo loal en � = 0. Por lo tanto, su derivada on respeto a �debe ser nula uando � = 0.Como funi�on de � , L(� ) es una funi�on omo las estudiadas enursos de C�alulo Diferenial. Determinaremos su derivada, y usare-mos el resultado para deduir la onlusi�on apropiada on respeto alproblema de minimizai�on que originalmente nos propusimos.Usemos la notai�on _ para referirnos a derivadas on respeto a t,el argumento de la urva  (o de h). Usando la regla de la adena,obtenemos que:dd� L( + �h) j�=0 = dd� Z 10 s�d(1 + �h1)dt �2 +�d(2 + �h2)dt �2dt j�=0= Z 10 1k _k ( _1 _h1 + _2 _h2)dt :



22 Santiago R. SimanaAhora podemos integrar por partes. Puesto que h(0) = h(1) = (0; 0),los t�erminos de borde se anulan, y obtenemos por resultadodd� L(� ) j�=0= � Z 10 �h1 ddt � _1k _k� dt+ h2 ddt � _2k _k�� dt :Para que  = 0 sea un m��nimo de L, la expresi�on anterior debeser identiamente nula para ualquier h = (h1; h2) del tipo onsiderado.Esojamos a h de la formah = �(t) ddt � _k _k� ;donde �(t) es una funi�on no negativa en [0; 1℄ que se anula en 0 y en1, y que es identiamente igual a 1 en asi todo el resto del intervalo.Conluimos, por positividad del integrando, queddt � _k _k� = 0 : (2)Podemos re-esribir el resultado anterior on respeto a un par�a-metro m�as onveniente que el par�ametro t. Despu�es de todo, t fueseleionado arbitrariamente y, por onvenienia, podemos ambiarlo anuestro antojo. En efeto, onsideremos el par�ametro longitud de aros, relaionado on t por la euai�on diferenialdsdt = k _(t)k :Notemos que omo funi�on de s, el vetor veloidad de  tiene norma1. De heho, dds = _k _k ;lo ual hae mani�estamente obvio lo a�rmado. La euai�on (2) esequivalente a d2ds2 = 0 :En otras palabras, omo funi�on de la longitud de aro, (s) tieneaelerai�on nula, y por lo tanto, debe ser una funi�on lineal en s. Puestoque une a los puntos p y q, si l es la longitud de  entre dihos puntos,tendremos que (s) = l � sl p+ sl q :



Geod�esias y Curvatura 23N�otese omo _(s) = (q�p)=l es un vetor de norma 1 pues l = kq�pk.Y observe que en este aso, la uniidad del punto r��tio del funionalL en (1) es su�iente para onluir que la urva  es en realidad sum��nimo.Las geod�esias en el plano que pasan a trav�es de un punto dadojam�as vuelven a toarse. Por otro lado, dada una geod�esia y un puntoexterior a ella, existe una �unia geod�esia que ontiene a diho punto yque no interseta a la geod�esia iniial. utEjemplo 4. >Cu�ales son las geod�esias de la esfera de radio a? Respon-deremos a esta pregunta de manera muy senilla, utilizando nuevamenteel argumento del Ejemplo 2.El radio a arateriza a la esfera da una manera esenial. Y por estarinluida en R3 , la esfera hereda una noi�on de distania induida por lanoi�on de distania en diho espaio. De heho, aprendemos sobre estanoi�on muy r�apidamente, en ursos de Geometr��a Eulideana. Puesdado puntos p y q en la esfera de radio a, la distania entre ellos esigual a a�, donde � es el �angulo que sustenta el aro de p a q sobreel meridiano de�nido por dihos puntos. Llamamos meridiano de unaesfera a ualquier irunferenia que tenga el mismo radio y entro dela esfera en uesti�on. Ellos son el resultado de intersetar la esfera onplanos que ontienen a su entro. Dos puntos distintos de la esferadeterminan un meridiano de manera �unia, pues ellos, junto on elentro, determinan de manera �unia un plano.De esta manera, ya sabemos medir las distanias entre puntos deuna esfera dada. Ahora podemos de�nir un tri�angulo esf�erio. Comen-zaremos por deir que tres puntos de la esfera p, q y r no son olinealessi los tres no yaen simultaneamente sobre el mismo meridiano. Dadotales puntos, el tri�angulo esf�erio que ellos de�nen es el onjunto depuntos de la esfera aotado por los aros de los meridianos determina-dos por p y q, q y r, y r y p, respetivamente.Las longitudes de los lados de tri�angulos esf�erios satisfaen la de-sigualdad triangular. En onseuenia, repitiendo el argumento delEjemplo 2, podemos onluir que las geod�esias de la esfera son sussegmentos de meridianos.Las geod�esias esf�erias (en otras palabras, los meridianos) que pa-san a trav�es de un punto vuelven a enontrarse en el punto antipodal.Por otro lado, dada una geod�esia y un punto exterior a ella, no existeninguna otra geod�esia que ontenga a diho punto y que no intersetea la geod�esia iniial. ut



24 Santiago R. SimanaEjeriio 5. Conv�enzase de que los tri�angulos esf�erios satisfaen ladesigualdad triangular (relaione este heho on propiedades de los o-nos s�olidos sustentados por tri�angulos esf�erios).Ejeriio 6. D�e una demostrai�on de que las geod�esias esf�erias sonsegmentos de meridianos mayores usando un prinipio variaional, omoel utilizado en el Ejemplo 3. >Qu�e sistema de oordenadas ser��a onve-niente utilizar? >C�omo debe ser el vetor aelerai�on de una geod�esiaesf�eria en relai�on on la esfera misma?Ejemplo 7. Finalmente onsideramos un aso muy interesante, el ualnos servir�a de muho. Por ahora nos ilustrar�a la dependenia estrehaque hay entre la noi�on de geod�esia y la m�etria subyaente sobre lasuper�ie en uesti�on.Por razones hist�orias, imitaremos la notai�on usada en F��sia. Mi-raremos el onjunto de puntos (x; y; t) 2 R3 = R2+1 que satisfaen larelai�on x2 + y2 � t2 = �a2 para ierto n�umero real a > 0:Ha = f(x; y; t) : x2 + y2 � t2 = �a2g :Sin embargo, le daremos a �este onjunto una estrutura m�etria que noes la induida por la m�etria Eulideana en R3 . Veamos.Dar una m�etria en una super�ie es darse una manera de medirel produto interno de vetores tangentes a la super�ie en ualquierpunto de ella. Si U = u1�x + v1�y + w1�t y V = u2�x + v2�y + w2�tson vetores tangentes a R3 , de�niremos la forma bilineal Q por laexpresi�on Q(U; V ) = u1u2 + v1v2 � w1w2 :A R3 provisto on esta estrutura le llamaremos espaio-tiempo, termi-nolog��a usada por los F��sios, y an�aloga al onepto de espaio Euli-deano, t�ermino usado por los Matem�atios para referirse a R3 provistoon su estrutura m�etria habitual. Usando esta forma uadr�atia, elonjunto Ha se torna en la Q-esfera de radio p�a2.Q no es un produto interno porque en general Q(U; U) no es mayoro igual que ero. De heho, podemos lasi�ar los vetores tangentesen tres tipos: deimos que U es un vetor espaial si Q(U; U) > 0; U esun vetor temporal si Q(U; U) < 0; y U es un vetor nulo �o en el onode luz si Q(U; U) = 0.Le daremos a Ha la m�etria que la forma bilineal Q indue sobrela super�ie. Es deir, de�niremos el produto interno en Ha por laexpresi�on hU; V i def= Q(U; V ) : (3)



Geod�esias y Curvatura 25<Un momento! >Por qu�e es esto un produto interno sobre Ha? Paraello todos los vetores no triviales tangentes a Ha tendr��an que serespaiales, y eso no paree obvio, >verdad?En efeto, no es obvio, pero lo podemos veri�ar. Consideremos unvetor tangente a Ha en el punto (x; y; t):U = u�x + v�y + w�t :Puesto que U es tangente a Ha en (x; y; t), tenemos quexu+ yv � tw = 0 ;y por ende, hU; Ui = uu+ vv � ww= u2 + v2 � (xu+ yv)2t2� t2(u2 + v2)� (u2 + v2)(x2 + y2)t2= a2t2 (u2 + v2) :En la obteni�on de este resultado, hemos apelado al uso de la desigual-dad de Cauhy-Shwarz.La ota inferior en la expresi�on anterior solo puede ser ero si u =v = 0, y en tal aso, w es ero tambi�en. En otras palabras, hU; Ui � 0,y puede ser igual a 0 solamente uando U es el vetor nulo. <Eureka!Sobre la super�ie Ha, (3) de�ne un produto interno en el espaiotangente en ada punto.Ahora sabemos �omo medir la longitud del vetor tangente a unaurva en ada uno de sus puntos, y usando (1), podemos alular sulongitud. >Cu�ales son entones las urvas que minimizan este funionalen Ha? La respuesta es bastante senilla, y la daremos usando unm�etodo variaional.Puesto que Ha no es onexo, onsideraremos su omponente H+aonsistente de puntos (x; y; t) en este onjunto para los uales t > 0. Yllamaremos s al par�ametro de la urva (s) = (x(s); y(s); t(s)) que unea dos puntos dados p y q en H+a . La expresi�on _f indiar�a la derivada dela funi�on f on respeto a s, y por ahora, tomaremos el par�ametro s demanera tal que (0) = p y (1) = q. Luego, si h = (h1(s); h2(s); h3(s))es ualquier funi�on tal quex(s)h1(s) + y(s)h2(s)� t(s)h3(s) = 0 ; (4)



26 Santiago R. Simanay tal que h(0) = h(1) = (0; 0; 0), entones � =  + �h de�ne unafamilia de urvas en Ha que oneta a p on q, y que oinide on uando � = 0. De tal manera que si  es un punto r��tio de (1), luegode una integrai�on por partes, obtenemos que0 = d�d� j�=0= Z 10 (h1 dds � _xk _k�+ h2 dds � _yk _k�� h3 dds � _tk _k�)ds ;donde k _k es medida usando (3). Reparametriemos ahora la urvaomo hiimos en el Ejemplo 3, y usemos la longitud de aro, par�ametroal ual llamaremos s tambi�en para evitar ambios inneesarias. Ental aso, k _k = 1, y en vista del multipliador de Lagrange (4), laeuai�on anterior, que se debe satisfaer para todo un tal h, impliaque � = d _ds = �. En otras palabras, el vetor aelerai�on de unaurva r��tia debe ser proporional al vetor posii�on. Ahora bien,puesto que h; i = �a2, tenemos que h _; i = 0, y por lo tanto,h�; i + h _; _i = 0 = ��a2 + 1. De tal manera que � = 1=a2. Luego,la euai�on geod�esia, esrita on respeto a la longitud de aro, est�adada por � = d _ds = 1a2 ;y su solui�on es la urva(s) = p osh�sa�+ av senh �sa� ;donde el vetor veloidad iniial v, el ual satisfae hv; vi = 1, se es-oge de tal manera que (l) = q para ierto n�umero real positivo l, lalongitud de  entre p y q. Vemos entones quev = a2q + hp; qipaphp; qi2 � a4 ;y que la longitud de  entre los puntos p y q esl = a log �hp; qi+php; qi2 � a4a2 ! :En estas expresiones, hp; qi = Q(p; q) uando vemos a p y a q omovetores tangentes en el espaio-tiempo.Reordemos que las geod�esias esf�erias se pueden obtener omointerseiones de la esfera on planos que pasan por su entro. Lasgeod�esias de la pseudo-esfera Ha se pueden obtener de manera similar,



Geod�esias y Curvatura 27intersetando on planos. Sean p y q puntos distintos en H+a . Ellosjunto on (0; 0; 0) de�nen de manera �unia un plano. La geod�esiaen Ha que une a p y q es un segmento de la urva que se obtieneintersetando diho plano on Ha. Tal a�rmai�on se puede demostrar apartir de la expresi�on para la geod�esia (s) enontrada anteriormente,la ual, para ada valor de s, es una ombinai�on lineal de los vetoresp y q que yae en Ha.La pseudoesfera Ha tiene una realizai�on visualmente aotada. Con-sideremos la rama H+a , y miremos al mapa(x; y; t) 7! (u; v) = �xt ; yt � :Este es un difeomor�smo entre H+a y el diso Da = f(u; v) 2 R2 :u2 + v2 < a2g, provisto on la m�etria1ds2 = (1� 1a2 (u2 + v)2)(du2 + dv2) + 1a2 (udu+ vdv)2(1� 1a2 (u2 + v)2)2 ; (5)y las geod�esias vistas en Da son segmentos de retas. Sin embargo,desde el punto de vista m�etrio, el diso Da no es aotado. Su m�etria(5) di�ere notablemente de du2 + dv2, la estrutura induida por lam�etria habitual del plano, y bajo ella, el borde �Da est�a a una distan-ia in�nita de ualquiera de sus puntos interiores.Las geod�esias en Ha se omportan de una manera interesante. Da-da una geod�esia y un punto exterior a ella, existe un n�umero in�nitode geod�esias a trav�es de diho punto que no intersetan a la geod�esiaoriginal. utLos ejemplos disutidos anteriormente tienen un omportamientoradialmente distinto. Esto se debe a una propiedad que estudiaremosen la pr�oxima sei�on, y que ya se mani�esta en las osas que hemosheho hasta ahora.1La expresi�on ds2 es una manera l�asia de referirse al produto interno devetores, de tal forma que si U = �(u; v)�u +�(u; v)�v y V = ~�(u; v)�u + ~�(u; v)�vson vetores tangentes a Da en el punto (u; v), su produto interno en la m�etria(5) es la funi�on(1� 1a2 (u2 + v)2)(�e� + � e�) + 1a2 (u�+ v�)(ue� + ve�)(1� 1a2 (u2 + v)2)2 :Cuando U = V es el vetor tangente a una urva, la raiz uadrada de diha expre-si�on, es deir ds, produe el elemento diferenial de longitud de la urva.



28 Santiago R. SimanaEn efeto, a manera de ejemplo ilustrativo, onsideremos la esferaS2 de radio 1, el plano Eulideano R2 , y la pseudo-esfera H de (pseudo)radio p�1. En ada uno de estos asos, miremos irunferenias enestos espaios, y alulemos sus longitudes. Por de�nii�on, las irun-ferenias se desriben dando un punto en el espaio, su entro, y unn�umero real positivo r, su radio, y onsisten en el onjunto de puntosen la super�ie que distan r unidades de su entro. Para los ejemplosesogidos, las longitudes de tales irunferenias no dependen del puntoesogido omo entro, y resultan ser iguales a 2� sen r, 2�r y 2� senh r,respetivamente.En el aso de S2, el radio puede variar en el intervalo (0; �), y lalongitud de la irunferenia de radio r es una funi�on aotada quealanza su m�aximo uando r = �=2, es deir, uando se trata del me-ridiano euatorial, visto onsiderando su entro omo uno de los polosesf�erios.Para el plano, las irunferenias de radio r tienen longitudes quevar��an linealmente on r, y puesto que este var��a en (0;1), dihaslongitudes no est�an aotadas.Para la pseudo-esfera H, el radio puede variar en (0;1) y la funi�onlongitud de una irunferenia de radio r no est�a aotada tampoo, as��omo ourre en el aso del plano. Sin embargo, esta vez tal longitudree exponenialmente on el radio.Por ejemplo, si esojemos al metro omo unidad de longitud, lasirunferenias de radio �=2 en ada uno de estos tres asos tendr�anlongitudes 6; 283 m, 9; 870 m, y 14; 459 m, respetivamente. Si eso-jemos un radio de 20 metros, la irunferenia orrespondiente en Htendr�a una longitud del orden de 109 m, es deir, del orden de un mill�onde kilometros. En el plano, tal irunferenia tendr�a una longitud delorden de 125 m. En S2, un tal radio es exesivamente grande, y nopodemos hablar de una irunferenia on estas arater��stias. Deualquier manera, ya sabemos que ah�� la mayor longitud posible es de6; 283 m.Los resultados anteriores no dependen del punto esogido omo en-tro porque las super�ies estudiadas poseen una gran antidad de si-metr��as. Cera de ualquier punto, dihas super�ies luen m�etria-mente de la misma manera omo luir��an si ambi�asemos el punto enuesti�on.



Geod�esias y Curvatura 292 Curvatura.En las tres super�ies distintas analizadas en la sei�on anterior, lasgeod�esias exhiben un omportamiento ompletamente distinto. Pa-ra la esfera, las geod�esias a trav�es de un punto iniialmente se se-paran para luego enfoarse nuevamente en el punto antipodal. Parael plano, las geodesias a trav�es de un punto nuna vuelven a enon-trarse, y la longitud de la irunferenia on entro en diho puntoree proporionalmente on la distania a �el. En el hiperboloide opseudo-esfera, las geod�esias a trav�es de un punto om�un tampoovuelven a enontrarse, pero esta vez la longitud de la irunfereniaentrada en diho punto ree exponenialmente on la distania alpunto en uesti�on. >Qu�e propiedad de la super�ie es responsable poreste omportamiento tan distinto de las geod�esias que pasan por unpunto om�un?La propiedad en uesti�on es loal, es deir, lo que ontribuye a esteomportamiento es algo intr��nseo a la super�ie uyo efeto en unpunto dado solo depende de lo que pasa m�etriamente era del punto.El efeto neto que produe enfoamiento o dispersi�on de las geod�esiases la \suma de estas ontribuiones loales" uando nos movemos alo largo de la urva. Por ahora nos onentraremos en la de�nii�on yestudio de esta propiedad loal, o urvatura.El t�ermino es apropiado. Analiemos el onepto primeramente atrav�es del estudio de una super�ie S dentro del espaio Eulideano R3 ,dada por la euai�on z = f(x; y). Queremos ver �omo se deforma dihasuper�ie en el punto (0; 0; f(0; 0)).Por simpliidad, rede�nimos las oordenadas, si es neesario, paraponernos en la situai�on donde f(0; 0) = 0. Luego, el plano tangenteen el punto (0; 0; 0), uya euai�on es xfx(0; 0) + yfy(0; 0) � z = 0,nos permite aproximar linealmente la super�ie. En otras palabras,si intentamos enontrar puntos (x; y; z) en S on x y y muy eranosa ero, la mejor aproximai�on lineal es la dada por z = xfx(0; 0) +yfy(0; 0) donde (x; y) var��a en el entorno de (0; 0) donde haemos laaproximai�on. Eso est�a muy bien, pero diha aproximai�on solo reejala estrutura lineal de la super�ie S en el punto (0; 0; 0). Y queremosver la deformai�on de S en (0; 0; f(0; 0)) que nos indique su urvatura.Paree entones razonable estudiar la diferenia z=f(x; y)�xfx(0; 0)�yfy(0; 0), y ver el omportamiento de la super�ie resultante era de(0; 0; 0). Puesto que hemos removido los t�erminos que aproximan li-nealmente la super�ie S en (0; 0; 0), el estudio de esta nueva euai�on



30 Santiago R. Simananos permitir�a entender la deformai�on de S era de (0; 0; 0) que no eslineal, y por ende, envuelve la ontorsi�on loal que la super�ie expe-rimenta. Tal ontorsi�on depender�a de los t�erminos uadr�atios de lafuni�on que de�ne la super�ie S en (0; 0; 0), y resultar�a inexistente siestos se anulan en el punto. El onepto es uno de orden al menos 2.As�� pues, supongamos quez = f(x; y) ; (6)donde f(0; 0) = 0 ; (fx(0; 0); fy(0; 0)) = (0; 0) : (7)>En qu�e sentido es esta super�ie S urva en (0; 0; 0)?En vista de las ondiiones en (7), el plano tangente a S en el punto(0; 0; 0) es horizontal (y oinide on el plano xy). La onvexidad de Smide su urvatura en (0; 0; 0), siendo positiva, omo la de una esfera,uando todos los puntos de S era de (0; 0; 0) yaen en el mismo ladodel plano tangente, �o negativa si en ualquier entorno de (0; 0; 0) haypuntos que yaen en distintos lados de diho plano. Esta expliai�onheur��stia adquiere preisi�on si de�nimos la urvatura K en (0; 0; 0) porK = det� �x�xf(0; 0) �y�xf(0; 0)�x�yf(0; 0) �y�yf(0; 0) � ; (8)el determinante del Hessiano de la funi�on f en el origen.Puesto que el Hessiano es una matriz sim�etria, se puede diagonali-zar. Si �1 y �2 son sus autovalores, K = �1�2. Luego, K > 0 si ambosautovalores son no nulos del mismo signo, K < 0 si los autovalores sonno nulos de signos distintos, y K = 0 si al menos uno de los autovaloreses nulo. La expliai�on heur��stia del onepto de urvatura dada enel p�arrafo anterior queda perfetamente lara si esojemos las oorde-nadas (x; y; z) de tal forma que f(x; y) = 12�1x2 + 12�2y2 + o(x2 + y2),y estudiamos el gr�a�o de z = f(x; y) en un entorno su�ientementepeque~no del origen.Usemos (8) para alular la urvatura del plano. Esto es relati-vamente elemental. Dado ualquier punto p en el plano xy, pensadoomo un plano inmerso en R3 , podemos esoger las oordenadas de talforma que p orresponda a (0; 0; 0) y que z est�e dada por la funi�onf(x; y) � 0. El Hessiano de tal funi�on es ero. Luego, K(p) = 0 paraualquier p, lo ual era de esperarse pues el plano es exatamente eso,plano.Ahora usemos (8) para alular la urvatura del la esfera de radio a.Podemos haerlo pues la esfera tambi�en est�a sumergida en R3 y tiene la



Geod�esias y Curvatura 31m�etria que diho espaio indue. El entro de la esfera es irrelevante, ydado un punto p ualquiera en ella, esogemos las oordenadas (x; y; z)de tal forma que p se orresponda on (0; 0; 0) y la esfera est�e dadaloalmente por z = �a +pa2 � x2 � y2. Luego,K(p) = det� �x�xf(0; 0) �y�xf(0; 0)�x�yf(0; 0) �y�yf(0; 0) � = det0B� �1a 00 �1a 1CA = 1a2 :Este resultado muestra que la urvatura de la esfera es positiva y nodepende del punto donde se alule. Su valor a�2 disminuye uadr�a-tiamente on el radio, lo ual es bastante razonable. Una esfera deradio ada vez m�as y m�as grande lue ada vez m�as y m�as plana. LaTierra, una (asi) esfera on un radio de aproximadamente 6378; 15km, se re��a plana hasta hae relativamente poo tiempo. Esto no essorprendente. Su urvatura (en km�2) es del orden de 3; 46� 10�8.Ejeriio 8. Considere las super�ies en R3 de�nidas por las euaionesz = 12x2 + 12y2 and z = 12x2 � 12y2 :Por la de�nii�on anterior, sabemos que sus urvaturas en el punto(0; 0; 0) son 1 y �1, respetivamente. Calule la urvatura de adauna de estas super�ies en ualquiera de sus puntos. >Qu�e signo tienenlos resultados?Ejeriio 9. Demuestre que la urvatura de un ilindro en ualquierade sus puntos es ero. >Por qu�e tiene el ilindro la misma urvaturaque el plano?A pesar del avane que hemos heho en el estudio del onepto deurvatura, la de�nii�on se ha dado tan solo para super�ies dentro delespaio Eulideano, heho no apliable a la pseudo-esfera Ha disutidaen el Ejemplo 7. >C�omo podremos dar una de�nii�on intr��nsea, esdeir, una de�ni�on que solo dependa de S y no del espaio ambientedonde S pueda estar inluida? Podemos responder diha pregunta devarias formas, y por supuesto, todas involuran a la estrutura m�etriade la super�ie.Una primera forma onsiste en de�nir la urvatura en un punto ppor la expresi�on K(p) = �3 limr!0�(log r) : (9)



32 Santiago R. SimanaAqu��, � es el Laplaiano de la m�etria en S, y r = r(q) es la distaniageod�esia de q al punto p. El Laplaiano es apliado a la funi�on log romo funi�on de q.Veamos lo que (9) nos da en el aso del plano. La distania geod�esiade q a un punto �jo p es la longitud Eulideana del vetor q�p. Tome-mos oordenadas que identi�quen a p on el origen. Luego, r = kqk esla distania geod�esia entre p y q. Ahora bien, en oordenadas polares(r; �), el Laplaiano � es el operador dado por� = �2r + 1r�r + 1r2�2� :Para funiones que s�olo dependen del radio, el Laplaiano solo involurael �alulo de dos de sus derivadas on respeto a r. De tal forma que�3�(log r) = �3��2r + 1r�r� log r = �3�� 1r2 + 1r2� = 0 ;y por ende, K(p) = 0, omo ya sab��amos.Miremos ahora lo que (9) nos da en el aso de la esfera de radioa. Sea p un punto dado, y esojamos oordenadas polares (r; �) en laesfera: r es la distania geod�esia al punto p, el ual tomamos omouno de los polos de la esfera, y � es el �angulo longitudinal del punto,medido modulo 2� desde un meridiano �jo. En estas oordenadas, elLaplaiano de la esfera es el operador� = �2r + os � ra�a sen � ra��r + 1a sen � ra�!2 �2� :Para alular �(log r) podemos ignorar nuevamente el t�ermino que en-vuelve a las derivadas on respeto a �. Obtenemos�(log r)= �2r + os � ra�a sen � ra��r! log r = � 1r2+ os � ra�ar sen � ra�=� 13a2+O(r2) ;donde la �ultima igualdad se obtiene usando una expansi�on de Tayloren torno a r = 0. Luego,K(p) = �3 limr!0�(log r) = 1a2 ;reproduiendo el resultado para la urvatura de la esfera de radio aobtenido on anterioridad.



Geod�esias y Curvatura 33Ejemplo 10. Puesto que (9) paree funionar bien para alular laurvatura del plano y la esfera, usemos diha de�nii�on para alularla urvatura de Ha en un punto p.En oordenadas polares entradas en p, la m�etria de Ha se esribeomo ds2 = dr2 + a2senh2 �ra� d�2 :Impl��itamente hemos visto tal osa al alular la longitud de la ir-unferenia de radio geod�esio igual a r para esta super�ie. En vistade ello, el Laplaiano de Ha est�a dado por� = �2r + osh � ra�a senh � ra��r + 1a senh � ra�!2 �2� ;an�alogo al Laplaiano de la esfera on el rol de las funiones trigo-nom�etrias jugado esta vez por las funiones trigonom�etrias hiperb�o-lias. Luego,�(log r) =  �2r + osh � ra�a senh � ra��r! log r = � 1r2 + osh � ra�ar senh � ra� = 13a2 +O(r2) ;y por ende, K(p) = �3 limr!0�(log r) = � 1a2 :As�� pues, la urvatura de la pseudo-esfera Ha no depende del puntodonde se le alula, y es igual a la onstante negativa �1=a2.Ejeriio 11. >Qu�e pasa on los Laplaianos de la esfera de radio a yde Ha uando a!1? >Por qu�e ourre esto?Ejeriio 12. El ejeriio anterior sugiere el que podemos ver al pla-no omo un ierto l��mite de super�ies de urvatura positiva, y omoun ierto l��mite de super�ies de urvatura negativa. >Qu�e propiedadtopol�ogia permitir��a difereniar dihos l��mites?Los resultados anteriores indian que las expresiones (8) y (9) pro-duen resultados oherentes. >C�omo podremos justi�ar la equivaleniaentre ambos oneptos? Responderemos a esta pregunta usando un ar-gumento elemental, justi�ando nuestra respuesta a traves del uso dedos sistemas de oordenadas muy �utiles.Observemos que el plano tangente a la super�ie S en el punto(0; 0; 0) oinide on el plano xy, y las direiones a lo largo de los ejesde oordenadas son perpendiulares. Tomemos el vetor u�u+v�v en el



34 Santiago R. Simanapunto (u; v; 0), y por traslai�on pens�emoslo omo un vetor en (0; 0; 0).Queremos hallar la geod�esia (s) = (x(s); y(s); f(x(s); y(s)) que en elorigen tiene a diho vetor omo su vetor veloidad.Puesto que S es una super�ie dentro de R3 , tiene ompleto sentidoel alular �, y podemos de�nir tal expresi�on omo el vetor aelera-i�on de la urva . Un argumento senillo demuestra que la urva esuna geod�esia si y solo si su aelerai�on es perpendiular a la super-�ie, y omo los vetores �x + fx�z y �y + fy�z son tangentes a S en(x; y; f(x; y)), onluimos que las euaiones para las omponentes x(s)y y(s) de una geod�esia est�an dadas por�x+ fx(fxx _x2 + 2fxy _x _y + fyy _y2)1 + f 2x + f 2y = 0 ;�y + fy(fxx _x2 + 2fxy _x _y + fyy _y2)1 + f 2x + f 2y = 0 :Usamos diho resultado para hallar el desarrollo en serie de Taylor de_x(s) y _y(s) de orden 2, y tomando el valor de  orrespondiente alpar�ametro s = 1, obtenemos un punto de la super�ie S uyas oorde-nadas x y y tienen expansiones dadas porx = x(u; v) = u� (fxxu2 + 2fxyuv + fyyv2)(fxxu+ fxyv)6 + o((u2 + v2) 32 ) ;y = y(u; v) = v � (fxxu2 + 2fxyuv + fyyv2)(fxyu+ fyyv)6 + o((u2 + v2) 32 ) ;(10)donde las derivadas de f son todas evaluadas en (0; 0).Lo que el resultado anterior nos die es que si tomamos el punto deoordenadas (u; v) en el plano tangente en el origen y nos movemos alo largo de la geod�esia (s) uyo vetor veloidad iniial es u�u + v�v,uando s = 1 obtenemos el punto p de la super�ie S uyas oorde-nadas x y y poseen las expansiones dadas por (10). Deimos entonesque p tiene oordenadas normales (u; v), y las expansiones nos dan lasaproximaiones �ubias en u y v de las oordenadas x(p) y y(p) de pomo un punto en R3 .Podemos ahora proeder de dos maneras distintas. En oordenadasnormales, el Laplaiano en (0; 0) est�a dado por el operador �2u+ �2v . Detal manera que para alular (9) y demostrar su equivalenia on (8),podr��amos esribir a la distania geod�esia r omo funi�on de (u; v)y usar (10) para hallar su expansi�on en serie de Taylor de orden 3, apartir de la ual ser��a senillo el obtener limr!0�(log r). En lugar deello, demostraremos la equivalenia entre los dos oneptos usando a un



Geod�esias y Curvatura 35argumento que involura las oordenadas polares, justi�ando de pasola manera omo fueron presentados los �alulos en donde utilizamos lanoi�on dada por (9).En efeto, deimos que el punto p, al ual le hiimos orrespondersus oordenadas normales (u; v), tiene oordenadas polares (r; �) si u =r os � and v = r sen �. La funi�on que env��a a (u; v) en el valor en s = 1de la geod�esia que posee diho vetor omo veloidad iniial, env��a alos vetores �r y �� en vetores tangentes a S que son perpendiularesel uno on el otro. Abusando de la notai�on, llamaremos �r y �� aestos �ultimos vetores tambi�en. Es evidente que k�rk = 1, y por laperpendiularidad de �r y ��, la m�etria se expresa omods2 = dr2 + g(r; �)2d�2 ; (11)para ierta funi�on nonegativa g(r; �). Claramente, diha funi�on no esotra osa sino la norma de ��.>C�omo podremos hallar la expresi�on en oordenadas de ��? En otraspalabras, >�omo podremos hallar los oe�ientes que nos produzan laigualdad �� = A�x +B�y + C�zen el punto on oordenadas polares (r; �)? Para ello, onsideremosla urva (s) = (x(u; v); y(u; v); f(x(u; v); y(u; v))) donde u = u(s) =r os (� + s) y v = v(s) = r sen (� + s). Los oe�ientes en uesti�onest�an dados porA = ddsx(u(s); v(s)) js=0 ;B = ddsy(u(s); v(s)) js=0 ;C = ddsf(x(u(s); v(s)); y(u(s); v(s)) js=0 ;y sus expansiones de Taylor sonA = �v � I(u; v)(�fxxv + fxyu)6 � ÆI(u; v)(fxxu+ fxyv)3 ;B = u� I(u; v)(�fxyv + fyyu)6 � ÆI(u; v)(fxyu+ fyyv)3 ;C = (fxxx(u; v) + fxyy(u; v))A+ (fxyx(u; v) + fyyy(u; v))B ;donde x(u; v) y y(u; v) est�an dados por las expansiones (10), yI(u; v) = fxxu2 + 2fxyuv + fyyv2



36 Santiago R. Simanay ÆI(u; v) = (fyy � fxx)uv + fxy(u2 � v2) ;respetivamente.La funi�on g(r; �) = k��k se obtiene alulando pA2 +B2 + C2.Puesto que r2 = u2 + v2, es senillo ver queg(r; �)=rr2 � (fxxfyy � f 2xy)3 r4 + o(r4)=r(1� (fxxfyy � f 2xy)6 r2+o(r2)) :Luego, �(log r) = � 1r2 + �rgrg = �fxxfyy � f 2xy3 + o(1) ;y la equivalenia entre (8) y (9) queda as�� laramente estableida.En realidad, la demostrai�on abal de la equivalenia requiere el es-tudiar los residuos en la expansiones de Taylor que usamos en nuestroargumento, demostrando que ellos no ontribuyen al tomar el l��mite enuesti�on. Esto se puede formalizar ompletamente si asumimos que lafuni�on f tiene al menos todas sus derivadas de hasta orden 3 ont��nuas,pues en tal aso, la m�etria es lo su�ientemente regular para garanti-zar que tales residuos son despreiables. De heho, podemos haer lademostrai�on exigiendo un poquito menos de la funi�on f , pero omiti-remos tales detalles t�enios aqu��.La de�nii�on de urvatura dada por (9) es intr��nsea y nos permitealular diha funi�on para los tres modelos que hemos analizado hastaahora. Sin embargo, envuelve un operador diferenial asoiado a lam�etria de la super�ie. Quisieramos ver si podemos rede�nir dihoonepto apoy�andonos en la noi�on de �area, en lugar del Laplaianomismo.La idea es sugerida por los argumentos utilizados para llegar a lade�nii�on que dimos en el aso en que la super�ie estaba sumergidaen el espaio Eulideano. La urvatura K(p) mide la distorsi�on loalde un diso de radio r en el plano tangente a la super�ie en el puntop, uando lo queremos omparar on el diso de radio r en la super�iemisma. Tal distorsi�on es apturada en las �areas de dihos disos.En efeto, dada la super�ie S y un punto p en ella, trabajemos enoordenadas polares (r; �) entradas en p, donde la m�etria luza omoen (11) para ierta funi�on nonegativa g(r; �). Sea Dr el diso en S deentro p y radio geod�esio r. Sea D0r el diso en el tangente a S en elpunto p, de radio r. El tangente es un plano, y lo proveeremos de lam�etria usual. Luego, el �area A0(r) de D0r es igual a �r2. Por otro lado,



Geod�esias y Curvatura 37el �area A(r) del diso Dr en S se puede alular por la integral dobleA(r) = ZZDr g(s; �)ds d� : (12)De�nimos entones a K(p) de auerdo a la expresi�onK(p) = 12 limr!0 A0(r)� A(r)r2A0(r) ; (13)y la usaremos para realular las urvaturas de los tres modelos hastaahora onsiderados.Para el plano, g(r; �) = r, y (12) en ese aso nos die que A(r) = �r2,oinidiendo on A0(r). Esto es bien natural: los disos Dr y D0r sonongruentes uno on el otro, y no hay distorsi�on alguna. Calulando ell��mite (13), obtenemos que K(p) = 0.Para la esfera de radio a, g(r; �) = a sen � ra�. Una integrai�on sen-illa nos die que A(r) = 2�a2 �1� os �ra�� :Una expansi�on de Taylor nos dir�a entones queA0(r)� A(r) = 112 r4a2 +O(r6) ;y usando (13), obtenemos que K(p) = 1=a2.Finalmente, para Ha, tenemos que g(r; �) = a senh � ra�. En tal aso,A(r) = �2�a2 �1� osh �ra�� ;y onluimos que A0(r)� A(r) = � 112 r4a2 +O(r6) :El l��mite de�nido por (13) produe K(p) = �1=a2.Ejeriio 13. Sea S una super�ie en R3 de�nida por z = f(x; y).Demuestre que la funi�on K de�nida en (13) satisfae la relai�on(1 + f 2x + f 2y )2K = fxxfyy � f 2xy :Conluya que (8) y (13) son equivalentes.



38 Santiago R. Simana3 Breve perspetiva hist�oria.El onepto de urvatura de super�ies se debe a Carl F. Gauss (1777-1855) [4℄, quien paree haberse tomado unos 15 a~nos en el desarrollo ydepurai�on de sus ideas. Su ontribui�on fue seminal en el subseuentedesarrollo de la Geometr��a Diferenial.Para una super�ie S en R3 , Gauss introdujo el mapa � : S 7! S2,la normal de S en ada punto (hoy d��a, nos referimos a este omo elmapa de Gauss). De�ni�o entones el valor absoluto de la urvaturaomparando las �areas de �(Dr) y de Dr en S2 y S, respetivamente,para Dr un diso de radio r en S. De manera m�as preisa, tom�oa jK(p)j omo el l��mite uando r ! 0 del oiente de las �areas de�(Dr) y Dr, respetivamente, y de�ni�o el signo de K(p) onsiderandola orientabilidad del diferenial de � en p, pensado omo un mapa deTpS en s�� mismo.Gauss estudi�o diho onepto en gran detalle, onsiderando a Sdesde varios puntos de vista, omo super�ie de nivel, omo la imagende una inmersi�on, o omo el gr�a�o de una funi�on. En el �ultimo aso,demostr�o la identidad ontenida en el Ejeriio 13. Sin embargo, suresultado fundamental on respeto a K fue la demostrai�on de que talonepto es independiente de la manera omo S est�e inluida en R3 ,y de que es invariante bajo la ai�on de isometr��as, es deir, bajo laai�on de transformaiones de la super�ie que preservan la distaniaentre dos puntos ualesquiera. Gauss logra on ello el demostrar que suonepto de urvatura era una propiedad intr��nsea de la super�ie, yno de la manera omo �esta estaba inmersa dentro del espaio ambiente.Gauss paree haber onoido de la existenia de super�ies de ur-vatura negativa, donde hay un n�umero in�nito de geod�esias que pasanpor un punto om�un y que no intersetan a una otra geod�esia dada.Sin embargo, se abstuvo de publiar su resultado. Nikolay Lobahevsky(1792-1856) omenz�o el estudio de geometr��as no-Eulideanas en 1829.En 1868, Eugenio Beltrami (1835-1900) [1℄ demostr�o que tal problemano era otra osa sino el estudio de super�ies de urvatura onstantenegativa, e introdujo un modelo del aso analizado en el Ejemplo 7. Fe-lix Klein (1849-1925) reinterpret�o diho modelo en 1871, y populariz�osu versi�on projetiva, es deir, la dada por el diso Da on la m�etria(5). Klein introdujo el t�ermino hiperb�olia, que hoy d��a es muho m�aspopular al referirse a este tipo de geometr��a. Dos a~nos despu�es de lamuerte de Bernhard Riemann (1826-1866) en 1866, se publi�o su famo-sa lase inaugural de 1854, onteniendo los fundamentos generales dela geometr��a Riemanniana, y en donde las super�ies pasaron a ser un



Geod�esias y Curvatura 39aso partiular. Beltrami se entera de ello, y en 1868 mismo generaliz�oel ejemplo de la pseudo-esfera a dimensiones mayores.Gauss estudi�o el onepto de geod�esia para super�ies en R3 , ysu omportamiento uando la super�ie en uesti�on ten��a urvatura deierto signo. Demostr�o que si se usa la longitud de aro omo par�ametrode la urva, el vetor aelerai�on de una geod�esia debe ser siempreperpendiular a la super�ie. Este resultado hab��a sido desubierto porLeonhard Euler (1707-1783) en 1744 [3℄. Euler fue estudiante de JohannBernoulli (1667-1748), el ual, junto on sus hijos y en partiular, DanielBernoulli (1700-1782), hab��a resuelto algunos problemas variaionalesde importania en la primera mitad del siglo XVIII.Gauss onsider�o la urvatura total de tri�angulos geodesios, la inte-gral de la urvatura sobre una tal regi�on, y demostr�o que tal antidadmide la diferenia entre la suma de sus �angulos internos y �. De estamanera, los tri�angulos esf�erios tienen �angulos que suman a un valormayor que �, mientras que los tri�angulos hiperb�olios haen lo ontra-rio y sus �angulos suman a un valor menor que �. Gauss desubri�o as�� lainuenia de la urvatura sobre la topolog��a de la super�ie, abriendode esta manera una novedosa l��nea de investigai�on que aun ontin�uaon vigor.La literatura existente sobre los temas aqu�� estudiados es inmen-sa. Como punto de partida para investigaiones adiionales, el letorpuede referirse a [2℄, y analizar algunos de los art��ulos itados en subibliograf��a. Esta publiai�on aparei�o en oasi�on de la onmemorai�onde los 200 a~nos del naimiento de Gauss, e inluye una tradui�on alingl�es de su trabajo seminal [4℄, uya letura sigue siendo hoy altamenteplaentera.Referenias[1℄ E. Beltrami, Saggio di interpretazione della geometr��a non-eulidea, Gior. Mat. 6, pp. 248-312.[2℄ P. Dombrowski, 150 years after Gauss' Disquisitiones genera-les ira super�ies urvas, with the original text of Gauss,Ast�erisque 62, Soi�et�e Math �matique de Frane, 1979.[3℄ L. Euler, Methodus inveniendi lineas urvas maximi minimiveproprietate gaudentes, Lausanne, 1744.



40 Santiago R. Simana[4℄ C.F. Gauss, Disquisitiones generales ira super�ies urvas,Commentationes Gottingensis, 1827.


