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Resumen

Las ideas de este trabajo surcan hace varios anos en
mi imaginacién, sin embargo, solo fueron presentadas en
el XLVIII Congreso Nacional de la Sociedad Matemati-
ca Mexicana en la Universidad de Sonora en 2015. Pre-
tendia ser solamente un homenaje a quien considero la
matematica mas importante de nuestros tiempos, la so-
viética Olga Arsen’evna Oleinik. Empero, poco antes del
congreso el profesor Frederico Furtado de la Universidad
de Wyoming me hizo la observacién que el titulo, que
también recordaba los libros de Carrol, podia ser una
alegoria al ser ese ano la celebracion del aniversario 150
de Alicia. Es el tercer legado el mas fuerte, pues quiero
dedicarle este trabajo a la memoria de Jaime Cruz Sam-
pedro.

Sobre Olga, podemos decir que aunque su fuerte fue-
ron las Ecuaciones Diferenciales Parciales (dada su for-
macién en 1954 bajo la supervision de G.I. Petrosvskii),
en su impetu matemaético hizo grandes contribuciones a
la geometria algebraica, al problema 16 de Hilbert, a la
topologia de superficies y a la fisica matematica. Sin em-
bargo, es dentro de sus pocas contribuciones a la teoria
de ecuaciones hiperbdlicas no lineales donde su trabajo
extremadamente original dio inicio a las ideas que aqui
presentaremos.
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Oleinik probé la existencia y unicidad para leyes de
conservacion escalares bajo una perturbacién paraboli-
ca. jLa solucién es la tnica! Courant, Friedrichs y otros
habian establecido la necesidad de encontrar una teoria
no lineal para soluciones débiles de ecuaciones hiperbdli-
cas. La teoria clasica no explicaba el surgimiento de ondas
de choque, ni cémo estas discontinuidades se propaga-
ban y por tanto, no se entendia la unicidad. Pero esta
teoria no lineal explicaba ya las explosiones y los vuelos
supersénicos. La condicién de entropia de Oleinik esta
en el centro de la profundidad de sus resultados, donde
se muestra que en el limite, cuando el coeficiente de la
viscosidad se anula, el problema converge a una unica
solucién. Una pequena ampliacién (incompleta) de este
resultado a los sistemas de leyes de conservaciéon demoro
mas de 50 anos.

Hay todavia mads, el resultado de Oleinik es muy
geométrico y facil de entender. Veremos cémo el uso de
su condicién de entropia puede ser observada a partir
de la envolvente convexa del flujo para asi determinar la
solucion al problema originalmente discontinuo. Iremos
un poco mas alld mostrando que su idea geométrica es
usada de manera mas profunda al pasar literalmente a
través del espejo la figura que nos resulta del flujo. Es
entre lineas que espero rescatar las ensenanzas de Sam,
poder ser elocuente y fluido como él siempre lo fue y asi
honrar su amistad y esas ganas de presentarle mi version
en espejo en las platicas de Miscelanea Matematica.

1. A modo de introduccion: ;jquién es quién en las
leyes de conservacion?

El primer trabajo en leyes de conservacion en su forma de estudio ac-
tual, se debe nada méas y nada menos a Riemman, quien en su obra
titulada «Sobre la propagacién de ondas de aire planas de amplitud
finita», [28], ataca el problema de las ecuaciones de Euler isoentrdpicas
con datos discontinuos:

pie + (pu), = 0, (Conservacién de la masa)
(pu)s + (pu* +p)., = 0, (Conservacién del momento)

donde la presion p puede ser considerada dependiente de la densidad
(en el caso adiabético se ve como kp? para constantes k > 0y vy > 1),
es interesante el problema cuando la densidad p,(z) := p(z,t = 0) y



OLEINIK A TRAVES DEL ESPEJO 65

la velocidad u,(x) := u(z, t = 0) iniciales son discontinuas en el origen
x = 0. Tipicamente escribimos estas condiciones como

ok, <0 ul, <0

pole) := PR x>0 Y Uo(®) 1= uft, >0

De este modo, el sistema de leyes de conservacion (ecuaciones diferen-
ciales parciales homogéneas no lineales del tipo hiperbdlico) con condi-
ciones discontinuas se conoce como el problema de Riemann.

Estudiaremos el caso més sencillo. Una tinica ecuacién en una dimen-
sion fisica; este es el problema escalar:

u + f(u), =0, (Conservacién de u) (1a)

L
0
uo(x) = ZR’ i i 0’ (Condicién de Riemann) (1b)

sin embargo, dejaremos que la funciéon de flujo f : R — R sea lo su-
ficientemente general, basta con estar bien definida en un intervalo [
con u* y u® como sus extremos y sea de clase C'(I). Historicamente en
ecuaciones en derivadas parciales usamos u(x, t) como nuestra incégni-
ta sin importar si guarda relacién con la veliocidad, lo haremos de aqui
en adelante.

Las leyes de conservacién tienen una amplia gama de aplicaciones,
en muchos casos como resultado de leyes de balance en fisica del conti-
nuo. El espectro de fenémenos fisicos contempla la dindmica de fluidos
compresibles, fisica de particulas, semiconductores, combustion, flujos
multifasicos, astrofisica y relatividad, entre muchos otros, véase por
ejemplo [3], 4, 10, O, 1T1], 17, 26, 27, 29]. En esta lista podemos incluir
ecuaciones famosas como lo son las ecuaciones de Euler, las de Navier-
Stokes, Boltzmann, Einstein con modelos que incorporen la elasticidad,
la combustion, la teoria cinética, la mecanica de flujos y la relatividad.

Sin embargo, los temas relatados arriba, en muchas ocasiones conside-
ran sistemas de ecuaciones o ecuaciones en varias dimensiones espacia-
les. Solo tenemos la descripcion completa de la solucién para problemas
escalares y unidimensionales como en (1). Esta solucién se la debemos
a Oleinik y se ve plasmada en [22].

Sin ir mas lejos, jdonde esta la conservacion en el problema? Consi-
deramos la ecuacion y calculamos la variacién de v en un intervalo
la, b] cualquiera. Es decir, integramos en el intervalo y derivamos en el
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tiempo, luego:

d b
E/ u(zx, t)de = /—uxt

= —/ %f(u(x, t))dx
= f(ula, ) = f(u(d, 1)),

donde usamos la continuidad, la ecuacién y el Teorema Funda-
mental del Célculo. Vemos asi que el cambio en v depende del flujo que
entra o sale a la izquierda y a la derecha, es decir, la conservacién de U
estda dada gracias a que la variacion es justo la diferencia entre lo que
entra y lo que sale del dominio [a, b].

2. El método de las caracteristicas

Como veremos mas adelante, cuando tratamos un problema de Rie-
mann, basta con entender la evolucién de la interfase, es decir, de la
discontinuidad inicial. En esta seccion recordaremos los usos y costum-
bres de las caracteristicas en ecuaciones hiperbdlicas lineales de primer
orden para asi poder extender el concepto e introducir las soluciones
no clasicas que aparecen en el caso no lineal.

2.1 Interludio: un paso antes, el caso lineal.

Me gusta pensar que la EDP maés sencilla que tiene interés es la ecuacién
del Transporte:

U+ cuy = 0, reR, t>0 (2a)

u(z, 0) = uo(x), z€R (2b)
con ¢ constante, digamos positiva. Observa que esta ecuacién es una ley
de conservaciéon y se conoce como una ecuacién hiperbdlica de primer
orden.

Es féacil encontrar la solucién u(x, t) = wu,(z — ct), y mostrar que
es Unica. Sin embargo, lo interesante es saber cémo encontrar dicha
soluciéon. Supongamos inicialmente que podemos describir la solucién
unicamente por la variable ¢, es decir, la solucion se puede reescribir

como

w(t) == u(z(t), t),
donde claramente la variable = depende del tiempo. Nota en el siguiente
desarrollo la diferencia entre derivadas pariciales y totales

d d 0 d 0
aw(t) = Eu(az(t), t) = %u(a:(t), t) aaz(t) + au(az(t), t).
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Figura 1. Caracterisiticas en el plano zt. A lo largo de las rectas la solucién
de (2) se mantiene constante. Observa el valor de la pendiente.

Tenemos asi en notacién compacta w'(t) = wu; (z(t), %x’(t) g (z(t), t).
Si 2'(t) = ¢, el lado derecho se anula en virtud de (2al). De este modo,
obtenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias que debemos resolver,
a saber,

() = ¢ t>0 W(t) = 0, t>0 5

#(0) = YL w(0) = u(x(0), 0) B
con ¢ a determinarse. La primera tiene por solucién x(t) = & + ct
y la segunda dice que w(t) es constante y que esta es justamente
u(z(0), 0) = uy(€), dada por la condicién inicial en el punto
P:= (£ 0).

Nos preguntamos ;quién es £7 Justamente la solucién del segundo
problema nos lo indica: £ es cualquier condicién inicial, asi, £ € R. En
otras palabras, w(t) se mantiene constante a lo largo de rectas z(t) en
el plano xt y, para cada recta, el valor es dado por la condicién inicial
(2b)), véase la figura

Las rectas dibujadas en la figura [l| tienen pendiente 1/c y se conocen
como las caracteristicas. Nota que para encontrar el valor de u en el
punto P! = (m(t), t), necesitamos entender cual es la «base» de la recta,
es decir, el punto P = (&, 0) tal que z(t) = £ + ct. Juntando las piezas
del problema tenemos

u(x, t) = u(P') = u(P) = u(&, 0) = u(z — ct, 0) = u,(x — ct);

como la solucién que describimos arriba.

2.2 Soluciones no clasicas

Vayamos un paso adelante y veamos la evolucién de una ley de con-
servacion no lineal, pensemos en la ecuacion de Burgers. En este caso,
tenemos el problema donde el flujo en (Ta)) es f(u) := u?/2.

Tenemos al menos tres formas distintas de ver esta ecuacién, cada
una semejante a la anterior. La primera es la version diferencial que
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-
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Figura 2. Caracteristicas en el plano xt para la ecuacién de Burgers con
condicién inicial (4)). Las caracteristicas que emanan de x € [0, 1] se inter-
sectan en el punto (1, 1).

vimos antes, podemos usar la regla de la cadena y abrir la derivada en
el flujo para obtener una versién cuasi lineal o podemos integrar como
en el ejemplo de la conservacién y obtener la version integral, es decir,
tenemos:

o - ou(z, t) 10u*(z, t)
Version diferencial: o + 2 ar 0,
Version cuasi lineal: w(x, t) + u(z, t)ug(z, t) = 0,
Versién integral: 9 / w(e, 1) de + f(u(b, 1) — f(u(a, £)) = 0.

Como veremos, cada versién tiene su importancia.
Resolvamos graficamente, con el método de las caracteristicas, el pro-
blema de Burgers con la condicién de Cauchy siguiente:

1, x <0
up(r) = §1l—=, x€l0,1], (4)
0, x>1

llamamos de perfil al grafico de u(z, t) contra z en un tiempo dado
t, véase el perfil de u, en la figura [2l Utilizamos el concepto de las
caracterisiticas al ver el problema en su version cuasi lineal. Notamos
que la velocidad de propagacién es nula para © > 1, es ¢ = 1 para x
negativo y decrece linealmente desde uno hasta cero para x € [0, 1]; la
figura [2| es representativa.

Con las ideas previas de las caracteristicas, podemos ver que el perfil
avanza con la velocidad correspondiente a cada altura. Asi, para x < 0
la solucion avanza con velocidad 1 y para x > 1 esta estatica con
velocidad 0. Esto da un indicio de los problemas que esperamos. Ademas
de esto, el perfil de u(z, t) tiene distintas velocidades para x € [0, 1] en
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u(z, 0)] u(x, 1/3)]
a a

8
8

u(x, 2/3)] u(x, 1)]

8
8

u(x, 4/3)] u(x, 4/3) 1

1 T 1 x

Figura 3. Perfiles de la solucién de la ecuacién de Burgers con el método
de las caracteristicas. Note que para t > 1, el perfil no es mdas una funcioén,
las dreas sombreadas del dltimo perfil son iguales.

tiempos pequenos. Veamos lo que sucede con los perfiles esbozados en
la figura 3]

En los perfiles de la figura 3 vemos el avance de u(z, t) desde los ele-
mentos en z < 0 para los tiempos t = 0, 1/3, 2/3, 1y 4/3. Al principio,
u(z, t) esigual a 1 para los primeros tiempos hasta x = 0, 1/3, 2/3, res-
pectivamente. Es decir, para un tiempo 7' < 1 dado, podemos calcular
que la solucion es simplemente

1, x<T
w(lz, T) = ;;_11, ze|T, 1]. (5)
0, z>1

De hecho, esta férmula es correcta (por causa del método de las carac-
teristicas) para T > 1, solo que el perfil deja de ser una funcién; mira
los perfiles para t = 1y 4/3 en la figura .

., Cémo estudiar entonces los perfiles si estos ya no son funciones? El
camino directo es salir del mundo clasico de soluciones y permitir que
estas sean discontinuas, pero funciones. Retomamos la idea de la con-
servacion de u: partimos la «Z» del perfil de u(x, 4/3) en dos tridngulos
con la misma area, de este modo colocamos antes de la discontinuidad
lo que le quitamos después. Esto dara origen a los choques, como el que
vemos en el perfil discontinuo al final en la figura [3] Los estudiaremos
con las condiciones de Riemann.
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2.3 Soluciones inicialmente discontinuas

Sabemos ya que el estudio del problema de Riemann es interesante per
se, ademas este puede ocurrir en la evolucion de un problema continuo.
Podemos notar que si comenzamos con una solucién u(z, t) del proble-
ma (1), entonces para todo A\ € Rt, tenemos que u(A\x, At) es solucién
también; definimos de este modo a las soluciones auto-semejantes
cuando satisfagan esta propiedad de A.

Veamos que en la version cuasi lineal uy + f'(u)u, = 0 si la derivada
del fluyjo f'(u) es monétona, entonces se simplifica el estudio a tres

Casos:

~con u” =u ucion nstan n mu mas qu
1.- con u” R la solucién es constante y no ha cho més que

decir,
2.- cuando f'(ul) < f'(uf!) usaremos un invariante escalar y cons-
truiremos los abanicos de rarefaccién y
3.- para f'(ur) > f'(uf?), la relacién de Rankine-Hugoniot nos mos-
trara las ondas de choque y las discontinuidades de contacto.
Ondas de rarefaccién. Cuando las velocidades de los flujos indi-
can que el perfil se desplaza mas lento antes de la discontinuidad que
después, tenemos el problema de llenar el vacio, es decir, tenemos la
condicién f'(ul) < f'(u®) y las caracteristicas son como en la figura

Aa.

u(z, 0)] R

Sin caracteristicas

\

Figura 4. A la izquierda tenemos el perfil con la condicién de Riemann
discontinua; hay que notar la falta de caracteristicas en la region intermedia.
A la derecha, la solucién en @ especifica cémo rellenar las caracteristicas
de modo continuo, pero lo mas importante es que indica cémo hacer el
perfil. (Las caracteristicas se abren como un abanico, de ahi su nombre.)

En este caso introducimos el invariante escalar £ := x/t y buscamos
una solucién que dependa de él; es decir, U(&) = u(z, t) es la solucién
procurada que al colocarla en ([la)) nos lleva al siguiente desarrollo.

Por la regla de la cadena, tenemos simplemente que

x 1
e -ve(-5).  vo-ve(;)
que al substituir dentro de la ley de conservacion nos lleva a la EDO

U@ﬂ—§+fwﬁ}=u
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Para tiempo positivo y suponiendo que U’(§) # 0, vemos que la solucién
debe satisfacer —§ + f/(U) = 0. En el caso f'(U) creciente, tenemos

ul, x < fl(ul)t
u(x, t) = SU(z/t), f(U)=Ee€ (f(uh), f'(uf)). (6)
uft, x> fl(uf)t

Observamos que el caso para £ = x/t en el intervalo (f'(u”), f'(u®)), es
justamente la region que no tenia el perfil definido en la figura [da. Sin
embargo, la construccion no es tan directa, pues esta definida implici-
tamente por U(§) a partir de la relacién f/(U) = £. La necesidad de
invertir f/(U) implica su monotonicidad. La solucién esta en la figura
db.

Tenemos una solucion y el perfil que era discontinuo en t = 0 pasa
a ser continuo para cualquier tiempo positivo. Claramente el limite de
u(z, t) cuando t — 0 converge a la condicién inicial de Riemann.

Ondas de choque. El caso contrario a los abanicos de rarefaccién ocu-
rre cuando las caracteristicas se cruzan desde el primer instante. Ahora
tenemos perfiles sobredefinidos dada la condicién f/(u*) > f’(uft). Co-
mo insinuamos en la seccién anterior, la idea es encontrar un balance
de masas para el choque; para ello buscamos un parametro o de modo
que
ul, x <ot
u(x, t) = 5 (7)
u't, x> ot

sea una solucion.

ul o ul(z, 0)‘ / ul

/ /
Sobredéfinicién de

\ caracteristicas

/

|/ U

Figura 5. A la izquierda tenemos el perfil con la condicién de Riemann dis-
continua; nota la sobredefinicién de caracteristicas en la regién intermedia.
La solucién en especifica cdmo escoger la velocidad o del choque.

No es dificil notar que todo pardmetro o € [f'(ul), f/'(uf)] nos da una
solucién al problema de Riemann. En la figura [5}b vemos que hay una
region donde hemos localizado la discontinuidad, pero esta podria estar
un poco antes o un poco después; de hecho podria estar en cualquier
region del rectangulo sombreado cuyos bordes son delimitados por las
velocidades caracterisiticas. Las flechas representan por su tamano que
el flujo va més rapido atras de la disconinuidad que adelante de ella.
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., Cémo buscar la solucion correcta? Retomando la idea fisica, re-
cordamos que tenemos una ley de conservacion, asi la unicidad de la
velocidad de propagacion viene justamente con el balance de «masa»
dado por la condicién de Rankine-Hugoniot:

) f UR _ f UL

fW®) — f(u") = o[uf —u], o simplemente, o= ( uzz — ui ),

(8)
donde o = o(u”, u?) es conocida como la velocidad del choque entre
ul y uf'. (En [9] se muestran ejemplos de sistemas de leyes de conserva-
cién donde la condiciéon de Rankine-Hugoniot genera el Hugoniot locus
formado por un conjunto de curvas en el espacio de fases. En [13] 18] 20]
se encuentra una teoria mas elaborada.)

En el caso de los choques, el perfil de la solucién es discontinuo con
t > 0, pero observamos que con el limite cuando t — 0" recuperamos la
condicién de Riemann original. Cuando f'(u%) = f'(u®) con ur # uF,
es facil ver que la disconinuidad tiene la misma velocidad que las ca-
racteristicas y se mueve junto con los estados constantes, originando
lo que se conoce como una discontnuidad de contacto o simplemente
un contacto. (En [5] los contactos son cruciales para el andlisis de la
sedimentacion de dos tipos de particulas dentro de un sistema contem-
plando un fluido.)

Las discontinuidades de contacto ocurren también cuando la derivada
del flujo f’(u) no es mondnota; aqui es mucho mas interesante. Un
calculo sencillo muestra que en el caso de los contactos, la velocidad
o de la relacién de Rankine-Hugoniot es idéntica a ambas velocidades
caracteristicas, pero hay que tener cuidado con respetar a la entropia. . .

3. Soluciones fisicas y el mundo entrépico

— Pero no quiero andar entre locos —coments Alicia.
— jOR! No lo puedes remediar —dijo el Gato—.
jEstamos todos locos! Yo estoy loco. Tu estds loca.

— £Como sabes que estoy loca? —dijo Alicia.

— Debes serlo —dijo el Gato—, o no habrias venido aqui.

LEwIs CARROLL, «Alicia en el pais de las maravillas». E'

Las cosas nunca son tan sencillas como parecen a simple vista. La pri-
mera inquietud aparece cuando f’(u) no es monétona, no hemos colo-
cado condiciones suficientes para resolver este problema, asi, la teoria
anterior estd incompleta. Pero uniendo los pedazos podremos dar con
el camino correcto. . .es lo que pretendo explicarte con este trabajo.

1«But I don’t want to go among mad people,» Alice remarked. / «Oh, you can’t help that,»
said the Cat: «we’re all mad here. I'm mad. You're mad.» / «How do you know I’'m mad?» said
Alice. / «You must be,» said the Cat, «or you wouldn’t have come here.», véase [6].
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Sin embargo, antes de ir mas lejos, basta recordar que acabamos de
declarar victoria sobre la unicidad en la eleccion de la velocidad del cho-
que; esto no es del todo correcto, pues pueden aparecer ambigiiedades.
En Burgers u; + (u?/2), = 0 vemos que el choque satisface la condicién
de Rankine-Hugoniot:

(UR)2/2 _ (UL)2/2 uR + UL

g = =
ult —ul 2

simplemente, es la media de la velocidad caracteristica a ambos lados
de la disconinuidad. Desde otro angulo, podemos ver que Burgers es
equivalente a (u?/2); + (u*/3), = 0, que tiene la velocidad de choque:

(uf)2/2 — (ul)2/2 3 ulft + ul '

., Cémo es posible que tengamos dos soluciones distintas? ;Cémo saber
cual es la velocidad de propagacion correcta? Hay que tener cuidado,
en el primer caso se esta conservando la cantidad u, en el segundo es
u?. Aqui es donde la fisica del problema es relevante y muy importante,
véase por ejemplo [19].

La teoria mas fuerte dice que en nuestro caso, con f”(u) > 0, hay una
unica solucién que satisface la Condicién &ntroépica, es decir, existe
una constante F independiente de x y ¢ tal que

’U/(.CC—FCL, t) —U(.’L'7 t) < E

para todo a>0,1t>0,
a

pero es demasiado técnica. Sin embargo, la entropia es relevante para
encontrar una solucién que sea fisicamente «correcta». La razon para
llamarla entropia es por causa del incremento repentido de la «masa» u,
las discontinuidades solo pueden saltar para abajo en el eje x. Asi, nos
imaginamos como observadores fijos en un cierto x > 0, con el paso del
tiempo vemos justo el incremento u en el choque y con €l su entropia.

Para garantizar la unicidad de la solucién, existen varias formas, to-
das ellas conocidas como Criterios de Entropia (cf. [29]). Algunos de
ellos son el célculo de variaciones y la teoria de Hamilton-Jacobi, asi
como el calculo numérico. En este ultimo caso, el teorema de Lax-
Wendroff nos muestra cémo los esquemas de diferencias finitas conver-
gen a la solucién entrépica (cf. [19]). Hemos visto también el método
de las caracteristicas, estas aunadas al estudio del par entrépico dan
lugar a la clasificacién de los choques de Lax, [18]; a los que podemos
dotar del criterio de Liu, [20], y tener asi criterios mas robustos como
los que se usan en [9]. Por otro lado, Joel Smoller, [29], dice «la teoria
de semigrupos no lineales es probablemente la versién mas elegantes».
Hay asi, como vemos, una amplia gama de criterios y es en el estudio
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del perfil viscoso que tendremos nuestro interés, pues, jes aqui donde
hara aparicién Oleinik!

3.1 Perfil viscoso

Con el criterio de entropia denominado perfil viscoso se intenta buscar
mediante principios fisicos cial es la causa de que una velocidad de
choque sea la correcta y no otra. Recordando que historicamente en
el problema de Riemann original el gas tiene «viscosidad», podremos
construir una ecuacion de evolucién que represente mejor la solucién
y, que de algin modo, en el limite se recupere la solucion que hemos
elegido.

La viscosidad del gas es tan pequena que se ha removido de las ecua-
ciones. Si la reintroducimos con el pardmetro p, tenemos la ecuacion

U + f(u)e = ptly,

donde queremos u(x, t; 1) — wu(z, t) con p — 0. Pero, jy esto por
qué es bueno?

La difusiéon wu,, tiene al parametro viscoso p y suaviza la solucién
a modo que ya no hayan discontinuidades abruptas. La solucion es
continua y suficientemente suave. De hecho, hay formas especificas para
resolver la ecuacién. Por ejemplo, en el caso de Burgers tenemos que la
ecuacion

2
bajo la transformacién de Cole-Hopf (cf. [14]), al tomar simplemente
1 xT
o(x, t) :=exp | — M /xo u(s, t)ds | P

Es decir, podemos aplicar la misma idea, siempre y cuando conozcamos
el coeficiente de «viscosidad» correctof]

2
U .
U + (—) = [Ug, Se reescribe como Yy = WPz,
X

3.2 El despertar de Oleinik: el limite viscoso

La ecuacién parabdlica tiene soluciones suaves (cf. [29]). Podemos ge-
neralizarla para el caso escalar y asi considerar la ecuacién viscosa

u+ f(u)e = ptiga, (9)
asociada al problema original (1). Diremos que una solucién u(zx, t) de
es fisicamente correcta si la solucién u(z, ¢; p) de (9)) con condicién

2Es un bonito ejercicio de calculo mostrar que u = —2up. /¢ y asi, si ¢ satisface la ecuacién
del calor, entonces u satisface Burgers viscoso.

3Como dijimos, es importante saber qué cantidad se conserva, [19]. De hecho en [2] se muestra
que para sistemas, la eleccién de la «matriz viscosa» es complicada y la solucién es sensible a ella.
En el caso escalar no existe este problema.
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Figura 6. Funcién de flujo f(z) = cos®x + 0.15sen 2z y su derivada. El

estado a la izquierda es u” = 1y a la derecha es v = 7. La figura a la

izquierda contiene el flujo y la envolvente convexa. A la derecha, la derivada
del flujo y de su envolvente, nota que el drea A; es igual al area A?‘ para
i =1, 2. Del punto 1 al 2, las curvas coinciden asi como del punto 3 al 4.

inicial aproxima en el limite a la primera. Es decir, necesitamos
encontar estimativas para u — 07,

Oleinik no solo mostré la existencia de la solucion via el limite, tam-
bién probd la igualdad con la condicion de entropia; los detalles se
puede consultar en su trabajo original [22] de 1957. Su resultado es
mas profundo: ella encontrd la solucion para el problema de Riemann
sin importar el flujo f : R — R escogido, este solo necesita ser una
funcién suave, al menos de clase C!(T).

,Cémo lo logro? Los tecnicismos no son tema para este trabajo, pero
veremos que el uso que le dio a la envolvente convexa es el camino
correcto. Mi intencién no es probar que la condicion de entropia se
cumple, solamente construir la solucién con su método e ir un poco
mas alla.

La idea basica es complementar los resultados que conforman los aba-
nicos de rarefaccion y las ondas de choque. En el caso de los primeros,
necesitamos el flujo y la derivada a lo largo del intervalo de interés, en
el caso de los segundos, la condiciéon de Rankine-Hugoniot nos muestra
que basta tener la secante de los estados involucrados. Este es el punto
de partida, estamos considerando elementos semejantes, tangentes y se-
cantes. La manera de abordar el problema casi finaliza si notamos que
en el caso de las secantes, estas pasan por abajo de la curva cuando el
estado u” es menor que el estado uf o por arriba en el caso contrario.

Tenemos mas, pues parece razonable que las rarefacciones se junten
a los choques cuando las velocidades sean iguales; es decir, las secantes
son tangentes en algiin punto bajo esta conjuncién de ondas. Mira la
figura 6] donde se esconde la magia de Oleinik: para construir la solucién
del problema de Riemann (1) cuando u* < u' buscamos la envolvente
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convexa de f(z) desde estos extremos. Las rarefacciones estaran de-
terminadas cuando el flujo y su envolvente coincidan y los choques
cuando ambas curvas difieran. En el grafico de la derecha de la figura
[6] se encuentran la derivada del flujo, f’(z), as{ como la derivada de
la envolvente. Nota en esta ultima los segmentos horizontales, jestos
son los choques! (La velocidad es la misma para toda esa regién.) De
la condicién de Rankine-Hugoniot se puede mostrar que el adrea entre
estas rectas y la derivada del flujo es un balance de masas y por lo tanto
las areas se cancelan; mira A}, AT y A5, Aj.

El gran trabajo de Oleinik fue mostrar que esta es la solucién procu-
rada; recuerda las soluciones que encontramos para la rarefaccién @ y
para el choque . Pero podemos ir un poco més alld y mostrar que si
todo hasta ahora es geométrico, entonces podemos continuar asi.

Notamos que en el caso de las rarefacciones hay que evaluar la deri-
vada del flujo e invertir la porcién adecuada, mira cémo completamos
el abanico en () para & = z/t € (f'(u”), f'(u)). Los choques estdn
determinados por la secante y asf la velocidad o(u®, uft), mira .
Seguimos estas ideas y asi tenemos la solucién dada por:

uL7 x < f’(’LLL t
uw(z, t) = Uz/t), = e (f(u"), f(u?))-t
ST v, e, pay
u, T > oyt

donde usamos la notacién ' para el nimero i en la figura |§| y 0i; es
definido como [f(u’) — f(u?)]/[u’ —u’]. Observemos que f'(u?) = f'(u?)
y por lo tanto igual a o3, tenemos una discontinuidad de contacto. (De
hecho no hemos definido u(z, t) para © = oa3t, se puede tomar tanto
u? como u3.) Nota también que f'(u') = 045 > f'(u), asi la velocidad
de la rarefaccion es igual a la del choque y decimos que el choque es
caracteristico a la izquierda. Estas son las ideas de Oleinik y podemos
resolver cualquier problema de este modo.

Ahora déjame ir un poco més alla. La gran dificultad en es
invertir las dos porciones referentes a las rarefacciones. Sin embargo
desde los primeros cursos de calculo sabemos cémo hacer esto; hay que
reflejar el eje x y el eje y con y = x...Es un espejo!

Podemos hacer lo mismo, mira la figura [7} la curva que encontramos
como la derivada de la envolvente convexa en la figura [6] es encerra-
da en un rectangulo ABCD, este contiene las velocidades de todas las
ondas involucradas. Ahora reflejamos en el espejo y = = y obtenemos
una «curva» donde los segmentos horizontales son verticales y no estan
bien determinados como funcién, pero es justamente donde hay una
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Figura 7. Solucién del problema de Riemann planteado en la figura [} Ob-
serva que el rectdngulo ABCD invierte su orientacién; pasé por el espejo.
En la figura a la izquierda el rectdngulo contiene las velocidades importantes
para construir el perfil de la solucién con el camino de Oleinik. La menor
velocidad en el estado u” es determinada por la altura de A, B, la mayor
velocidad para juntar el grupo de onda al estado u® es determinada por la
altura de C, D.

disconinuidad, un choque o un contacto. Este es el perfil de la solu-
cion. .. mmhm, si, pero algo falta. .. Mira los intervalos de definicion en
la solucién ([10)), jesto es lo que tenemos! Solo que para un tiempo fijo,
de hecho para t = 1.

Ya estamos del otro lado. La velocidad a la izquierda (en este caso)
estd determinada por f’(u”) y a la derecha (también en este caso) por
o45. Es decir, sabemos como expandir el rectangulo reflejado para cada
tiempo; la solucién es auto-semejante (recuerda la seccién . Mucho
mas que eso, tenemos cémo los estados iniciales del problema de Rie-
mann evolucionan sin importar lo que pasa en el interior del rectangulo.
Es claro que cuando ¢t — 0" recuperamos la condicién inicial. Asi, te-
nemos la solucién del problema (1) para cualesquiera estados ul, u? y
funcién de flujo f(u) € C*(I).

4. Algunos comentarios finales

Un poco a modo de conclusion quiero resaltar algunas partes que han
quedado entre lineas en el texto. La falta de existencia de soluciones
clasicas nos llevd a construir las soluciones débiles, pero estas a su vez
tienen problemas de unicidad. Las razones de la construccion fisica del
problema nos llevé a los criterios de entropia, los cuales nos permiten
generalizar la teoria, inclusive cuando los problemas son puramente
teodricos.

Sin embargo, a veces tenemos perfiles muy complicados y la resolu-
cién no parece sencilla. Es genial tener un resultado como el de Oleinik
via las soluciones geométricas; como hemos visto con las rarefacciones



78 PABLO CASTANEDA

por inversién de funciones y las ondas de choque por balances de masa.
Sin embargo, esta es la teoria solo para el caso escalar y unidimensio-
nal. Para sistemas en una dimension, a veces podemos aprovecharnos
de este conocimiento y sacar algunas conclusiones, pero es tema abier-
to de investigacion. Como mencionamos anteriormente, las soluciones
numéricas pueden mostrarse las correctas bajo los criterios del teorema
de Lax-Wendroff. De hecho, en ocasiones cuando se tienen varias so-
luciones teoricas, se pueden usar las soluciones numéricas para definir
cual es la soluciéon correcta.

Espero sinceramente, que este trabajo te haya motivado y sirva co-
mo una invitacion a que te aproximes a las leyes de conservacién hi-
perbdlicas. Sé que el camino requiere conocimientos previos de EDP,
pero también creo que los articulos como [§] pueden mostrar que hay
mucho camino por descubrir y en muchas direcciones. Libros como
[11, 12, 19, 2T, 29] te pueden aproximar o si quieres puedes intentar
directamente con trabajos clasicos como los son [I8] 20, 22].

He colocado algunas referencias como los libros de Lewis Carrol [6, [7].
También, para saber mas sobre Olga, tal vez quieras leer un homenaje
por sus 70 anos [I] o su obituario en Notices, [I5]. En ambos textos
puedes encontrar informacién sobre otros de sus trabajos, por ejemplo,
podemos citar [16], 24 23] como tres de sus ocho libros que tratan algu-
nos temas en ecuaciones en derivadas parciales. En [25] hay algunas de
sus incursiones al problema 16 de Hilbert y a la topologia de superficies.
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