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1. Volar

Pues jqué tonto y pueril aquel de Creta que le ensenc a su
hijo el arte de los pdjaros! Con todo y sus alas, el muy tonto
se ahogo.

Enrique VI, W. Shakespeare

En la mitologia griega se cuenta que [caro estaba preso junto a su
padre Dédalo en la isla de Creta. Dédalo decidi6 escapar, pero como
Minos, el rey de Creta, controlaba la tierra y el mar, se puso a trabajar
para fabricar alas para él y su joven hijo. Enlaz6 plumas entre si unien-
do las centrales con hilo y las laterales con cera, dandole al conjunto la
curvatura de las alas de un pajaro. Ambos huyeron volando. Desobe-
deciendo a su padre, [caro subié demasiado y el sol derritié la cera que
unia sus plumas. No pudiendo volar mas cay6 al mar, ahogandose.

Figura 1. Leonardo da Vinci, artilugios de vuelo.
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Leonardo da Vinci, el famoso pintor e inventor del renacimiento,
dedic6 gran parte de su vida a estudiar el vuelo de los pajaros. Estaba
obsesionado con hacer realidad la posibilidad de volar. Hizo una gran
variedad de dibujos, bocetos y anotaciones de las acrobacias de aves,
murciélagos e insectos. Cuenta la novela sobre Leonardo, escrita por
Merejovsky [I3], que el genio italiano en varias ocasiones construyé
aparatos voladores que simulaban alas . . . sin embargo nunca alcanzé su
sueno. Entre 1486 y 1515 Leonardo escribi6 sus dos conocidos tratados
sobre el vuelo de los pajaros, de geniales intuiciones y enorme agudeza
analitica.

Pasaron siglos, y muchos accidentes mortales, antes de que el hom-
bre «tuviera alas». Otto Lilienthal (1848-1886), ingeniero aeronautico,
fallecié en uno de estos vuelos pero sento las bases de la aviacion.

Con gran impacto en la historia de la civilizaciéon occidental estan
los molinos de viento que permitieron moler granos para hacer el pan
que alimenté a gran parte de la humanidad durante siglos. El arte
renacentista, por ejemplo, esta lleno de imagenes donde aparecen estos
modernos artilugios ilustrando escenas biblicas [15]. Una imagen menos
feliz, pero quizds méds famosa, es la del pasaje de El Quijote [6] en el
que el hidalgo los enfrenta.

Mire vuestra merced —respondié Sancho— que aquellos que alli
se parecen no son gigantes, sino molinos de viento, y lo que en
ellos parecen brazos son las aspas, que, volteadas del viento,
hacen andar la piedra del molino. Bien parece —respondio don
Quijote-que no estds cursado en esto de las aventuras: ellos
son gigantes; y si tienes miedo, quitate de ahi, y ponte en
oracion en el espacio que yo voy a entrar con ellos en fiera y
desigual batalla.

Figura 2. Don Quijote lucha contra los molinos de viento, ilustracién de
Gustave Doré.
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,Quién no ha intentado sostener una vara en equilibrio sobre la palma
de la mano? Jugar, moler o volar tienen todos una misma finalidad:
Modificar nuestro entorno, controlar.

La historia de la humanidad esta plagada de ejemplos simples o com-
plicados donde aparecen mecanismos de control. Ya en el ano 50 antes
de nuestra era, Hero de Alejandria inventé un dispensador de vino con
un ingenioso mecanismo en el que la vélvula distribuidora (elemento de
control) no estaba directamente atada al flotador (sensor), [12]. Con la
Revolucion Industrial se hicieron necesarios mecanismos cada vez mas
complejos. El requlador de Watt fue creado por Watt y su socio Boulton
en 1788 a partir de un mecanismo que ya se habia utilizado en molinos
para que las piedras de molienda no se desplazaran (véase e.g. [12]).
Este regulador supuso un gran avance en los motores de vapor y por
tanto, para la tecnologia de la época.

2. Control 6ptimo

En los ejemplos anteriores sigue siendo el ingenio del inventor el que re-
suelve el problema. Son resultados tecnolégicos, no tedricos. ;Y a todo
este cuento que tienen que ver las matematicas? Todavia las matemati-
cas no se hacen evidentes. . .

Dicen Stewart y Golubitsky [16]

Los cientificos usan las matemdticas para construir universos
mentales. Escriben descripciones matemdticas —modelos— que
capturan fragmentos esenciales de como creen que el mundo
se comporta. Después, analizan las consecuencias. Esto se
llama «teoria».

., Cudando empieza entonces la teoria matematica del control? Puedo
afirmar, sin temor a equivocarme, que la teoria matemdtica del control
nace cuando se crean modelos matematicos de los sistemas que se quiere
controlar.

Ya en la Grecia clasica se trabajaron y resolvieron muchos proble-
mas de optimizacion, que entran dentro de lo que hoy se conoce como
Cdlculo de Variaciones (ver el famoso problema de la reina Dido [2]);
sin embargo, las demostraciones con los canones actuales de rigor solo
se dieron hasta el siglo XIX. Por esta razén Sussman y Willems [17] ase-
guran que el control optimo empieza en 1697 en los Paises Bajos cuando
Johannes Bernoulli publicé su solucién al problema de la braquistécro-
na: Determinar la curva de descenso mas rapido de una particula que
se desliza de un punto A dado a otro punto B que no esté en la recta
vertical que pasa por A y considerando que la friccion y la resistencia
del aire son despreciables.
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En términos modernos, se pretende minimizar el valor de la integral
T que representa el tiempo de descenso,

/ 1+ !y
2gy

donde g es la fuerza de gravedad, ( A, (z1,y(z1)) = B. En
[T1] hay una excelente descripcién del problema de la braquistécrona,
su planteamiento matematico y su solucién.

Los puntos de vista del control optimo y del Cdlculo de variaciones
son distintos, como lo explican Sussmann y Willems [I7]: El Célculo de
Variaciones busca resolver problemas de optimizacién de la siguiente

forma «estandar».
b
minimizar I—/ L(q(t),u(t))dt,

sujeto a g(a) = qo, g(b) = 1, 4(t) = u(t), ¢ € [a,b].
El control é6ptimo, en cambio, busca minimizar sobre un conjunto de

curvas C; por ejemplo éste puede ser el que a t — ¢(t), donde ¢ resuelve
la ecuacién diferencial

q(t) = f(q(t), u(t),t) (1)
y u(t) es una funcién de control. Como cada miembro de C' no determina
necesariamente de manera tinica un control v debemos hablar de un par
trayectoria-control (¢(-), u(+)). De esta manera en control éptimo hay al
menos dos elementos que hacen interesante esta estructura, el funcional
a minimizar I y la dindmica f.

De hecho la estructura de los problemas de control 6ptimo puede
ser aun mas interesante y complicada si ¢ es solucién, no de una ecua-
cion diferencial ordinaria como es , sino de una ecuacion diferencial
parcial, de una ecuacién con retardo o de una ecuacién estocastica.

Veamos un problema actual. En el disenio de los coches hibridos se
tienen que optimizar varios parametros: minimizar el gasto de energia
(lo que involucra, por ejemplo, una gran baterfa que es muy costo-
sa), reducir la emisién de C'Os, minimizar la generacién de 6xidos de
nitrégeno (NO,) y mejorar la comodidad y el desempeno del vehiculo.
Las tasas de CO; y de NO, suelen estar reguladas por los gobiernos
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locales mientras que el gasto y desempeno son valores que asigna el
consumidor y son relativamente subjetivos.

Desafortunadamente esos objetivos de optimizacién son contradicto-
rios pues el minimo gasto de gasolina y el mayor desempeno se dan
en puntos distintos. Esto significa que se debe de trabajar con mul-
tiobjetivos. Esta teoria estda intimamente relacionada con el area de
las matematicas conocida como teoria de juegos. Las probleméaticas en
torno del disefio 6ptimo de coches hibridos son complejas. El lector in-
teresado puede consultar el libro [3] donde se desarrolla ampliamente
esta tematica. En él se trabaja con sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales que sirven para modelar las emisiones, el estado
de carga de la bateria, el consumo de gasolina, etc.

Plantearemos ahora un modelo especifico de ecuaciones diferenciales
parciales ligado a un problema de control 6ptimo (véase [9]). Conside-
remos un rio o lago con agua contaminada que ocupa un espacio bi o tri
dimensional €2, es decir, Q@ C R* con k£ = 2,3. Buscamos encontrar la
fuente de contaminacion, que es desconocida. Supongamos que se puede
medir el contaminante y(z,¢) en un subconjunto O de €2 en el intervalo
de tiempo [0, 7). La concentracién y satisface la ecuacién diferencial:

%_Ay+V~Vy+ay:s(t)5aean(O,T) 2)
52 = 0 sobre 02 x (0,T), y(x,0) =yo en Q

donde 9, es la distribucién Delta de Dirac evaluada en el punto a que es
la posicién de la fuente de contaminacién. En ([2)), g—z denota la derivada
normal de la funcién y sobre la frontera del conjunto 2. Asumimos que
a pertenece a K un conjunto compacto contenido en Q y que el flujo
de contaminacién en el tiempo es s(t).

El problema de control éptimo es el siguiente: Encontrar a € K que

minimice
T
//(y—yobs)dedt, (3)
0Jo

donde y es la solucién de (2)), yops corresponde a las concentraciones
medidas y O es la region donde se realizan las mediciones. Normalmente
se tienen estaciones de medicién que pueden considerarse un conjunto
abierto de €. Estamos suponiendo que se conoce yg y la tasa s(t).

Ademas del problema de resolver la ecuacién diferencial parcial
(la nocién de solucién requiere de una formulacién especial pues §, no
es una funcién sino una distribucidn), nos planteamos si alcanza
su minimo en algin punto a y si es el caso, vemos de qué manera se
caracteriza este punto.
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3. Controlabilidad

Ademas de los problemas de control 6ptimo existe otro concepto que
se liga tanto a las aplicaciones como a los aspectos matematicos y es lo
que se conoce como controlabilidad.

Esta idea es sumamente intuitiva y la utilizamos cotidianamente:
iPuedo ir de Cuernavaca a Pachuca en coche? ;Lo puedo hacer de
Houston a Madrid? Mirando un mapa es claro que la respuesta a la
primera pregunta es positiva y a la segunda es negativa.

Para ilustrar este concepto consideremos z(t) € R™ solucién de la
ecuacion diferencial del tipo

{rfc = F(x(t);u(t)),
z(0) = 29,

donde u(t) e R™y F : R" x R™ — R".

(4)

Definicion 3.1. Diremos que es exactamente controlable al tiempo
T > 0 si para todo par de datos iniciales y finales (29, z') existe

u € Uyq = {conjunto de controles admisibles}
tal que la solucién de satisface z(T;u) = x'.

El conjunto U,,; es un conjunto predefinido y estd intimamente rela-
cionado con el problema planteado. En el ejemplo del coche podemos
suponer que u es la velocidad y esta acotada. En otros problemas se es-
tablece Uy,q = {u medible | fOT u?(t)dt < oo}, es decir, que u € L*(0,T)
(véase e.g. [4]).

Sabemos dar una respuesta al problema de control exacto en el caso
lineal, es decir, cuando

F(x,u) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

donde A € M, «, vy B € M, «,. Consideraremos A y B matrices cons-
tantes o autonomas. La funcién x(t) representa un estado del sistema
y u(t) un control.

El caso lineal consiste entonces en establecer condiciones necesarias
y suficientes para que el sistema

& = Az + Bu(t),
_ 0 (5)
z(0) = a?,
sea controlable con controles en un espacio particular.
Desde mediados del siglo pasado se conocen condiciones necesarias
y suficientes para que un sistema lineal autéonomo sea controlable con
U,q = L*(0,T). Esta condicién se conoce como el Teorema de Rango de
Kalman.
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Teorema 3.1. El sistema es exactamente controlable al tiempo
T >0 sty solo si

rango [B, AB,--- , A" 'B] = n.

En particular si es controlable en algun tiempo T > 0, lo serd en
cualquier tiempo.

A la matriz de dimensién n X nm
U=|[B,AB,--- , A" 'B]

se le conoce como matriz de controlabilidad. La demostracion de este
teorema es clédsica y se encuentra en numerosos textos (véase e.g. [18]).
Esencialmente hay que utilizar el Teorema de Cayley-Hamilton y la
expresion en serie de potencias de la exponencial de una matriz.

El lector puede verificar que se satisface la condicién de rango de

Kalman con
0 1 0
=(4) 2= () g
y que las matrices

=1 0
a=(F %) e (V) "
no la satisfacen.

El teorema nos dice que la matriz U debe tener rango completo
para que el sistema lineal sea controlable.

El problema de controlabilidad tiene sentido en el contexto de las
ecuaciones diferenciales parciales, sélo que se modifica de manera
que A, B seran operadores diferenciales y las condiciones iniciales o fi-
nales, funciones en un determinado Espacio de Banach. Es claro que la
respuesta de Kalman ya no va a ser valida en este contexto. Sin embar-
go, existen técnicas de analisis funcional que nos permiten estudiar los
problemas de control en ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones
diferenciales parciales de una manera «semejante».

Esta técnica, que no es la tnica posible en el contexto de las ecua-
ciones diferenciales parciales, si es una de las mas utilizadas, consiste
en trabajar con el sistema adjunto de la ecuacién (lineal) que quere-
mos controlar. [lustraremos la técnica en el contexto de las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Sea A* la matriz adjunta de A es decir, la matriz que satisface

(Az,y) = (z, Ay) (8)
para toda z,y € R" y donde (+,-) denota el producto interno (o pro-
ducto punto) en R"™. (A* es la matriz transpuesta conjugada, pero en
términos de operadores es el operador adjunto, término mas adecuado
en el contexto de las ecuaciones diferenciales parciales). No es dificil
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demostrar que el sistema es exactamente controlable si y sélo si
es exactamente controlable a 0, es decir si para toda condicion inicial
xo € R™ existe un control u tal que z(7T) = 0.

Consideremos el siguiente sistema adjunto a :

{@(T) =" )

Esta ecuacién tiene para toda ¢! € R™ una tinica solucién analitica de
[0,7] a R™, es decir, p € C¥([0,T]; R™) y la ecuacién es retrégrada (va
«hacia atrds» en el tiempo).

Utilizando que @D es la ecuacion adjunta de se puede demostrar
que un dato inicial 2° € R™ puede ser llevado a cero en el tiempo T' > 0
utilizando un control u € L*(0,T) si y sélo si

/0 (u, B*@)dt + (2°,¢(0)) =0 (10)

para toda @7 € R" y ¢ la solucién correspondiente a @D

Para conseguir una funciéon u que verifique introducimos un fun-
cional que en principio pareceria no tener relacion con nuestro problema
de control.

Definimos J : R® — R,

() = 1 / B2t + (2, (0))

donde ¢ es la solucion de @ correspondiente al dato ¢?. Tenemos el
siguiente resultado:

Lema 3.1. Supongamos que J tiene un minimizador ¢T € R™ y sea ¢
la solucion correspondiente a @D Entonces

A

u= B"¢
es un control (a cero) del sistema (B) con dato inicial 2°.

La prueba de este lema consiste en buscar puntos criticos del fun-
cional J, es decir, tomar derivadas direccionales de J e igualar a cero.
Si hay un minimizador rapidamente podemos concluir que para toda
ol € R™ y ¢ la solucién correspondiente a @ se tiene

/0 (B*®, B*p)dt + (2°, ¢(0)) = 0.

El lema 3.1 nos ha permitido transformar un problema de control en
un problema de optimizacién.

. Tiene J siempre un minimizador? La respuesta es no, depende de
la relacion que tengan las matrices A y B. Esta relacién se da a través
del sistema adjunto. Diremos que el sistema @ es observable al tiempo
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T > 0, si existe una constante C' > 0 tal que para toda ¢! y ¢ la
solucién correspondiente de @[} se tiene

T
/ B o2t > Clo(0)2. (11)
0

Se puede demostrar que esta desigualdad es equivalente a la existencia
de un minimizador para J y por tanto lo es con la existencia de un
control a cero. jParece que he complicado las cosas! Encontrar el rango
de una matriz, al menos para matrices chicas, no es dificil. Mostrar
(11)) no parece facil!

En efecto, pero a veces, en problemas de controlabilidad para ecuacio-
nes diferenciales parciales, lo que logramos mostrar es una desigualdad
de este tipo. jRecordemos que con las parciales no tenemos el Teorema
de Rango de Kalman! Una de las técnicas mas utilizadas es demostrar
desigualdades de observabilidad. No suele ser facil y hay que utilizar
técnicas avanzadas de analisis funcional, analisis microlocal, teoria de
nimeros, variable compleja etc. La ventaja: ain estudiando problemas
lineales tenemos una enorme lista de problemas abiertos.

Veamos ahora un ejemplo de problema cuando se trabaja con ecua-
ciones diferenciales parciales: Consideremos la Fcuacion del Calor uni-
dimensional.

Para 3° € L*(0,7), tomamos la ecuacién diferencial parcial:

Yt — Yz = th (t,l’) S (07T) X (Ovﬂ-)a
y(t,0) =y(t,7) =0, te(0,7T), (12)
y(0,2) =4°, x € (0,m).

En esta ecuacion w C (0, 7) es la region de control (hace el papel de la
matriz B, en las ecuaciones diferenciales ordinarias, que es la forma en
que actia el control) y y,, denota la funcién caracteristica del conjunto
w. La funcién que buscamos es h, un control que actia tnicamente
sobre w.

Resultados de regularidad para la ecuacion del calor nos indican que
es imposible controlar exactamente la ecuacion del calor. Es decir, no es
cierto que para todo y", y' € L*(0, ) exista h € L*(w x (0,T)) tal que
y(T) = y*. Sin embargo, la pregunta que nos planteamos es de control
a cero. jExiste h tal que y(T") = 07

Procediendo como en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias
se puede contestar esta pregunta trabajando con el sistema adjunto:

Ui+ =0 t€(0,T),2€(0,m),
o(t.0) = ot 1) =0, 1€ (0.7, (13)
v(T,z) =v", z€(0,7).
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En este caso el resultado de control a cero es equivalente a probar
que existe C' > 0 tal que toda solucién de (§ satisface

/](x02d$<0//|v$t2da:dt (14)
0

Sabemos desde hace 20 anos [8, [10] que esta desigualdad es verdadera.
Sin embargo, las técnicas para demostrarla no son faciles. Una de las
mas utilizadas son las Desigualdades de Carleman, que relacionan un
operador diferencial con la norma local con peso de su solucién. Ori-
ginalmente las introdujo Carleman en 1939 para mostrar la unicidad
de soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales parciales. En la actua-

Figura 3. Carleman.

lidad esta técnica se utiliza tanto en problemas de control como en la
solucién de problemas inversos.

4. Otros problemas de control

En las noticias y redes sociales se habla mucho de vehiculos de con-
duccién autéonoma. Tenemos desde los coches de Google, al Tesla, al
Inspiration. El manejo automético de vehiculos es un problema com-
plejo que mezcla conceptos de optimalidad con controlabilidad.

Un modelo simplificado de este problema es una ecuacién diferencial
ordinaria no lineal

T = f(z,u), z(0)= o,
donde z es la trayectoria o camino que sigue el vehiculo, x es la posicién
inicial y deseamos llegar a nuestro destino zp. Ademas, u es el control
que tiene restricciones en U,y, como la velocidad permitida al auto, el
angulo de giro de las ruedas, etc. Adicionalmente, si Z(t) marca el borde

de la carretera y los obstdculos en el camino (otros coches, personas,
baches) necesitamos que para un € > 0 se cumpla para todo ¢t > 0

dist (z(t), Z(t)) > e.
u € Uyy
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Si Z(t) muestra el centro de nuestro camino o una trayectoria que
buscamos seguir, los objetivos de la conduccion automética son

[ .’L’(T) =T,

e Minimizar sup, |z(t) — Z(t)|.

Por otra parte, un problema recurrente en ingenieria y ciencias de
materiales es la estabilizacion de estructuras como placas, antenas o
satélites. Las oscilaciones o vibraciones de materiales viscoeldsticos o
estructuras estan descritas por ecuaciones diferenciales parciales. En
general en las aplicaciones se reducen vibraciones implementando leyes
de retroalimentacion en el sistema. Es decir, si la variable de estado de
una ecuacion diferencial es y se busca que el control sea u = u(y), una
funcién del estado del sistema. Se construyen estas retroalimentaciones
de manera que las oscilaciones de las soluciones se reducen cuando el
tiempo crece.

Un ejemplo sencillo para explicar este concepto es mediante la ecua-
cién de ondas:

Ytt — Yz = 0 ¢ € (07T)7 ZES (07L)7
y(t,0)=y(t,L) =0, te(0,7), (15)
y(0,2) =vo, v:(0,2) =y (x), x€(0,L).

Es facil demostrar que la energia de este sistema se conserva, es decir,
E(t)=E0), VYt>0,

donde

B) = 5 [ U + el O

Dado que no es ni asintoticamente ni exponencialmente estable,
requerimos buscar un control de lazo cerrado, es decir que dependa de
la propia solucién, de manera que la ecuacién obtenida sea exponen-
cialmente estable. Asi buscamos definir un control ¢(y,y;), tal que la
solucion de la ecuaciéon

Yir — Yoo = ¢(yv yt) te (OvT)’ LS (Oa L),

y(t,0) =y(t, L) =0, te(0,7), (16)

y<07 QZ') = Yo, yt(07 l’) = yl(x>7 VIS (Oa L)a
decaiga exponencialmente cuando ¢t — oo. No es dificil ver que si ele-
gimos ¢(y,y;) = —y; tenemos una ecuaciéon exponencialmente estable.
Esto resuelve nuestro problema. Para mas ejemplos en este tema con-
sultar [5].

Regresando al titulo de este texto El arte de volar. ..: actualmente
en aeronautica se debe trabajar en todos los aspectos de control ya
mencionados. Se busca controlabilidad, pues vamos de un punto a otro
del planeta. Se requiere estabilidad pues en las zonas de turbulencia
pueden suscitarse accidentes graves cémo el del avion de Air France que
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el 1° de junio de 2009 cayé en el Atlantico volando de Brasil a Francia.
Hay también un problema de control 6ptimo involucrado pues se busca,
entre otras cosas, tener el menor gasto de combustible. Ademads, en
el diseno de aviones estan involucrados problemas de forma O6ptima;
aparecen de forma natural ecuaciones diferenciales parciales no lineales
que modelan flujos turbulentos, i.e., las ecuaciones de Navier-Stokes.
Véase e.g [I]. Para volar y volar bien es necesario saber mucha teoria
matematica de control.

5. Conclusiones

Los problemas matematicos ligados a la teoria del control son numero-
sos, tanto en los aspectos tedricos como en las aplicaciones. Por ejemplo,
los modelos de crecimiento de tumores o de propagacién de enferme-
dades infecto contagiosas estan descritos con ecuaciones diferenciales
parciales no lineales que hay que aprender a trabajar. Es decir, ha-
cen falta conocimientos tedricos profundos para resolverlos y proponer
nuevas ideas.

Parafraseando a Tolstoi el ingeniero mexicano Romeo Ortega nos dijo
en una conferencia sobre el control de ecuaciones diferenciales ordina-
rias:

Todas las familias felices (sistemas lineales) se parecen en-
tre si, mientras que las infelices (sistemas no lineales) son
desgraciadas (no lineales) a su manera.

Yo agregaria que a «no lineales» hay que sumar «Ecuaciones Diferen-
ciales Parciales» o como decimos en México, «a cada perro (ecuacién
diferencial parcial, no linealidad), su pedrada (técnica)».

El lector que quiera profundizar en estos temas puede encontrar en
los siguientes textos [5], 12 17, [7, 4], 18] elementos para su estudio.
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