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1. Introduccién

Antes de Joseph Fourier, la naturaleza del calor no era bien entendida.
Por ejemplo, en 1736, la Academia Francesa solicité contribuciones so-
bre el tema «La naturaleza y la propagacion del ‘fuego’». Aunque con
la palabra ‘fuego’ se quiso decir ‘calor’, todos los articulos enviados,
incluso el de Euler, no lo entendieron asi e intentaron explicar cémo se
propaga un incendio [3, p. 5].

A pesar de estos equivocos, de acuerdo con Umberto Bottazzini [1]
p. 59], hacia el final del siglo dieciocho, el calor ya se estaba percibien-
do como una fuente de energia que podria ser usada en la industria.
Ademas, «si sus usos practicos se demuestran en las fabricas textiles
inglesas, son sus aspectos tedricos los que despertaron el interés de los
cientificos franceses» [Il, p. 59].

Con el titulo La teoria analitica del calor, Fourier publicé en 1822 dos
articulos, escritos en 1807 y 1811, radicalmente diferentes de todas las
investigaciones previas. Lo que Fourier hizo fue desarrollar un modelo
matematico de la propagacién del calor, especificamente, una ecuacién
diferencial parcial que hoy se conoce como la ecuacion del calor. En
el articulo de 1811, Fourier incluyé palabras atribuidas a Platén, por
cierto muy apropiadas: «También el calor estda gobernado por niimeros»

[3, p. 6].

Palabras clave: Series de Fourier, convergencia puntual, nicleo de Dirichlet, nicleo de suma-
bilidad o ntucleo bueno.
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Para resolver su ecuacién, Fourier uso ciertas series, hoy conocidas
como series de Fourier. En la opiniéon de sus contemporaneos, la ecua-
cién del calor fue el mayor logro de Fourier, mientras que las series se
consideraron «una desgracia». [3, p. 6].

El tema de las series de Fourier esencialmente se basa en las férmulas

f(x)=ao+ Z (a,, cosnz + b, sennx) , (1)

n>1

ag = %/_Wf(x)d:v, (2)
an—%/_:f(x)cosnxdx,n—1,2,..., (3)

1 s
bn:—/ f(x)sennzdr,n=1,2,... . (4)
™ —T

Fourier muestra en varios ejemplos, que la serie converge a la funcién
f, es decir que la serie converge puntualmente a f (x), para cada x,
en el sentido de la definicion de Augustin-Louis Cauchy. Basado en sus
ejemplos, Fourier dice que «la serie siempre converge». Mas adelante,
reafirma que «nuestra demostraciéon se aplica a una funciéon completa-
mente arbitraria» 3 p. 12].

A pesar de estas afirmaciones tan entusiastas, o quiza debido a ellas,
el representar funciones como en ha motivado muchos desarrollos en
andalisis, por ejemplo la integral de Riemann y la de Lebesgue, y también
ha inspirado la teoria de Georg Cantor sobre los ntimeros transfinitos.

Ahora bien, dada una funciéon f, si calculamos a,, y b,, suponiendo
que las integrales existen en algiin sentido, y formamos la serie que apa-
rece en el lado derecho de , iserd verdad que la serie converge a f (z)
para todo x? De acuerdo con Fourier, la respuesta es siempre afirma-
tiva. Después que varios matematicos de la época, entre ellos Cauchy,
produjeron demostraciones mas o menos incorrectas, Peter Gustav Le-
jeune Dirichlet probé la convergencia puntual de la serie suponiendo
que f cumple condiciones bastante generales. Su articulo aparecié en
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Journal de Crelle),
Vol. 4, (1829), pp. 157-169.

Teorema 1. (Dirichlet) Sea f : R — R una funcion 2r-periddica que
es continua y tiene una derivada continua y acotada, excepto, posible-
mente, en un numero finito de puntos en cada intervalo de longitud 2.
Entonces, la igualdad se verifica en todo punto x € R donde f es
continua.

De acuerdo a Jean-Pierre Kahane [3, p. 31], «El articulo de Diri-
chlet sobre las series de Fourier, marca un hito, en la teoria y también
en la manera en que el andlisis matemaético es estudiado y escrito. El
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proposito de Dirichlet es simplemente dar un enunciado correcto y una
demostracion correcta. Asi, es un paradigma de rigor en andlisis».

Kahane reproduce el articulo completo en las paginas 36-46 de [3].
La demostracion del teorema (1| también puede verse, por ejemplo, en
[5, p. 56, §15] para funciones que son continuas en todo punto, y en [5],
p. 59, §16] en el caso general.

Después del resultado de Dirichlet, por casi cincuenta anos se intenté
probar la convergencia bajo hipdtesis més y mas débiles. El contraejem-
plo que Paul du Bois-Reymond propuso en 1873, mostré que la mera
continuidad de f no es suficiente para asegurar la convergencia puntual
de la serie. En efecto,

Teorema 2. (du-Bois Reymond) (Una demostracion se puede ver, por
ejemplo, en [H, p. 67, teo. 18.1]) Hay una funcién g : R — R, 27-
periodica y continua, para la cual
limsup S, (0) = oo,
n—oo
donde Sy, (0) indica la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de
g, Sn (x), evaluada en x = 0.

Que el teoremal[I] no es cierto cuando f es meramente continua, tomé
por sorpresa a los analistas de la época y destruyo el paraiso creado por
Fourier.

Ahora bien, si hay funciones continuas cuyas series de Fourier di-
vergen en un punto, jsera posible que haya funciones continuas cuyas
series de Fourier divergen en todo punto? La busqueda de tales fun-
ciones durd casi cien anos, hasta que en 1966, Lennart Carleson probd
de manera concluyente que tales funciones no pueden existir [2]. Asi,
después de casi ciento cincuenta anos, se completé el estudio, inspirado
por Fourier, de la convergencia puntual. Es interesante observar que la
integral desarrollada por Henri Lebesgue, juega un papel fundamental
en el resultado de Carleson.

El contraejemplo de du-Bois Reymond, muestra sin lugar a duda que
no se puede esperar convergencia puntual en todo punto, cuando f es
solamente continua. Sin embargo, esta prueba indirecta no explica el
por qué. Asi, el propésito de lo que sigue es el dar tal explicacion.

Digamos que, para lo que nos proponemos hacer, seréd suficiente que
trabajemos con la integral de Riemann.

2. El ntucleo de Dirichlet

En la prueba del teorema de Dirichlet sobre convergencia puntual, la
funcién = — S, (z) se escribe como un operador integral de la forma
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/WDn(x—t)f(t)dt

donde D,, : R — R se conoce como el n-ésimo ntucleo de Dirichlet, o
simplemente ntcleo de Dirichlet. Como veremos, la imposibilidad de
tener convergencia puntual de la sucesion {5, (z)},,, para todo = y
para cada funcién 2r-periédica y continua, se debe a la naturaleza del
nicleo D,,.

Para comenzar, en el siguiente lema, obtenemos una férmula para
D,,, suponiendo que la funcion f : R — R es 27-periddica, y Riemann
integrable en [—7, 7].

Lema 3. La suma parcial n-ésima S, puede escribirse como
5.0 = [ Due-ns@a 5)

donde la funcion D, (s) es
sen| n 1 S
%59722) st s es un multiplo de 27 ' (6)

2n+1

5 st s no lo es
vy

Demostracion. Escribamos
n

Sn(x) = Z (ajcosjx + bjsen jzx),
j=0
con by = 0, donde los coeficientes estan dados por , y . Por con-
veniencia, usaremos exponenciales complejas, aunque «no fueron usadas
en series de Fourier hasta bien entrados en el siglo veinte» 3], p. 2]. Las
identidades

i o
cos jr = —————

2 )
' 6ijm_€—ijz
sen jr = 5
nos dan
- 1 bj T - 1 bj —ijT
Sn(-T>: 5(6”4‘7)63 +Z§<Qj—7>€ j, (7)
j=0 j=0
donde
1 b\ _ 1 " —ijt
2((1]4— i)_27r/_7re f(t)dt,
1 b; 1 Q it
— — = | = — g t)dt
s (0-8) = [

para j > 1.
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Por lo tanto,

s [T[£ 3 o) ro,

mientras que

n 2n ;
. . .. . 1— el(2n+l)(x_t)
ij(z—t) _ ,—in(z—t) ij(z—t) _ —in(z—t)
Z € € ; € (i) € 1 — ei(l‘—t)

j=—n

e—in(z—t) _ i(n+1)(z—t) _ sen (n + %) (Z‘ _ t)

(z—t) ’
2

 ei(z—t)/2 [e—i(m—t)/Z _ 6i(m—t)/2] -

sen

cuando z—t no es un miltiplo de 27r. En (i) hemos usado la férmula para
la suma de los primeros 2n + 1 términos de una progresion geométrica.
De esta manera, obtenemos @ cuando s no es un miultiplo de 27. A
partir de (6]), la férmula de L'Hopital nos da el valor D,(s) cuando s
es un multiplo de 27.
Esto completa la demostracién del lema. O

La funcion D,, : R — R es 2m-periddica, par, y es continua con
derivadas continuas de todos los ordenes.

Abandonamos el nicleo de Dirichlet, por ahora, pues necesitamos
algunos resultados generales, que incluimos en las siguientes dos seccio-
nes.

3. La convolucién periodica

Dada una sucesién {KC, }, -, de funciones continuas y 27-periédicas &, :
R — R, podriamos considerar un operador lineal, para cada n > 0,

f—>/_ﬂlCn(:c—t)f(t)dt, (8)

con nucleo IC,,, donde f : R — R es cualquier funcién 2m-periddica y
Riemann integrable en [—7, 7].

Para justificar ciertas propiedades de este operador, necesitaremos el
siguiente lema:

Lema 4. 1. 5i FF:R — R es 2w-periodica, para cada k € 7Z distinto
de cero, 2km es también un periodo.
2. Sea F : R — R 27-periddica, y Riemann integrable en |—m, 7t]. En-
tonces, para x € R fijo, la funcion y — F (x — y) es 2w-periodica,
y Riemann integrable en [—m, .
3. 51 F : R— R es 2m-periddica, F toma los mismos valores en
cualquier intervalo de longitud 2.
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4. Si F: R — R es 2m-periddica, y Riemann integrable en |[—m, 7],

/ﬂF(y)dyz/wF(fv—y)dy

para todo x € R fijo.

5. Sean f,g : R — R 2mw-periddicas, y Riemann integrables en [—7, m|.
Entonces, para cada x € R fijo, las funciones y — f(x —y) g (y),
y — [ (y) g (z —y) son Riemann integrables en [—m, 7| y

[ ra-vswd= [ Tty

Demostracion. Las afirmaciones hechas sobre la integrabilidad de Rie-
mann, pueden verse en muchos textos, por ejemplo [0, apéndice, pp.
280-288]. En cuanto al resto de los enunciados, los probamos a conti-
nuacion.

Como F' es 2m-periddica, si y € R,

Fy)=F(y—2m+2m)=F(y—2n),
Fly+2km)=Fy+2(k—-1)rn+2m)=F(y+2(k—1)n)
parak=23,...,y
Fly+2km)=F(y+2k+)m—-2m)=F(y+2k+1)m)

para k = —2,—3,...
Por lo tanto, 1) se obtiene usando induccién. En cuanto a 2), si
fijamos x € R,

Flx—(y+2nm)=Flz—y—2m)=F(x—vy).

Esto nos da 2).

Para probar 3), consideramos un intervalo arbitrario [—7 + a, 7 + aj
con a € R fijo. Solo es necesario observar que dado t € [—7 + a, 7 + al,
existe y € [—m, 7] tal que F' (t) = F (y), y reciprocamente.

Para probar 4), fijamos = € R. Entonces,

4 T+ —T—x

/ F(y)dy?/ Flyydy = —/ F(=s)ds
- (@) J—rta Yy—rs=—y T—x

= / F(—s)ds et / F(x —y)dy,

™

donde hemos usado 3) en (ii).
Finalmente, siz € Res fijo,sea F': R — Rlafunciény — f(z —y) g (y).
Como probamos en 4),

/FF(y)dyz/ﬂF(w—y)dy,

—T —T
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/Wf(x—y)g(y)dyz Wf(y)g(l‘—y)dy

lo cual es 5).
Esto completa la prueba del lema. O

Este lema justifica el decir que es una convolucién 2m-periddica,
que indicaremos K, * f. Especificamente, 5) nos dice que IC,,x f = f*/C,,.
Ademas, IC,, x f resulta ser una funcién continua de R en R (véase por
ejemplo, [0, pp. 45-48, prop. 3.1 (v), lem. 3.2]).

4. La importancia de tener un nicleo bueno

Comenzamos con la siguiente definicion:

Definicién 5. [6, p. 49] Una sucesién {KC,},,, de funciones 2m-periédi-
cas y continuas IC,, : R — R, es un ntcleo bueno, o, indistintamente,
IC,, es un ntcleo bueno, si satisface las siguientes condiciones:

1. (Normalizacién)
/ K, (£)dt = 1

para toda n > 0.
2. (Integrabilidad absoluta uniformemente acotada) Existe C' > 0 tal
que

/ K, (8)] dt < C

para toda n > 0.
3. (Concentracién alrededor de cero) Para cada 0 < 6 <  fija, existe
el
lim |IC,, (t)| dt = 0.
e Ja<t|<n
Las condiciones 1) y 2) ya habian sido propuestas por Antoni Zyg-
mund en [7, pp. 85-86]. Por otra parte, en [4], p. 9], Yitzhak Katznelson
propone la siguiente forma equivalente de la condicién 3):
Para cada 0 < § < 7 fijo, existe el
27—4§
lim IIC, ()| dt = 0.

n—oo 5

En realidad, para cada 0 < § < 7 fijo,

27 —49
/ Ko (1)) dt = / K (1)) dt.
s<|t|<n 5
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En efecto,

/wsﬂ K (8)] dt = /W K, ()| dt — /M 1K, (2)] dt

T+T—0
:/ |i<:n<t>rdt—/ K (8)] dt
(@) J —qym—s |t|<s
2w —0 )
- [ kol [ ol
—0

-5
2w —0
- / K (8)] dt,
)

donde hemos usado en (iii) el lema [4]

Teorema 6. [0, p. 49, teo. 4.1] Sea f : R — R wuna funcién 2w-
periddica que es Riemann integrable en [—m, 7|. Entonces, si KC,, es un
nicleo bueno,

a): eziste el lim, o0 [© K, (x —t) f (¢)dt = [ (z), para cada x € R
donde la funcion f es continua. Ademds,
b): el limite es uniforme en x € R, cuando f es continua en todo x.

Demostracion.

/WICn(q:—t)f(t)dtt - —/Hzcn(s)f(x—s)ds
o —s=x—t1 T4
+m

:/_ Ko (s) f (x — s) ds.

Usando el lema [4]

T+ ™
/ ICn(s)f(a:—s)ds:/ Ko (s) f(x—s)ds. 9)

—T —T

Por lo tanto,

‘/W/Cn(x—t)f(t)dt—f(x)

(i)

[ Ko r@=sds— @) [ Kats)as

—Tr —Tr

)

:‘/ Ko (5) (f (z = ) — f (2)) ds

donde hemos usado 1) en la definicién 5| en (iv).
Si la funcién f es continua en z, dado € > 0, existe § = § (z,&) > 0
que se puede elegir menor que 7, tal que

[f(z—s)—f(z)]|<e

para |s| < .
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5/ ICn ()] ds
|s|<d

+ 2 sup |f ()] IIC,, (8)] ds

= s<ltl<n

< Oé‘—l—QB/ IICp, (8)| ds,
o<|t|<m

Entonces tenemos

’/:Kn(s)(f(w—s)—f(x))ds <

(v)
donde B = supy <, |f (t)| y hemos usado 2) en la definition , en el
primer término de (v).
Finalmente, 3) nos dice que existe N = N () > 1 tal que

/ I (s)]ds < e
o< t|<m
paran > N.

Esto completa la prueba de a).

En cuanto a b), solo necesitamos observar que cuando f es continua
en toda la recta, es uniformemente continua en [—m, 7], y también en R
porque f es periddica. Entonces, 0 puede elegirse independientemente
de x, y en consecuencia,

sup

/_W’Cn<5><f<x—s>—f<x>>ds < (C +2B)e.

Asi, b) esta probado.
Esto completa la prueba del teorema. O

En la demostracion de este teorema, se ve muy claramente cémo se
usa cada una de las tres condiciones en la definicién Bl Este es el motivo
principal de haberla incluido.

Katznelson dice que {K,.}, -, es un nicleo de sumabilidad, cuando
satisface las condiciones de la definicién [6l

Volviendo al nticleo de Dirichlet, es muy sencillo ver que satisface la
condicién 1). En efecto, cuando f es la funcién idénticamente igual a 1,
las férmulas . ) v () implican que la suma parcial S, es tamblen
1dent1camente 1 Entonces de (p)) resulta, usando 3) en el lema[4]

1_/ D, (x—t)d / D, /p
t—)sxt
_/ Zemdt:_/ d = 1.
) 2 ) .

Y esto es todo lo bueno que se puede esperar del nicleo de Dirichlet.
En la seccion que sigue, probaremos que {Dn}nzo no satisface las
condiciones 2) y 3).
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5. El ntcleo de Dirichlet no es bueno

Proposicién 7. Se tiene la siguiente estimacion:

T 4
/ |D,, (t)| dt > ﬁlnn

—T

para todon =1,2,...

Demostracion. Comenzamos con
1
sen (n + 5) t

s ™ 1
D, (t)| dt = —
/_7r [Dn (1) /_7r 2m sen%

2/” !sen (n+ %) t‘dt B g/(”*é)” ]sens|d8
0 0

s (r )tﬂ' S

t
™ sen 3

dt:/”iwdt
0

t t%s:(nJr

2 nm
> _/ ]sens|d8‘
7 Jo s

Esta tltima integral se puede escribir como,

n—1 i n—1 i
2 (J+1)m 92 1 (J+)=m
z E / |Sen8|d5 > — E —/ |sen s| ds
m j S s J+1Jx

j=0 I j§=0

4 <1
- —= . 10
=D (10)

1
2

Si comparamos la suma en con la integral de f (t) = 7 sobre el
intervalo [1,n], concluimos que

T 4
/ D, (1) dt > S5

—T

Esto completa la prueba de la proposicion, demostrando que D,, no
satisface la condicién 2) en la definicién O

Finalmente,

Proposicién 8. Para cada 0 < 6 < 5 y para toda k =0,1,2,...,

2 Sk
D () dt > — (2 — V2 .
/JSMSJ wlae> 2 (2-va) 2
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Demostracién. Para cada 0 < 0 < 7, podemos escribir
sen (n + 5) t
sen &

1
| iy [
5<|t|<m T Jo<|t|<n 2

L[ bty

7 | sen%

dt

Ll e,
0 sen(%—i—%)

Cuando n = 4k para k =0,1,2, ...

(D))

(4k+%> (s+g) :(8k+1)§+<2kw+g>.

Por lo tanto,

sen <n+ %) (s+ g)

sen [(8/{: +1) g + <2k7r + %)] = g [sen (8k + 1) 5 + cos (8k + 1) f}
t

[\

Entonces, el cambio de variable
t + 7, producen

/ D (1) ]dt>\/_/ |sen (8k + 1)t 4 cos (8k + 1)t ‘dt
s<|t|<m . t+ 7

= 5 vy la estimacion sen (t + )

Q%/SHH |sen (8k + 1)t + cos (8k + 1) ¢

> , T dt
m J=1 8k]+1% + 4
\/é 8k 1
> — J+l = ™ x
T dkt1a T 1
j+1l =
8k+1 4
X [(sen (8k + 1)t + cos (8k + 1) t)] dt

(11)

Calculando la integral en , obtenemos
\/5 8k 1
Dy, ()| dt > — T E
/6§|t|§7r Z(] +1) 7+ 7 8k+ 1)

X ‘(ﬂ—l)senjz—l—cosj% :
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Ahora hacemos la siguiente observacién:
Para j=1,2,...,8y1=0,1,2,...,

f(+8) = <\/§—1>S€n(j+8l)£+Cos(j—|—8l)%

_ (ﬁ _ 1) sen (j% n 2l7r> + cos (j% + m)

= <\/§— 1) S.enjZ —l—cosjZ

4 4

=f0).
Esto significa que si organizamos la suma en k grupos de ocho
términos cada una, estoes, 7 =1,...,8;,7=9,...,16; 7 = 17,...,24;

etc., los valores de ‘ (\/§ — 1) sen j7 + cosjﬂ en el segundo, tercer, etc.,
grupo, coinciden con los valores en el primer grupo.

Para j = 1,2,...,8, los valores de f (j) = (\/5— 1) sen j§ + cos j§

son
Ul G il fG) |
1 5 -1

vV2-1 [6|—(vV2-1)
- (vV2-1) 7] Vv2-1
-1 8 1

Esto es, para j = 1,2, ..., 8k, la expresion ‘(\/5 — 1) sen j§ +cosjy
toma solamente dos valores, 1y v/2 — 1.

Por consiguiente,

‘(ﬂ—l)senj%%—cosj%’ >V2-1

para toda 7 =1,2,...
Es decir,

V2 |
/6§|t§7r P (D] dt > 72(3' +1) 54+ 2 (8k+1) (ﬁ B 1)

j=1

/3
272<‘/§_1>2§(88—:+1):%<2_ﬁ> 8/{8—]?—1’

=W N —=&~.

como lo habiamos afirmado.
Esto completa la prueba de la proposiciéon, mostrando que D,, tam-
poco satisface la condicién 3) en la definicién [ [

Asi, no solo justificamos la larga historia de la convergencia puntual,
sino que también ponemos en evidencia la enorme dificultad técnica del
resultado obtenido por Carleson.

Reconocimiento: Agradecemos a los revisores sus comentarios, que
nos han permitido mejorar nuestro articulo grandemente. También les
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agradecemos el haber considerado nuestra prueba de la proposicién [§
Como uno de los revisores observo,

2 (7 1
/ |Dn(t)|dt2—2/ sen <n+—>‘dt
s<|t|<rm T Jrs2 2

2 V2 + 2n+2

_ —\/@H i1 Slmes par
2 2 2n : :
T il T 2t Sl n es 1mpar

Esto nos recuerda que, en 1994, Marshall J. Ash publicé un articulo

cuyo titulo comienza «A new, harder proof that ... >>|I|.
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