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Resumen

Presentamos dos modelos mateméaticos, muy simplificados,
del modo capitalista de produccién y del origen de la ganancia
del capital. Ambos han sido construidos por el autor, con un
enfoque propio, pero recurriendo a los métodos de la Teoria del
Equilibrio Econémico General y a los de la Teoria de Juegos.

El modelo expuesto en la Seccién 2 considera un solo tipo de
mercancia, aparte del trabajo, y una sola técnica productiva. Por
ello, los trabajadores tendran como tunica alternativa alquilarse
al capital y los capitales sdlo tendran la opcién de concurrir a
organizar la produccién, segin la tnica técnica existente. Sin
embargo, tal vez precisamente por su simplicidad, creemos que
el modelo aclara una serie de interrogantes sobre el importante
asunto del origen de la ganancia.

En la Seccion 3, presentamos un segundo modelo en el cual
suponemos que existen dos técnicas productivas: una que re-
quiere necesariamente de capital para que pueda ser echada a
andar y, la otra, que sélo requiere de trabajo. Consecuentemente,
tanto los trabajadores como los capitales tendran dos alternati-
vas y, por ello, proponemos y usamos una técnica de andlisis a
la cual hemos llamado de dinamicas anidadas. Esto equivale a
construir lo que, en otra parte, hemos definido como un juego de
concurrencia con dos tipos de “jugadores”: los trabajadores y los
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capitales. Creemos que el andlisis de la nueva situacién tendra,
entre otros frutos, de una parte, la ampliacion de nuestra vision
acerca del origen de la ganancia del capital, de la determinacion
del salario y de las relaciones entre esas categorias econdmicas
y, de la otra, una mejor comprensién de un problema tan im-
portante como el de la formacién de lo que, en la literatura
marxista, ha sido llamado el ejército industrial de reserva para
el capital.

1. Un modelo relaticamente general del modo ca-
pitalista de produccion

Empezamos por exponer, en esta seccién, un modelo relativamente
general del modo capitalista de produccién con el doble propésito de,
por una parte, plantear, lo mas claramente posible, la problematica que
quisiéramos abordar en el futuro y, por otra, facilitar la comprensién de
muchas de las abstracciones que haremos ulteriormente y que, de otro
modo, con toda seguridad parecerian demasiado artificiales. Empezare-
mos entonces por una definicion previa que se basa en una simplificacién
del conocido modelo de la produccién de John von Neumann [15,16] el
cual, como se sabe, considera, entre otras cosas, la posibilidad de que,
con una misma técnica se produzcan diversos tipos de mercancias.

Definicion 1. Sea m un numero natural. Diremos que una técnica de
produccion con m tipos de mercancias es una matriz de orden (m-+1)x2

lo mo
ll mi

T= :
lyn My

cuyas componentes son todas nimeros reales no negativos. La compo-
nente [; sera llamada la cantidad de mercancia del tipo © que se requiere,
como entrada, para desplegar la técnica Y a un nivel unitario. La com-
ponente m; serd llamada la cantidad de mercancia del tipo i que se
obtiene, como salida, cuando se despliega la técnica T a un nivel uni-
tario. Las componentes [y y mg son consideradas cantidades de trabajo.
Usualmente, se supondra que [y es una cantidad positiva y que mqy = 0.

Definicion 2. Durante el presente trabajo, diremos que una Economia
Capitalista = es un sistema que consta de lo siguiente:
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(1) Un ndmero natural m llamado el nidmero de tipos de mercancias,
aparte del trabajo;

(2) Un numero natural N llamado el nidmero de trabajadores;

(3) Un ntmero real I > 0 llamado la cantidad total de capital acu-
mulado;

(4) Para cada v € N, una funcién (llamada de utilidad) u” : R7 —
R;

(5) Para cada v € N, un ntimero real 7 > 0, llamado la cantidad
de dinero con la cual inicia el dia el ciudadano v;

(6) Una sucesién finita Yy, T, ..., T4 de técnicas de produccién con
m tipos de mercancias.

Aqui, N es el conjunto {1,2,..., N} de los ntimeros naturales me-
nores o iguales que N ;| R, es el conjunto de los nimeros reales no
negativos y R es el sistema extendido de los reales, es decir, el conjunto
de los nuiimeros reales al cual se ha agregado 400 y —oo.Por otra parte,
definimos la cantidad r mediante

N
rzg rY

v=1

y postularemos, de aqui en adelante, que r > 0.

Con el objeto de llevar a cabo nuestros andlisis, en una primera
aproximacion al asunto, empezaremos por hacer algunas hipotesis que
asumiremos a lo largo de este trabajo. Supondremos que el intercam-
bio mercantil se ha desarrollado hasta un grado tal que, aunque no
ha surgido aun el papel-moneda, ha aparecido ya una mercancia que
desempena el papel de dinero. A partir de una forma original del inter-
cambio basada en el trueque, se ha producido una especie de “seleccion
natural”’de una sola, de entre las diversas mercancias, que es acepta-
da por todos, como medio de cambio, en las transacciones comerciales.
Para fijar ideas, podemos imaginar, ateniéndonos a la mayoria de los
ejemplos que nos proporciona la Historia Econémica, que esa mercancia
es un metal, por el ejemplo, el oro (amonedado); pero muy bien puede
ocurrir que esa mercancia no sea el oro y ni siquiera un metal y una
muestra de ello nos la ofrece la Mesoamérica Prehispanica en donde,
seguin parece, los granos de cacao llegaron a ser la mercancia selecciona-
da. En conclusion, cualquiera que sea ésta, lo que aqui nos importa es la
suposicién de que la economia que estamos estudiando ha seleccionado
esa mercancia dineraria. Entonces imaginaremos que tanto la cantidad
I, introducida en el punto (3), como las cantidades ¥, introducidas en
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(5), estan dadas en unidades de esa mercancia a la cual, en ocasiones,
llamaremos el numerario.

En la busqueda de una mejor comprension de la problematica que
deseamos abordar, creemos que es conveniente hacer enseguida algunas
aclaraciones generales.

En primer lugar, centraremos nuestro anélisis en el funcionamiento
de la economia durante un periodo relativamente corto, digamos, para
fijar ideas, que de un dia al cual llamaremos, coloquialmente, el dia de
hoy. Nos proponemos, valga la comparacion, “tomar una pelicula” de
los procesos econémicos durante este dia.

A partir de los elementos que introducimos como integrantes de
la economia en la Definicién 2, intentaremos, mediante los métodos
matematicos, formarnos un primer esquema de cémo se comportan los
agentes econémicos, de como se forman la oferta y la demanda de las
mercancias, de cémo se determinan los precios (el salario incluido) y
la ganancia del capital y de como ocurren algunos otros fenémenos
economicos relacionados. Todo lo anterior, durante el dia de hoy.

Tales son nuestros objetivo en el presente trabajo.

Si nos plantedramos estudiar la problematica econémica desde otra
perspectiva, tendriamos que tomar en cuenta, por ejemplo, que los ele-
mentos considerados en la Definicién 2 provienen del pasado y, en par-
ticular, del dia de ayer y, por otra parte, tendriamos que preguntarnos
también hacia dénde va la economia en el futuro. Tendriamos que con-
siderar que la poblacion de hoy proviene de la de ayer, que la cantidad
r¥ ha sido reservada desde ayer por el ciudadano v, para obtener lo
que hoy habra de consumir, tendriamos que tomar en cuenta que los
capitales I constituyen una parte de la riqueza total de los diversos ciu-
dadanos y que éstos han reservado tal riqueza, desde ayer, para usarla
durante el dia de hoy, etc., etc. Todas las cuestiones anteriores son, sin
duda, de gran importancia y serian parte de un estudio mucho mas ex-
tenso que se propusiera investigar los procesos econémicos a mediano
y a largo plazo. Sin embargo, por ahora, no nos proponemos abordar
€sos procesos y nos concentramos solamente en el dia de hoy.

Entonces, como consecuencia de lo precedente, empezamos por su-
poner que, a diferencia de autores como Arrow y Debreu [1,3], el pre-
supuesto del ciudadano v destinado a su propio consumo inmediato se
reduce precisamente a la cantidad r”.

Aparte de lo anterior, hacemos las hipétesis de que, en cuanto a
trabajador, el ciudadano v dispone de su capacidad para laborar durante
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la jornada de hoy, de que pugnard para obtener, por su trabajo, la
mayor cantidad de dinero que sea posible y que reducira a ello, al dinero
obtenido, la ponderacién del éxito logrado con sus esfuerzos.

Por otro lado, supondremos también que los capitales I s6lo buscan
maximizar sus ganancias expresadas en términos dinerarios.

Podemos considerar entonces los elementos integrantes de la Defini-
cion 2, en el nivel de generalidad alli establecido y, con base en las
hipétesis arriba esbozadas, desarrollar diversos esquemas matematicos
en torno a como concurren, tanto los capitales como los trabajadores,
a las diversas alternativas que se les presentan y también en torno a
como se forman la oferta y la demanda de las distintas mercancias en
ciertas circunstancias que pueden precisarse. Sin embargo, muy pron-
to nos tropezamos con numerosas dificultades técnicas que se antojan
a primera vista insuperables, cuando insistimos en mantenernos en el
nivel de generalidad indicado. Esto nos conduce a reducirnos, por aho-
ra, a considerar en las secciones siguientes sélo casos particulares de
economias, segun la Definicién 2. Ellos pueden parecer, tal vez, exce-
sivamente simplificados y empobrecidos de contenido. Pero, aunque en
muchos aspectos lo anterior es cierto, estamos convencidos de que, no
obstante, resultard instructivo tratarlos.

2. Un primer modelo sobre el origen de la ganan-
cia del capital

2.1. El modelo simplificado

En concordancia con lo arriba dicho, haremos las siguientes hipéte-
sis:

(a) Supondremos que m = 1 o, en otras palabras, consideraremos
solamente un tipo de mercancia aparte del trabajo. Para fijar ideas,
imaginaremos que tal mercancia es grano.

Como estamos basandonos en la hipdtesis de que el papel-moneda
aun no ha surgido, lo anterior nos conduce a suponer que el dinero
(“el numerario”) es la propia mercancia 1. Méds adelante veremos que
esta idea nos fuerza, cuando se habla de la demanda y de la oferta de
la mercancia 1, a ciertos razonamientos que se antojan artificiales. Sin
embargo, creemos que tal apariencia de artificialidad se contempla de
otro modo en el caso general presentado anteriormente.

(b) Supondremos igualmente que, para cada v € N, la funcién u” :
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R7™ — R es una funcién de utilidad de Bernoulli [2,6] la cual, en la
situacion simplificada que estamos considerando, se define como

Y | aflog(zo) + aflog(zy) sizg,z1 >0
u(xo’x1>_{—oo sizg=0 6 ;=0

Aqui, asumimos que la funcién esta normalizada, es decir, que los
coeficientes af y aj son nimeros reales positivos de tal modo que

v v o
ag +aj; = 1.

Interpretamos al vector (xg,z1) € Ri como un plan de consumo del
ciudadano v en donde zq es trabajo que v tiene a su servicio (podriamos
considerarlo como trabajo doméstico) y z; es mercancia del tipo 1.

(¢) Otra simplificacién consiste en suponer que solamente existe una
técnica productiva T. Considerando que m = 1y con el objeto de hacer
mas sencilla la notacion, escribiremos

T 0
T ( m o0 ) .
Supondremos, ademas, que 7 >0y 0 < a < 1.

En otras palabras, la forma de Y nos dice que, para producir una
unidad de la mercancia 1, se requiere de 7 > 0 jornadas de trabajo y
de a > 0 cantidad de grano.

La exigencia de a < 1 equivale a que, con la técnica Y, se puede
obtener un producto neto positivo de grano.

Definiremos ademds v = 1", cantidad que puede interpretarse como
el tiempo total de trabajo necesario para producir una unidad de grano,
cuando se utiliza la técnica Y. Entonces, basandonos en la tradicion de
la Economia Politica Clésica [12] o en la de la Escuela Marxista [8],
podemos llamar a v el valor-trabajo de una unidad de grano cuando se

usa la técnica T.

2.2. Formacién de la oferta y de la demanda

Puesto que el grano es el numerario, un sistema de precios queda
determinado por lo que podemos llamar el salario unitario py > 0.

.,Como actian ante tal sistema de precios los trabajadores y los
capitales y, por tanto, como se forman la oferta y la demanda tanto de
trabajo como de grano?
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A fin de responder a lo anterior, empezamos por convenir en el
llamado principio de competencia perfecta [3], es decir, aceptamos que
los individuos se comportan considerando como dado al sistema de
precios, de un modo parecido a como se comporta un ingeniero ante la
ley de la gravedad.

En segundo lugar, como se desprende de lo senalado en la seccion
precedente, suponemos que tanto los trabajadores como los capitales
reducen a cantidades de dinero (de grano) la medida de sus logros. Los
trabajadores, tanto en lo que producen y llevan al mercado como en
lo que obtienen como salario cuando acuden al mercado de trabajo
y, por otra parte, los capitales, cuando se invierten en los procesos
productivos.

Visto como consumidor, suponemos que el individuo v se enfrenta
al problema de elegir, de entre los planes de consumo (g, 1) € R% que
él puede comprar con la cantidad r”, aquel plan que le proporcione la
mayor utilidad. En otras palabras, aceptamos que se plantea el siguiente
problema de optimizacién:

maximizar u”(z) = u”(xg, 1)
sujeto a :
PoTo +prz1r <1
Lo, T1 2 0

en donde, por supuesto, p; = 1. Como puede verse, adaptamos a nuestro
enfoque hipétesis tomadas de la Teorfa Microeconémica [3,18] usual.

Dada la forma que hemos postulado para la funcién de utilidad u”,
tomando en cuenta que ésta resulta mondétona creciente y mediante el
clasico procedimiento de Lagrange, se obtiene la bien conocida unica
solucién del problema anterior

v

v
1’/“

arr’ a
xy: :L,y JIV — 0
(arf) = (1 1

Podemos suponer entonces que, en cuanto a consumidor, el indivi-
duo v ofrece en el mercado la cantidad de dinero (grano) r” y demanda
el vector z¥. Este serd llamado, como es costumbre en la literatura
econdmica, la demanda para el consumo del individuo v.

Aparte de lo anterior, supondremos también que, en cuanto a tra-
bajador, el individuo v ofrece al mercado su capacidad de trabajo por
una jornada y demanda el salario establecido.

Pasando a los capitales, suponemos que el capital I se plantea el
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problema de

maximizar G(w) = w(l — poT — a)
sujeto a :
0 <w(pyt +a) < 1.

Aqui, po7 + a es la cantidad de dinero que se debe invertir para
organizar la produccién de una unidad de la mercancia 1 y w es la
cantidad de mercancia de tipo 1 que se planea producir. Naturalmente,
la cantidad w es el instrumento de decision de los capitales. La cantidad
1 —poT —a representa la ganancia (o pérdida) que obtienen los capitales
cuando dan lugar a que se produzca una unidad de mercancia del tipo
1y, por tanto,

G(w) =w(l — poT — a)

es la ganancia (o pérdida) que obtienen cuando determinan la produc-
cién de una cantidad w de mercancia 1.

Si consideramos resuelto el problema anterior, entonces los capitales
I seran llevados a elegir w € S(py) en donde

{0} si 1<pT+a
I .
i =] k] 5 1omrie
1
poT+a

si 1 >pogT+a

Por tanto, si convenimos en que w € S(py), tenemos que los capitales
I, con el fin de que se pueda echar a andar la produccion, demandan wt
unidades de trabajo y wa cantidad de grano y, por otro lado, ofrecen
w(poT + a) cantidad de dinero.

Es basandonos en todo lo que antecede que construimos los cuadros
de abajo de demanda y de oferta totales:

Demanda
Trabajo ;—g +wTt
Grano r1 + poN + wa

Tabla 2.2.1.
y
Oferta
Trabajo N

Grano 7+ w(peT + a)
Tabla 2.2.2.
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En éstas, naturalmente, suponemos que w € S(pg) y definimos

Tomando en cuenta las definiciones anteriores, tenemos que la de-
manda de trabajo (doméstico) por parte de todos los trabajadores que-
da dada por

N V)V N V.V
2 : L D=1 Q0T _To
- Po

Po Do

lo cual nos explica el significado del primer sumando de la demanda de
trabajo en la Tabla 2.2.1.

Anélogamente,

(&
T = —
D1

es la demanda de grano para el consumo, por parte de todos los traba-
jadores.

De todo esto, se desprende claramente que las cantidades rg y
pueden ser interpretadas como la cantidad de dinero que destinan los
indiwiduos a demandar para el consumo la mercancia 0 y la mercancia
1, respectivamente.

Por otra parte,
N
14
r = E rT=1r9+71]
v=1

es la oferta total de dinero (grano) por parte de los trabajadores, des-
tinada a obtener lo que ellos han de consumir.

Para una primera aproximacién al problema del origen de la ganan-
cia del capital, hemos decidido no incluir la renta de la tierra en los
costos de produccion. Esto puede justificarse haciendo la hipotesis de
que la sociedad dispone de una cantidad suficientemente grande de tie-
rra, lo que causa que ésta sea gratuita.

Sipg > 0ysiwée S(py) es una opcién Gptima para los capitales,
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entonces, basandonos en las tablas de arriba, podemos definir

r
Dop ):_0+wT7

w
( Po

1(po;w) = r1 + poN + wa,

o(po, w) = N y, finalmente,

0;
D1 (po;
O
O1(po, w) = r +w(pet + a).

Enseguida, podemos comprobar sin dificultad que se cumple la igual-
dad:

PoDo(po; w) + p1D1(po; w) = poOo(po; w) + p101(po; w),

cualquiera que sea el sistema de precios considerado, es decir, que el
precio de la demanda total siempre es igual al precio de la oferta total
lo que, en la literatura de los economistas, es conocido como la “Ley de
Walras” [3,18].

2.3. Determinacién de equilibrios

Ahora, si decimos que pj nos proporciona un sistema de precios de
equilibrio cuando existe w* € S(pg) tal que se cumplan, simultdnea-
mente, las relaciones

Do (pg; w*) = Oo(pp; w*) y

D1 (pg; w*) = O1(pg; w*),
tendremos que, en virtud de la “Ley de Walras”, pj > 0 propor-
cionara un equilibrio si y sélo si se cumple una sola de las igualdades
anteriores. Consecuentemente, con el fin de determinar un equilibrio,

investigaremos la primera igualdad de arriba que tiene la ventaja de ser
la méas sencilla.

La correspondencia Dy : R, — R, que asocia a cada py > 0 un
subconjunto de los reales, se define mediante

Dy(po) = {Do(po;w) | w € S(po) } -

No es dificil comprobar que la anterior es una correspondencia de
las conocidas como superiormente semicontinuas [3](es decir, que su
grafica es un subconjunto cerrado en R?) y que puede expresarse del
siguiente modo

o I7 i 1
P0+p07+a} Slp0<v
Do(po) = ;—g—i-wr‘we [O, pOTIJra] } si pg = %

0 -1
—_— 1 —
o st & < Po
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ya) ».

Figura 2.3.1

Si, ademas, definimos
A=rovy

I
B:T0U+T—T:T0U+IT >A,
5 ta

v

tendremos que la grafica de la correspondencia D, puede representarse
como en la Figura 2.3.1. y que Dy es mondtona decreciente en el sentido
de que, si py < Po, entonces tendremos z > Z, siempre que z € Dy(po)
y Z € Dyo(Ppo).

Sobre la base anterior, para cada N > 0, existe uno y solo un valor
p; para el cual existe w* € S(pj), de tal modo que Oy(pf; w*) = N =
Do (p§; w*) (Véanse las figuras 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3).

En otras palabras, existe uno y sélo un valor pf; que proporciona un
equilibrio. Tal valor pjj, dependiendo de cémo es N, esta dado del modo
siguiente:

<

u si0< N <rgu

N
PE(N) = % sirov < N <rgv+I1

(ro-i—I)T—Na—i-\/((TO+I)T—Na)2+4NTTOa
2NT

sirgv+ It < N

La misma Figura 2.3.1 nos muestra cémo es la funcion pj(N) ya que
ésta es una especie de “inversa”de la correspondencia Dg(py). Es decir,
para cada valor de N, colocado en el eje de las ordenadas, pi(N) es tal
que el punto (pg(N), N) esta sobre la grafica de Dgy(po). Es entonces
claro que la funcién p§(N) es continua y monétona no creciente.
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2.4. Un analisis heuristico de la dinamica de los
precios

Como vimos en el paragrafo precedente, dado el valor de N, la
expresion que nos proporciona a p§(N) depende de tres casos distintos.
Examinemos cada uno de ellos.

Caso I: rqpv + I7 < N.

Esta situaciéon esta representada en la Figura 2.4.1.

Estudiemos enseguida como es la dindmica de los precios.

En virtud de la monotonia de la correspondencia Dy, tenemos que,
si po < p§y (Véase la Figura 2.4.1.), S(po) consiste de un tnico elemento
w 'y se cumplirda que

Oo(po;w) = N = Og(py; w*) = Do(py; w*) < Do(po; w).

De aqui, puesto que la oferta es menor que la demanda, se deduce
una “tendencia” del salario a elevarse, es decir, a “ir hacia” el equilibrio.

D, 4 \
N

—

T >
o o 5 Py

Figura 2.4.1

De un modo parecido, si p§ < po (Véase la Figura 2.4.1.), se de-
ducird una “tendencia” del salario a descender, es decir, también a “ir
hacia” el equilibrio.

Entonces, podemos considerar plausible una “tendencia” del salario
a “gravitar” en torno al equilibrio.

La argumentacién heuristica anterior es esencialmente igual a argu-
mentaciones clasicas que proceden, por lo menos, del célebre economista
del siglo XIX John Stuart Mill [9].

Caso II: rov < N < rguv + IT.
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Figura 2.4.2

Representamos este caso en la Figura 2.4.2.

Nos encontramos ahora con una diferencia considerable respecto a
1

la situacion examinada anteriormente, ya que pj = -y Do(pg) consta

de todos los nimeros de la forma 22 + w7 en donde w € [0, 4} )
2 pOT—l—a

D A

Py

T
o L)
v

Figura 2.4.3

Consecuentemente, si razonamos como lo hicimos en el caso anterior

Y Y

deducimos que, si py < p;, se presenta una “tendencia’de pg a elevarse.
Es decir, a ir “hacia pj”. Analogamente, podemos deducir que, si p§ <
Po, se presenta una “tendencia’de py a ir “hacia pj”. Sin embargo,

cuando py = p§j, muy bien podria ocurrir que los capitales eligieran a w
de tal modo que
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Dy(po; w) # N = Op(po; w).

Entonces, habria que aceptar que el salario se desviaria de la posi-
cion de equilibrio ya que la oferta de trabajo diferiria de la demanda. No
obstante, en virtud de la primera argumentacion, se podria hablar nue-
vamente, en un sentido mas amplio, del salario “gravitando” en torno
a pp-

Caso III: 0 < N < rgv.

En esta situacion, representada en la Figura 2.4.3.; el analisis de la
dindmica de los precios resulta totalmente analogo al llevado a cabo en
el Caso L.

La conclusion del conjunto de los razonamientos heuristicos ante-
riores es que el salario “gravitard” finalmente en torno a p§, cualquiera
que sea la situacién que originalmente se realice.

2.5. Los casos posibles en cuanto a la formacién de
una ganancia para el capital

En el paragrafo anterior, mediante algunos razonamientos heuristi-
cos, hemos visto cémo, dependiendo de los datos exdgenos que definen
la economia que estamos estudiando, puede decirse que “se produce una
tendencia” a que los precios “graviten” en torno al sistema de precios de
equilibrio determinado por pj. El problema que se nos plantea ahora es
el siguiente: ;Como es la tasa de ganancia para el capital en el sistema
de precios inducido por p;?

Para responder a esto, volvamos a los casos estudiados con anterio-
ridad.

Caso I: rqv + I7 < N.

En esta situacion, representada en la Figura 2.4.1.; el salario pyg,
correspondiente al equilibrio, estd dado por

(ro+ 1)1 — Na++/((ro+I)T — Na)? + 4NTroa _ 1

*

Po = 2NT v
La tasa de ganancia para el capital es positiva y queda dada por
1 — (mp§ + a)
i +a

El nivel de produccién que “tiende a darse” esta dado por
. 1
w'= ——.
poT +a
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Caso II: rov < N < rgu + IT.
Se representa mediante la Figura 2.4.2.

El salario de equilibrio esta dado por

1

*
Dy = —-
0w

La tasa de ganancia es nula y el nivel de produccion es cualquier w €
I
[0, pwa]
Caso III: 0 < N < ryu.

La Figura 2.4.3. representa esta situacion.

Tenemos ahora que
% To 1
= — > —
Po N v

y que la tasa de ganancia 'y el nivel de producciéon son nulos.

Como vemos, del modelo anterior se desprende, en particular, que
cuando la poblacién trabajadora N es suficientemente grande en rela-
cion al capital total acumulado I , es decir, cuando

rov+ It < N

0, quiza en otras palabras, cuando la competencia entre los trabajadores
es suficientemente grande, el salario que tiende a establecerse es menor
que % y resulta tal que causa una tasa de ganancia positiva para el

capital.
Por otra parte, cuando N es menor que rou, entonces el salario que

tiende a establecerse es mayor que %, la tasa de ganancia se hace nula,
los capitales se paralizan y la producciéon se detiene.

3. Un segundo modelo sobre el origen de la ga-
nancia del capital

3.1. Presentacion del modelo

Como ya lo hemos senalado en la sinopsis, debido al hecho de
que, aqui, se consideran dos técnicas productivas distintas, el mode-
lo matematico del modo capitalista de produccién que presentaremos
enseguida difiere del anteriormente expuesto principalmente en la técni-
ca de andlisis que aplicamos al segundo. Mediante tal técnica, similar
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a la aplicada por nosotros en otros estudios, construiremos, en el fon-
do, un juego de concurrencia, en donde los jugadores resultaran ser los
capitales y los trabajadores.

Por lo demads, en cuanto se refiere a los elementos componentes
del modelo, estamos aqui también ante un caso particular del modelo
general definido en la Seccion 1.

Para precisar, volvamos entonces a la Definicion 2 de la Seccién 1y
hagamos las siguientes hipotesis:

(a) Supondremos, como antes, que m = 1 e imaginaremos también
que la inica mercancia existente, aparte del trabajo, es el grano. Como
en el modelo presentado en la secciéon precedente, haremos la hipotesis
de que es la propia mercancia 1 la que desempena las funciones de
dinero.

(b) Consideraremos, como en la Seccién 2, que el ciudadano v des-
tina a su consumo inmediato exactamente la cantidad de dinero r”.

(c) Aceptaremos también que, en cuanto a trabajador, el ciudadano
v dispone de su capacidad para laborar durante la jornada de hoy, de
que tratara de obtener, por su trabajo, la mayor cantidad de dinero
posible y de que medira el éxito logrado iinicamente por la cantidad de
dinero obtenida. Por su parte, supondremos igualmente que los capi-
tales I se proponen, solamente, maximizar sus ganancias expresadas en
términos dinerarios.

(d) También aqui asumiremos que, para cada v € N, la funcién
u” : RTH — R es una funcion de utilidad de Bernoulli.

(e) Sin embargo, en esta ocasién, imaginaremos que existen dos
técnicas productivas T; y T que son como a continuacion se describe:

En la notacion introducida en la Definicion 1 de la Seccién 1, tene-

mos que
t 0
T, = ( 01 ) y que

7 0
ne (1 0).

Supondremos, ademés, quet >0, 7 >0y 0<a < 1.

En otras palabras, la forma de T; nos dice que con sélo t > 0
jornadas de trabajo se produce una unidad de la mercancia 1.

En cambio, la forma de Y5, como en el modelo de la seccién anterior,
nos indica que, para producir una unidad de la mercancia 1, se requiere
de 7 > 0 jornadas de trabajo y de a > 0 cantidad de grano.
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Igualmente, haremos v = 1~ e interpretaremos esta cantidad, como
es natural, como el tiempo total de trabajo necesario para producir una
unidad de grano cuando se utiliza la técnica 1.

Finalmente, ya que t puede interpretarse, claramente, como el tiem-
po total de trabajo necesario para producir una unidad de grano, cuan-
do se utiliza la técnica T4, el postulado que haremos de que

v<t

se interpreta como que la técnica T es menos productiva que la técnica
Ts.

3.2. Marcos de segunda instancia

Una vez hechas las precisiones anteriores, aplicaremos la técnica de
analisis basada en dindmicas anidadas.

Para ser mas especificos, empecemos por suponer que los traba-
jadores tienen dos alternativas:

O bien concurren a producir la mercancia 1 usando la técnica T,
(donde sélo se requiere trabajo para producir) o bien eligen alquilarse
ellos mismos para recibir un salario a cambio de su trabajo.

Por otra parte, supongamos que los capitales tienen también dos
alternativas:

O bien deciden contratar trabajadores para dedicarlos a producir
la mercancia 1, usando la técnica Y, o bien deciden contratar traba-
jadores y comprar grano para producir también grano, pero usando la
técnica Y.

Hagamos entonces la hipotesis de que gy trabajadores han decidido
ofrecerse en el mercado de trabajo, en tanto que y; trabajadores han
decidido producir grano, por su cuenta, mediante la técnica Y.

Dicho conjunto de decisiones induce el vector bidimensional y =
(Yo, y1) cuyas componentes son no negativas y que satisface la condicién

Yo +y1 = N.

Consecuentemente, llamaremos un wvector de concurrencia total de
los trabajadores a un vector bidimensional y = (yo, 1) que satisfaga las
condiciones anteriores.

Observemos que no excluimos la posibilidad de que las cantidades
Yo, Y1 sean fraccionarias o, en otras palabras, la posibilidad de que los
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trabajadores dediquen una parte de su jornada a su primera alternativa
y la parte restante a su segunda alternativa.

Enseguida, supongamos que, de los capitales existentes, una parte
de magnitud K; ha decidido concurrir a la técnica T; en tanto que
la parte restante K, ha decidio concurrir a la técnica T,. Esto nos
conduce a definir como un vector de concurrencia total de los capitales
a un vector bidimensional K = (K71, K5) cuyas dos coordenadas son no
negativas y tal que

Ki+Ky=1.

Si tanto los trabajadores como los capitales han hecho sus decisiones,
tendremos un par de vectores (y, K). Llamaremos entonces un marco
de segunda instancia a un par de vectores (y, K) en donde y y K son
vectores de concurrencia total de los trabajadores y de los capitales,
respectivamente. Ahora bien, puesto que, si estan determinados vy y
K5, entonces también lo estaran y; y K, llamaremos también, por
extension, un marco de sequnda instancia a un vector bidimensional
M = (yo, K3) cuyas coordenadas satisfacen las relaciones:

0<y <N
0< Ky <.

Nuestro propdsito consiste en considerar fijo a un marco de segunda
instancia y, sobre esa base, estudiar cuales son los precios que tienden
a darse. Una vez hecho lo anterior, estaremos en condiciones para com-
prender como pueden cambiar los marcos de segunda instancia, es decir,
las formas de concurrir de trabajadores y capitales. Esencialmente, es
en esto en lo que consiste la técnica de analisis a la cual llamamos de
dindmicas anidadas.

3.3. Formacién de la oferta y de la demanda en un
marco de segunda instancia

Conforme a lo arriba dicho, hagamos la hipdtesis de que el marco
de segunda instancia M = (yo, K3) permanece fijo.

Puesto que el grano es el numerario, un sistema de precios queda
determinado por lo que podemos llamar el salario unitario py > 0.

., Cémo actian ante tal sistema de precios los trabajadores y los
capitales y, por tanto, como se forman la oferta y la demanda tanto de
trabajo como de grano?
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A fin de responder a lo anterior, empezamos por convenir, como en
el modelo anteriormente presentado, en el llamado principio de compe-
tencia perfecta.

Suponemos, igualmente, que tanto los trabajadores como los capi-
tales reducen a cantidades de dinero la medida de sus logros. Los tra-
bajadores, tanto en lo que producen y llevan al mercado como en lo
que obtienen como salario cuando acuden al mercado de trabajo y, los
capitales, cuando se invierten en los procesos productivos.

En las condiciones anteriormente descritas, podemos establecer que
tanto la oferta de dinero (grano) como la demanda para el consumo, por
parte del individuo v, se establecen de un modo totalmente semejante
a lo que ocurre en el modelo de la Seccion 2.

Por otra parte, la oferta total de trabajo serd la cantidad yq y la can-
tidad poyo sera la demanda total de dinero por parte de los trabajadores
que han decidido ofrecerse en el mercado de trabajo.

Pasando al comportamiento de los capitales, suponemos que los que
han decidido concurrir a la técnica Yi, se plantean el problema de

maximizar G (w;) = wq(1 — pot)
sujeto a :
0 < wipgt < K.

Por analogia con lo hecho en la seccién anterior, la cantidad pgt es
la cantidad de dinero (grano) que se debe invertir para dar lugar a la
produccién de una unidad de la mercancia 1, cuando se usa la técnica
T;. En este caso, wy es la cantidad de grano que se planea producir.
Al mismo tiempo, la cantidad 1 — pot es la ganancia (o pérdida) que
obtiene el capital cuando da lugar a la producciéon de una unidad de
grano y G1(w;) = wi(1 — pot) es la ganancia (o pérdida) que obtiene el
capital cuando da lugar a la producciéon de w; unidades de grano.

El problema de arriba conduce a los capitales K; a elegir w;, €
S1(po), en donde

{0} si 1 <pot

K1 3 J—
Si(po) = [0’ zﬂ} st 1= pot
{%} si 1> pot

De aqui que, si convenimos en que w; € Si(pg), los capitales K
demandan w1t unidades de trabajo y ofrecen wipgt cantidad de dinero
para poder echar a andar la produccion.
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Analogamente, proponemos que los capitales K5, que concurren a
la técnica T,, se plantean el problema de

maximizar Ga(wsy) = wo(l — po7 — @)
sujeto a :
0 < wa(po7 + a) < K.

La interpretacion de este problema es totalmente similar a la del
planteado en la Seccién 2 y lleva a los capitales K5 a elegir wy € Sa(po)
en donde

{0} si 1<pT+a

K .
Sa(po) = [0’ Pm’ia} si. 1=po7+a
{poffia} si  1>poT+a

Por tanto, si convenimos, como antes, en que wy € Sa(pg), tenemos
que los capitales K5, para poder echar a andar la produccion, demandan
woT unidades de trabajo y wsa cantidad de grano y, por otro lado,
ofrecen wy(poT + a) cantidad de dinero.

Es basandonos en todo lo dicho con anterioridad que construimos las
tablas siguientes que nos informan de como son la oferta y la demanda
totales, tanto de trabajo como de grano:

Demanda
Trabajo ;—8 + w1t + woT
Grano  r{ + poyo + woa

Tabla 3.3.1

Oferta
Trabajo o
Grano 7+ wipet + we(poT + a)

Tabla 3.3.2

Aqui, naturalmente, suponemos que w; € S1(po), que we € Sa(po)
y las cantidades ry y r; tienen el mismo significado que en el modelo
de la seccién precedente. Las cantidades ;—g y r1, respectivamente en las
demandas totales de trabajo y de grano, se explican del mismo modo
ya expuesto en la Seccion 2.
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3.4. Dinamica de los precios en un marco de se-
gunda instancia

Sipy>0ysiw € S1(po) y we € Sa(pg) son dos opciones Gptimas
de K7 y de Ks, respectivamente, entonces, basandonos en las tablas
3.3.1 y 3.3.2, podemos definir

:—+1U1t+’LU27'
Do

( )

D1 (po; wi, wa) = 11 + poyo + woa,
( ) = 1o y, finalmente,
( ) =

T+ wipot + wo(poT + a).

Ademads, podemos comprobar sin dificultad que se cumple, también
aqui, una “Ley de Walras”, esencialmente, en el mismo sentido que en
el Paragrafo 2.2.

Ahora, si decimos que pj nos proporciona un sistema de precios de
equilibrio (de primera instancia) cuando existen wi € Si(pf) v wh €
Sa(po) tales que se cumplan, simultdneamente, las relaciones

Do(pg; wi, w3) = Oo(pg; wi,ws)

D1 (pg; wi, wy) = O1(pe; wy, wy),
tendremos que, en virtud de la mencionada “Ley de Walras”, p; >
0 proporcionara un equilibrio si y sélo si se cumple una sola de las

tgualdades anteriores. Consecuentemente, con el fin de determinar un
equilibrio, investigaremos la primera igualdad de arriba.

La correspondencia Dy : R, — R, que asocia a cada py > 0 un
subconjunto del sistema extendido de los niimeros reales, se define me-
diante

Dy(po) = {Do(po; w1, ws) |w1 € S1(po) y wa € Sa(po) } -

Es facil comprobar que la anterior es una correspondencia superior-
mente semicontinua y que puede expresarse como:

REEE pffja} si po < ¢
TO + wlt + pKTQJ:a wy € [0, %} } si pg = %
Do(po) = e+ pffla} si1<py<z
;—g + woT |wy € [0, poffia} } sipg =~
\ ;—g si % < o
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Figura 3.4.1

Si, ademas, definimos

A =rguv,
K.
B = rov + — 27 =rov+ Kot > A
I+a
K
O:T0t+T 27 > B
I+a

t

K
D=rt+Kit+—2>¢C
+a

T
t

tendremos que la grafica de la correspondencia Dy puede represen-
tarse como en la Figura 3.4.1. y que también es mondtona decreciente.

Supongamos ahora que yo > 0. Entonces hay uno y sélo un valor pj
(véase la Figura 3.4.1.) para el cual existen wj € S1(pg§) y wi € Sa(p§) de
tal modo que Oy(p§; wi, w3) = yo = Do(ps; wi, ws). En otras palabras,
para cada yp > 0, existe uno y sélo un valor pj que proporciona un
equilibrio (de primera instancia,).

Para establecer explicitamente como es tal equilibrio de primera
instancia, observemos antes que se pueden dar cinco casos mutuamente
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excluyentes para el marco de segunda instancia. Dichos casos son:

Caso Condiciones que lo caracterizan

I 0<yo<ropv

1I rov < Yo < 1oU + Kot

111 7“021+K27§y0§7’0t+£i:5

IV rot + B2 <y < (rg + 1 — Kot + 222

\Y% (ro + I — Ka)t + £t <y

Entonces el valor p{ esta dado del modo siguiente:
(o Caso 1
Yo
% Caso I1
T T—Yoa T T—yoa)? Troa
Po(Yo, K2) = oK) +\/((2(;::{2) wa ot Caso III

% Caso IV
(ro-i—I)T—yoa-i—\/((r0+1)7—y0a)2+4y07(r0+I—K2a) Caso V

\ 2yoT

Es interesante que observemos que la funcién pj : [0, N]x[0,I] — R,
definida como arriba, es continua como facilmente se puede comprobar.

Examinemos ahora la dindamica de los precios sobre la base de que
el marco de segunda instancia (yo, K2) esta fijo.

En virtud de la monotonia de la correspondencia Dy, tenemos que, si
po < ph, cualesquiera que sean las elecciones wy € S1(po) v wa € Sa(po),
se cumplird que

Oo(po; w1, wa) = yo = Og(ps; w1, wa) = Do(py; wi, ws) < Do(po; wi, wa).

De aqui se infiere, de un modo heuristico, totalmente analogo al
visto en la seccidon precedente, que existe una “tendencia” del salario a
“irse hacia” el equilibrio.

Otro tanto se puede hacer si p§ < po.

En resumen, podemos hablar de una “tendencia” del salario a “gra-
vitar” en torno al equilibrio.

3.5. Sobre las recompensas per capita a los traba-
jadores y las tasas de ganancia para los capi-
tales, dado un marco de segunda instancia

Consideremos de nuevo un marco de segunda instancia (yo, K3) y
asumamos que “tiende a darse” el salario p§(yo, K2) del cual hablamos
en el paragrafo anterior.
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Un trabajador que decida alquilarse por un salario gana por jornada
la cantidad p§(yo, K2). Al mismo tiempo, un trabajador que decida
trabajar por su cuenta gana por jornada la cantidad %

Entonces, con el fin de comparar lo que se gana por jornada en las
dos opciones que tienen los trabajadores, podemos desprender, de las
férmulas para calcular pj(yo, K2) vistas en el Pardgrafo 3.4., que

Figura 3.5.1

< pi(yo, Ka)  siyo < rot + %
= P5(yo, K2) sirot + 120 <o < (ro + 1 — Ko)t + 725

+at —
Polo. o) < b si (o4 1~ Ko)t 4 55t < g,

1
t
1
t

Todo lo anterior es representado en la Figura 3.5.1.

La desigualdad

< (To + ])t,

Tot +
0 T+ at
implicita en la figura, se deduce a partir del hecho de que todos los
parametros involucrados son positivos.

Nos preguntamos ahora cudl es la tasa de ganancia para los capitales
que concurran a la técnica Y7 o a la técnica 1.

Para contestar lo anterior, observemos que la ganancia G1(yo, K»),
que obtienen los capitales K, queda dada por

(I — K)(1 —tpy (o, Kz))
tpg(vo, K2)

Gl (yo, KQ) = méx((),
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y que, por tanto, la tasa de ganancia ©1(yo, K3); para el capital inver-
tido en la técnica Y;, queda dada por

1— tpzk)(y(b K2)
tpS(y% KQ)

@1(y0, KQ) = méX(O,

Analogamente, la tasa de ganancia O5(yo, K5), que obtiene el capital
invertido en la técnica T,, esta dada por
1— (Tpg(yOa KQ) + a))

705 (Yo, K2) +a

@2(y0, Kg) = mEiX(O,

X, rov+ It It (t = )(tr, +1l)

0=0, =0, 0=0,<0, 0<0, <0, 0<0,<0,

(n+D(t-1

.

Figura 3.5.2

Debemos ahora comparar las dos tasas de ganancia anteriormente
calculadas, para los distintos valores que pueden tomar yo vy K.

Partiendo de las férmulas de arriba y de las obtenidas para pj(yo, Ks),
obtenemos el siguiente cuadro:

0=0; =0y para0<yy<rov+ Kot

0=0; <Oy parargyw+ Kor <yo < (ro+1— TfatKg)t

0<©; <Oy para (ro+ 1 — 2= FKo)t <yo < SX((ro + 1)t + Ka(1 — 1))
0< O, =0, paray,= ta__tT((TO + 1)t + Ky(1 — 1))

0 <Oy <Oy para EX((ro+ I)t + Ko(1 — ) < 4o

En la Figura 3.5.2.; representamos graficamente el contenido del
cuadro de arriba. Las desigualdades

rov < min(rov + I, rot) < méax(rov + I7,10t) <

7[+Ttat < min((ro + I)t, (t—7) (ZO +70)
(t—7)(tro+ 7I) (ro+ I)(t—7)

) < ,

at a

< 7ot + )<

< méx((ro + I)t,
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I;‘ (t=1)(tr, +11)
P <
[-» el v
> . < o
v v
> e
> v v v
< L e
> v v v
> PR
v A\
» < . & +
> A \a . «
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> A < <
» <V Y
> J
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¢ v Wt (r, + Dt (ry +I)( /

Figura 3.6.1

implicitas en la figura, se deducen a partir de las propiedades ge-
nerales de las relaciones de orden, del hecho de que los pardametros in-
volucrados son todos positivos y de que se ha postulado que 0 < a < 1
y v <t.

3.6. La dinamica de la concurrencia y los equili-
brios de segunda instancia. Una aproximacién
heuristica.

En el paragrafo anterior, considerando un marco de segunda ins-
tancia fijo (yo, K3), nos hemos preguntado, en los diversos casos que
se pueden dar, como son, de una parte, los ingresos que obtienen los
trabajadores dependiendo de sus elecciones y, de la otra, las tasas de
ganancias para los capitales.

Nos planteamos ahora nuevas cuestiones: ;Como tiende a cambiar
localmente el marco de segunda instancia (yo, K2)?;Hacia dénde tiende
a la larga? Intentaremos enseguida responder, en forma heuristica, tales
interrogantes.

Empecemos entonces por reunir, en la Figura 3.6.1., la informacion
contenida en las dos figuras 3.5.1. y 3.5.2. del paragrafo precedente. Las
flechas punteadas horizontales nos informan de las “tendencias” hacia el
crecimiento o hacia el decrecimiento del valor g, es decir, de la cantidad
de obreros que deciden alquilarse por un salario. Las flechas punteadas
verticales tratan de expresar las “tendencias” hacia el crecimiento o
hacia el decrecimiento del capital K5 invertido en la técnica Y.

Enseguida, dividamos la situacion, dependiendo de la magnitud de
la poblacién, en tres casos esencialmente distintos entre ellos.
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R R %
XN\ xwxx X

N

.

Figura 3.6.2

Caso I: rgt + TIJ:;t < N.

En este caso, la dindmica estd representada en la Figura 3.6.2.
Existe un unico equilibrio de sequnda instancia (y3*, K3*) en donde

It

o =rot +
Yo T at

Ky =1

y

Tal equilibrio es, en cierto modo, “global y asintéticamente” estable.
En tal caso, una parte de los trabajadores no se ofrece al capital
por un salario y tiende a trabajar por su cuenta para producir segin
la técnica Y1, es decir, del modo menos productivo. Tal parte de los

trabajadores podria ser denominado un “ejército industrial de reserva”
[8] y su magnitud queda dada por

ITt

T4 at

N —y;" =N — (rot +

).

El salario queda dado por
koK * Kk Kk 1
P = oy’ K37) = .

Es decir, en el equilibrio de segunda instancia, tanto los trabajadores

que se ofrecen al capital como los que deciden trabajar por su cuenta
ganan lo mismo.

Puesto que
1>py'T+asv<t,

en el equilibrio de segunda instancia,

E X3 I
Sa(py*) = {m}
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Figura 3.6.3

>
>
Yo

o, en otras palabras, aparte de que todo el capital se invierte en la
técnica Yo, éste tiene solamente una opcién éptima que se traduce en
que todo él se emplea en la produccién.

Finalmente, la tasa de ganancia esta dada por
1= (mp§*+a) (t—v)(1—a)

O (yp*, K5°) = = > 0.
2(‘% 2) TPy +a T+ at

Caso II: rgv + IT7 < N < rot + TIJ:;V

En estas condiciones, la dindmica de segunda instancia estd repre-
sentada en la Figura 3.6.3.

Ahora, como en el Caso I, existe un unico equilibrio de sequnda

instancia dado por

Yo =N
Ky =1

Dicho equilibrio es también, en cierto modo, “global y asintética-
mente estable”.

Aparte de que, como en el caso anterior, todo el capital se invierte
en la técnica mas productiva, se tiene también que hay pleno empleo, a
diferencia de lo que ocurre en el Caso I.

El salario queda dado por

Nl wk T (ro+I)T — Na++/((ro +I)T — Na)2 + 4Ntar, _ 1
po(yo , K ): ONT >?.

Es decir, resulta mayor de lo que obtendrian los trabajadores si
trabajaran por su cuenta.
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La tasa de ganancia

1—(7p5" +a)

Oy K') = ——
0

es positiva.
Caso III: 0 < N < rouv + IT.

Uno de los dos subcasos que se presentan ahora (cuando rov < N)
se describe mediante la Figura 3.6.4.

Lo que resulta en el otro subcaso es parecido a lo que se tiene en el
anterior.

En cualquier situacion, se tiene un conjunto infinito de equilibrios
(ys*, K3*) caracterizados por las condiciones:

Yoo =N y
N —rov
K € |max(0, ——), I
T
En cierto sentido, el conjunto de equilibrios es también “global y
asintéticamente estable”.

El salario queda dado por

o , (1 ’I“O)
= max\{—, — ).
pO U’N

La tasa de ganancia en el equilibrio es nula.

A
K], . rv+It n,t+% 7(t71)(:°+d)
I — | (N,])
— > |
—» —» ]
- —»
—-> —>
—» —>
—> —>
—-> —>
—> —>
—> > A
— >
—» —>
o :: ?o‘ rt (ry + D)t (r“Jr[)(t*T% -
N Yo

Figura 3.6.4

Como se ve, ante la relativa simplicidad de la situacién, hemos
desarrollado aqui un tratamiento que podria ser llamado “a pie” de
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las dindmicas anidadas. Sin embargo, quisiéramos senalar que pudimos
haber actuado de otro modo, ateniéndonos a la teoria de los juegos de
concurrencia con r tipos de jugadores que proyectamos exponer en un
trabajo de proxima publicacién.

Al establecerse p§(yo, K2), se determina un juego de concurrencia
con 2 tipos de jugadores: los N trabajadores y los I capitales unitarios.
Para los N trabajadores se tienen dos alternativas: la de ofrecerse en
el mercado de trabajo y la de trabajar por cuenta propia. Para los
capitales también hay dos alternativas: la de invertirse en la técnica T,
y la de invertirse en la técnica T5. Dependiendo de cémo concurren los
dos tipos de jugadores a las diversas técnicas productivas existentes, los
pagos quedan determinados si se asignan las cantidades:

5 (Yo, K2) a un trabajador que decide ofrecerse en el mercado de
trabajo;
% a un trabajador que decida producir por su cuenta;

©1(yo, K2) a un capital unitario que concurra a la técnica Y vy,
finalmente,
O5(yo, K2) a un capital unitario que concurra a la técnica 5.

Finalmente, los equilibrios de tal juego de concurrencia correspon-
den precisamente a los llamados anteriormente equilibrios de sequnda
mstancia.
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