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El objeto de este trabajo es fuQ.s~tar cómó eLA.lgebtá LÍnealjuega 
. 1n papel importante •. en el e~hid.iridélá prÓbabilidad. El ·ejempló que 
tquí se maneja no es de ninguna rp.anera: aislado,. es un 'caso sencillo de 
~adenas de Markov. Las cadenas qe MarkÓv fórrnan parte de fosllama~ 
1os Procesos Estadísticos Guyas aplicaciones .son ·variada~. R~ Bellman 

·. [ll menciona una apreciable bibfiogrl:lfÚl en cuanto a aplicaciones de la 
Mecánica Cuántica, Radiación Cósmica y a. Procesos de. Nacimiento y 
Falleeimiento. Lucio Pérez f4J :rriencióJ1a aplicaciones de cadenas de 
\ilatkov a Biología, FíSíca, Teoría 'de Colas, Difusión de Noticias y 
Mercadotecnia. El ejemplo aquí tratado fue sacado de [3]. Este trabajo 
Gue sugerido y asesorado por Humberto Madrid. 

Un estudiante afirma: "De los días que voy al. colegio, unos voy en 
trolebús y otros en camión. Como resultado de mi experiencia, si un día 
~ualquiera voy . en trqlebús,. hay una probabilidad de l de que vaya al 
día siguiente en trolebús, y~ es fa probabilidad de· que cambie y vaya 
~n camión. Por otra.parte, si en cualquier día voy en camión hay una 
probabilidad de t, de que vaya al día siguiente en camión, y·~ de que 
cambie y vaya en trolebús" .. 

¿ C!láles _son las probabilidades de que eLestudiante vaya en camión 
(trolebús), el n-ésimo día (n - 3, 4, 5, ... ); dado que el primero fue en 
trolebús (camión)? 

Para resolver este problema necesitamos de los s~guientes hechos: 
1) Si dos eventos A y B son mutuamente excluyentes entonces: 

flA UB J-P[A] +.P[B]. . 
i) _Si dos eventos A y B son independientes entonces: 

.P[A()B] =P[A ]P[B] A(lB =AB 
3) Si· dos eventos A yB son'.independientes la probabilidad de A dado 

_que oéurrió B, la cualse denota por P[A/B], es igual a la probabili-
dad de A, es decir': . 
P[A/B] . P[A ], si A yB son independientes. 

* Alumno de 5n. semestre de la carrera de Actuario. Facultad de Ciencias, 
UNAM. 
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Nota: Dos eventos A y B son mufüamente excluyentes, si ocurre-A o 
B. pero no los dos al mismo tiempo; y sori independientes si el líechq de 
que ocurra A (B.), no incluye e.n la ocurrencia de B (A)'. AUB es el 
evento que denota la ocurrencia ce al menos uno de los dos eventos A y-. 
B; y AnB es el cuento que·denotalaocurrencia de A y11. 

Con esto ya podemos contestar las preguntas. 
Paran = 3. Si el primer día fue en trolebús (T1), el segundo día pudo ir 
en trolebús (T 2) o en camión (C2) y el tercero en trolebús (T3). 

Entonces Pn la probabilidad de que el estudiante viaje en trolebús 
al tercer día, dado que lo hizo en trolebús el primero es: de acuerdo 
con 3) _ P1 1 =P[T3/Ti] - -

lí ¡ "'-P[T'.2 T3 ó C2 T 3/T ¡]. 
Corno o viaja en camión oi en trolebús, pero no en los dos al mismo 
tiempo;por l) 

Pi 1 =P[T3/Tl] =P[T2 T3/T1 J+P[C2T3/T1] (i) 
Examinemos cualquiera de los sumandos, por ejemploP[T2 T3/T1 ] que 
es la probabilidad de viajar el segundo y tercer días en trolebús dado 
que elprime_ro viajó en trolebús. 

El hecho de que el segundo día hayaviajádo en trolebús no influye, 
en que el tercer _día viaje en trolebús; e.S decir, T 2-y T 3 son independien ~ 
tes, porque: Supongamos que T 2 y Ti, no son independientes entonces 
T1 y T2 tampoco serían independientes luego: P[T2/T1 ] 4= P[T JT2J, 
pero esto contradice el hecho de que la probabilidad de viajar un día 
cualquier~ en trolebús dado que el anterior viajó en trolebús es~, es 
decir, es constante, Se tendría: - -

~ ~ P[T i/T1 l #= P[Ts/T2 ] ..... ~' luego T 2 y T 3 son independientes. 
Pero si T2 y T3 son independientes tenemos: 

P[Tz ·r3/T1 ]=P[T2/T1 ]l'[T3/TzJ. 
Con el mismo. razonamiento se ve que C2 y T 3 son independientes; 

entonces: -~ 

P[C2T3/T1}=P[Ci/T1 ]P[T3/C2] 
luego:P¡ 1=P[T3/T1 ]-P[T2/T1JP[T3/T2l + P[C2/T1 ]P[T3/C2] (ii) 
Como ya se vio; Tk es inqependie,it~de: Tk"t' T.k-i ,Ck, Ck-l' Ck"t 

para k = 2, 3, ... ; entonces p:odemos quitarlos subíndices; con esto: 
!'¡ i=P[T/T]P[T/TlfP[q'T]P[T/C] -{iii) 

P.1-1 = !_ , . .!: + 11· .~ -- - ' 5 5 - s 5 . . . 
Sea Pi 2 --Probabilldad de que el.estudiante viaje encamión el tercer día 
(-C3) dadoqueel primero viajóerttl'olebús (Ti) -

por (i) !'12- · P[C3/T1]=P[T2Cg,/T1 T +P[C2C3/T1 l 
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Sea P2.1. = Probabili~ad de que el estudiante viaje en trolebús el tercer 
dí~(T3) dado.queefprimero viajóencamiÓn(Cl'): Entonces: 

f ' . • • 

Sea· P22 =Probabilidad de que el estudiante viaje en camión el tercer 
día, dado que el primero viájó en camión. 

P22 ~P[C3/C1 ]-P[T/C]P[C/Tl + P[C/C]P[cjc] 
P _2. 4 +· .31. 3 

22.._5' 5 5 5 

. Podemos resumir 1a-:-información de la siguiente manera: 

Tabla l. 
T e (segundo día) 

T l 4 
5 5 

e 2 3 
5 5 

(primer. día) 

, dónde esta tabla se Jee de la siguiente manera: la T representa trolebús; 
Crepresenta camión, los números son probabilidades, por ejemplo·: Í es 
la probabilidad de que el estudiante viaje en camión el segundo · dfa 
dado' que el primero lo hizo en. trolebús. 

T e (tercer día) 

T , !1·!.+~1,~=036 . s 5 5 s . 
e , ~ ,. ! + ~ ,. ~ = o 32 

5 S. 5 S • 

!, .. ~ +~ .. ~=o 64 s 5 s s . 
~,.~·+~.-~=o 68 s s 5 5 . 
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Esta tablase lee.como la antetior;.porejemplp: 0.68 .. · ... })robat,ilid(fd4€ · 
que el estudiante vfaje el día ter.cerp en camión,'dado que elpri1ll~r9'1c •·.· 

· . hizo en: camión, es decir, 0.68 = P2 2 ; las demás 0;64 ~P12 , O 36 =P1 1 
0.32=P2 1~ 

Nótese que las tablas 1 y 2sort arreglofdeA niírneros, lo ntismc 
que una matriz de dos re.n~~oijesy, qos columnas, así que p'Odríamm. 
pensarla~ como matrices~.La TABLJ\3.sérfa: ··' 

T (! ~ . .!. +:!. • ~):! .. +(! "1 +i · :2:) ±. 0.328 . 5 5 5 5 . 5 · ... ··.5 5 . 5 ' 5. . 5 . . . ··' 

e (2 . • 1 + 3 • 2)·. 2. . •... · ~z , .. 4+·· · .. 3. • 3.•)··. ·!2. '--.... o. · · ··3· 3.6. - _... . - l . .......J. -. "'TT ;;:...._' ' --- ' .. - . ' __,__.,. - ~ . s s s . s . 5. . ·.... s · .5 s ·s .. ··· · ·. 

e fcuarto día). 
r ·.(· .. 1·. 1+4·.·2)4+c·1 <4 +4. 3).:3~ 0· .• 6.7·· 2· .. ··• · 

::5-: 5 . 5 1 5' 5 .•. 5 · .. s: : 5 5"J 5 - ; ·.• . 

r -(~ l~ Í + ~ ,. iY~ -h(j ~ i +l · ~)~> o.()64 

(Primer día) 

Que s.e lee igual a las dos ariteilotes. 
Como .. se observa cada vez es más complicado calcularlas probabilida· 
des,· co1110. ejemplo de e~to,.ert la c11.aJ.1:ªJabl11la primera casilla, superior 
izquierda es: 

[(! ,• 1 +~ ,·~)1. -h(! (' 1 +! ,. ~)fiJ!+ 
5 s s 5 5 5 5 5 5 s .. 5 

+[(! ;~ ! +!. ~.,\! +(! ,• ~ +1 . -ª·)·• 2.]. ~ 
.. . 5 5. 5 5) 5 . .5 . 5 ,. 5 .s . 5 5 

' ·. .· .·' ,, ; ., ,,, . ,.,· . -

la· cual· es ya complicadíshp.q; e,stp nos indica. que •a:lá vigési111a .tabla esto 
va a ser casi imRosible de escribir. 'Veremos cómo usando matrices 
resolveremos el prqblema. 

Para no te.ner que calcúfa:r Jas· .. •ta.bla.s !',!omo venfatnos. haciendo, 
busquemos si e:Xiste alguna .féJación~ntre .la táblal y fa fabla2 . 
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Como ya se mencionó, se podían pensar estas tablas como matrices; 
entonces si recordé.mós cómo se múltipliéan matrices vemos que si hace-
mos: 

.. T. e 
T 1 4 r 4 

·5 s 5 s 
e 2 3 2 

5 5 5 

Vemos que la tabla dos es M2 , en efecto tenemos: 

M2-:--

1 
5 

2 
5 

4 
5 

3 
5 

- JH 

0.36 0.64 la cual corresponde a la tabla dos 
pensada como matriz. 

0.32 0.68 

·(· 0.36 
0.32 

0.64.·)· ·(.t. . ~) 0.68 . 2 3 .. .· s. s (
0.328 
0.336 

la' cual corresponde: a la tabla tres pensada como matriz. 

0.672) 
0.664 

Esto sugiere que la tabla n esté dada por M11- para n ....:. 2, 3, . .. 
5upongamos que la tabla(n-1) es Mn~\ los elementos de la tablan son 
i: P[Tn/C1], P[Tn/T1LP[Cn/Ti1P[Cn/C1J. 

· Consideremos uno de ellos por ejemplo: P[Tn/C1 l esta probabili
iad se: calcula de la siguiente manera: 

á[Tn/C¡] =P[Tn_l/C1 lP[T~/T~-1 l+ P[Cn.1/C1 ]P[Tn/Cn-1] 
º[Tn/C1 ]-P[T n-dP1Ji + P[Cn_dC1 ll · 
Este es el elemento ª2 i d~ la n-ésima tabla pensada como matriz. Sea A 
esa matriz, y consideremos la n1atrÍz correspondiente a. la tabla n--1, 
multiplicada porM, esto es: 
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P[Cn_ifT1] 

P[Cn-1/Ci] 

De esta manera podríamos obtener a 1 ¡, a 1 2 y a 2 2. Como por 
;hipótesis la matriz representante dela fabla (n-1) esMn-I, de lo anterior 
vemos que la matriz representante de la tablan esMn; paran =2; 3, ... 

: Ahora ya sabemos como calcular las probabilidades pedidas, pero 
: para obtenerlas numéricamente no es fácil, ya que hay que oh.tener las. 
potencias de M. Sin embargo, si una matriz .es de esta forma: 

(aon entoncesDn = \( 

(
a

0

n-I 
D" =nn- 1 D = 

1 

(~ ~) =D 

~~ porque: 

~n-~ (~ ~) 
D se dice que es diagonal. 

~n) paran::::; 1,2 .. 

Imaginemos que pudiéramos transformar a M en UNU-1 con U y N 
matrices de dos renglones y dos columnas, con sus elementos números 
reales, U con inversa y N una matriz diagonal. Esto nos serviría ya que si 

M = UNU-1 entonces 
M 2 =M M=(UNU-1) (UNU~1 ).::=.UN(U-1 U)NU-1 =UN2 u-1 

y M1 =M1" 1 M=(UNn-tu-1 ) (UNU-1) =UN"u-1 

. - .· 

Como N sería diagonal, los cálculos de Mn se facilitarían mucho. El 
Algebra Liileal [2J nos dice cuando una matriz M se puede transformar· 
en una de la forma UNU-1

• · 

Si la matriz tiene dos valores propios distintos entonces, podremos 
hacer la transformación, así que calcularemos los valores propios de M 

1111-It I= 
1 - -t 

.5 

2 
5 

4 
5 

· {St + 1) (t - 1) _:_o 
3 - -t s .. 

de donde obtenemos 2 soluciones t 1 = -r- ! y .t 2 = L luego los valores 

. ' 
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y . u. c~2 i) 
dónde:(-; )e; el vector propfo correspondie~te alvalor propio ~~.y 

! es el vector propio correspondiente al valor propio 1. Que fueron 

obtenidos·al resolver: 

(! !){:)~~(:)y(! !)(:)=(:) 
Con esto obtenemos: 

G D C2 

:) (-: :) (-~ !) y 

M'1' = (~ · í)· n (-iH)" +i je~)" +j) 
i ~ ~j<~~r +; k<-~t +j 

. . 

M2 = (_0.36 0.64)M3 = -(~.328 0.6€4)M4 = (0.3344 0.6656 

0.32 0.68 . ' 0.336 0.672 0.3328 0.6670 

Hay que hacer notar que en M1', n = 1, 2, 3, ... la suma de las 
probabilidades de un renglón es u·no, este hecho tiene un significado 
muy sencillo, ya que siempre ocurre, que el estudiante viaje en trolebús 
o en camión, es decir, la suma de las probabilidades, es la probabilidad 
de la unión de dos eventos, uno de los cuales siempre ocurre, entonces 
la probabilidad es uno. Este detalle es muy importante y nos sirve para 

· verificar nuestros cálculos. 
Por otro lado. 

(

i 

límMn- _: 
n~oo -

' 3 !) 
11 



: .. ;., 

lo cual significa que a largo plazo, la probábilidad de que el estu~ · 

<liante viaje en trolebús es j no impo!tando en qué haya viajado· el 

primer día, y i es lá probabilidad que viaje en camión no importando en 

que haya viajado el primer día .. 
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