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1. Introducciéon

Recientemente se planteé en [4] el problema de calcular la suma de
la serie de los reciprocos de los nimeros pentagonales. En esta nota se
tiene por objetivo responder a una cuestiéon motivada por ese problema,
a saber:

Sea n un numero natural mayor que 2. ;Cuanto vale la suma de la
serie infinita conformada por los reciprocos de los nimeros n-gonales?

Los ntimeros n-gonales se representan mediante arreglos de puntos
en el plano. Para cada n € N, el primer ntimero n-gonal corresponde a
un arreglo que consta inicamente de un punto. El (k+1)-ésimo nimero
n-gonal corresponde al arreglo que se obtiene a partir del arreglo que
representa al k-ésimo nimero n-gonal después de agregar un gnomo
conformado por 1+ k(n — 2) puntos.

Por ejemplo, si denotamos, como es la usanza, con Ay al k-ésimo
nimero 3-gonal (o triangular), entonces

Alzl, A2:3, A3:6, A4:10, A5:15,

y los arreglos de puntos correspondientes son

'En The Book of Numbers, Conway y Guy mencionan que: ... los antiguos grie-

gos llamaron gnomon a la pieza que se le puede anadir a una figura dada para
producir una figura méas grande de la misma forma.” Anaden también que la de-
signacion esta motivada por la forma de los indicadores en los relojes solares mas
comunes (cf. acepciones de estilo en el diccionario de la RAE).



2 JOSE HERNANDEZ SANTIAGO

°
e 0e
0oe
@

@
o9
1® 30@ 6009 10S0e &

150000

s , . , : k(k-+1)
No resulta dificil convencerse que el k-ésimo nimero triangular es =5—.
Por tanto, la suma de la serie de los reciprocos de los niimeros triangu-
lares es

> 2 = /1 1 1
Sty () e (1)
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El caso n = 4 es célebre. Los primeros ntimeros 4-gonales son
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y, de hecho, el k-ésimo nimero de este tipo es precisamente k?; por
consiguiente, la serie cuya suma se ha de obtener en este caso es

1

ﬁ.
k=1
2

Es sabido que la serie anterior tiene por suma —. En el capitulo 8 de [2]
se pueden consultar tres ingeniosas demostraciones de este resultado.

La interrogante que aqui consideramos ha sido abordada anterior-
mente en la literatura (ver [3], por ejemplo). No obstante, el enfoque
que se sigue en este escrito es distinto de los publicados previamente.
Mas aun, la solucion que aqui se presenta es més generalﬂ y se obtiene
bésicamente usando funciones generatrices.

Los principales ingredientes que intervienen en los resultados se pre-
sentan en la seccion 2. En la seccién 3 se deriva una expresion para las
sumas de las series mencionadas en el titulo de la nota. En vista de los
comentarios de los parrafos anteriores, en dicha seccién se restringe la
atencién a ntmeros n-gonales con n > 5.

2. Observaciones preliminares

La justificacién de la férmula que a la postre presentaremos depende
principalmente de dos hechos: un conocido resultado en series de poten-
cias y una feliz idea del Algebra que involucra a las raices n-ésimas de

2En el escrito de [3] sélo se estudia el caso en que n es par.
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la unidad. El resultado aludido lo introducimos sin mayor preambulo,
se trata del

Teorema 2.1 (Teorema de continuidad de Abel). Si el radio de conver-

o o
gencia de la serie de potencias E a,z" es 1y la serie E a, converge,

entonces
o0 oo
n
E apz — g ay,
n=0 n=0

cuando z — 1 sobre el intervalo (0,1).

El lector puede encontrar una prueba del teorema anterior en |1,
pég. 41].

Procedemos a explicar a continuacion lo de la feliz idea. Supéngase
que partimos de una funcién F(z) definida en términos de una serie de
potencias, esto es

F(z) =ap+ a1z + a2 + ... (1)

Un problema que suele aparecer de manera natural en la préactica es
la representacién, en términos de F(z), de la serie que se obtiene al
eliminar los términos de grado impar en (1). Esto es, se desea obtener
una expresion sencilla para la suma de

2 4
ag + a0z + agz” + ...

Las propiedades de las funciones pares e impares permiten obtener rapi-
damente una solucién a esta cuestion. Dado que

F(—2)=ap— a1z +agz* — ...
se sigue de (1) que

F(2)+F(—2) = (ag+az+az>+..)+ (ag —arz +agz® —...)
= 2(ap+ax2® +...)
y por tanto,

F(z)+ F(—z)
2

2 4
ag + a9z + agz” + ... =

Supongamos ahora que en lugar de eliminar cada segundo término de
la serie en (2), se eliminan aquellos términos cuyo grado no es divisible
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por 3. ;Es posible encontrar en tal caso una expresion para la suma de
la serie resultante en términos de la funcién F'?

La respuesta es afirmativa y para convencerse de ello uno puede
recurrir a las propiedades de las raices ctibicas de la unidad. Recuérdese
que si

2T 2w
W = COos — +1sen —,

3 3
entonces las tres raices ctibicas de la unidad son 1,w y w?. Luego, si
n € Z* se cumple que 0 = (w")? — 1 = (W™ — 1)(w? +w" + 1) y por

tanto
1+w"+w?™ { 1 si3|n,

3 0 en otro caso.
Asi, al ser
2 3 4 5
F(z) = ags+a1z+az”+azz’ +ag2" +a52° + ...
F(wz) = ag+ aiwz + aw?2? + asw®2® + a2 + asw®2® + ...
F(W?2) = ap+ a1’z + agw*2? + asw®2® + agw®2* + asw'®2° + . ..

se obtiene que

F(2) + F(wz) + F(w?2) = 3ag+a(1+w+w?)z
+ax(l+w? +wh)2? +. ..
= 3ap+ a3(1+w® +wb)2?
+ ag(1 4+ w® +w'?)2® + ...
= 3(ag + asz® +ag2® +...)

de donde se colige que

F(2)+ F(wz) + F(wzz).

a0+a3z3+a6z6+...: 3

Notese que las manipulaciones efectuadas son validas siempre que z
pertenezca al disco de convergencia de la serie de potencias ag + a1z +
(1222 + ...

La técnica empleada en la determinacién de la suma de ag + azz> +
agz® + ... resuelve incluso la versién mas general de nuestro problema,
esto es, cuando de la representacién en serie de F(z) retenemos sélo
aquellos términos que tienen coeficiente con subindice congruente con
r modulo algiin nimero natural m distinto de 1.
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Proposicién 2.2. Seanm € N\{1} yr € {0,1,...m—1}. Supongamos
que el disco de convergencia de la serie de potencias ag + a1z + asz? +
azz® + ... es B(0,R) := {2 € C: |z| < R}. Si dicha serie de potencias
representa a la funcion F en B(0,R), i.e., F(z) = ag + a1z + az2® +
azz® + ... para cada z € B(0, R), entonces

m—

2" F Uy 2T+ Ao 2T 4 E M E(Whz)
2T 2
donde w = cos — + isen —
m m

Demostracion. El lado derecho de la igualdad es

m—1 00 1 oo m—1
W™k Z an(WF2)" = — Z Wk a, (Whz)"
k=0 n=0 m n=0 k=0
1 o) m—1
_ a, 2" Z(wnfr)k
m
n=0 k=0

Ahora bien, al saberse que

—_

3

e { msiml(n = 1)

0 en otro caso

i

0

se sigue que

m—1
%ZwkrF(wkz) = S Z mapz"
k=0

m
neN;m|(n—r)

= 2"+ Q2T+ ar+2mzr+2m + ...

y la prueba termina. ([l

El teorema siguiente es una consecuencia de la proposicién anterior.
La identidad que aparece en él serd esencial en la determinacién de las
sumas que nos interesan.

Teorema 2.3. Sean p y q dos enteros con 0 < p < q. Se cumple
entonces que

Z( )—q—icotgw—hﬂq
n+p/q P 2 q

2pk k
+ 2 Z CoS Lﬂ' -Insen —.
0<k<gq/2 q q
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o0

1 1
Demostracion. La convergencia de la serie Z (— — ) se ob-
“~\n n+p/q

tiene de manera inmediata del criterio de comparacién para series de
términos no negativos. Puesto que el radio de convergencia de la serie

= (1 1
de potencias Z (— — ) 2Pt o5 1 el teorema de continuidad
“~\n n+p/q

de Abel nos pe_rmite asegurar que

i (% T +1p/q) = lim i (% - jp /q> png. 2)

n=1 n=1

Asi, la prueba se reduce a evaluar el limite anterior. Dicha evaluacién
se llevara a cabo en tres pasos:

I) Para z € B(0,1), denotemos con G(z) a la suma de la serie Z %
n=1
Si log es la rama principal del logaritmo, la identidad

2

z 23 > Z"
log(1 =z——+—=—+...=— —1)"—
og(l+z2) == 2+3+ ;( ) -

vale para cada z € B(0,1) y por tanto, G(z) = —log(1 — 2). De
la proposicién 2.2 se sigue entonces que

° optng oo ~ptng
= q
“~n+p/q “~p+ng
-1
1< P
= q|- Zw_kpG(wkz) -
¢~ p
q—1
= Zw_kpG(wkz) ~ Lo
k=0 p
q—1
= — Zw""p log(1 — w"z) — Top, (3)
k=0 p

Por otro lado,

Z = zpz % = zpz % = 2PG(27) = —2"log(1 — 27).

n=1 n=1 n=1
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Las igualdades en (2) y (3) nos permiten concluir que

q—1
Pt — w P log(1 — wkz
Z ( n +P/Q) 2 ( )

n=1 k=0

v Lpplog(l—20).  (4)
p

IT) De acuerdo con lo obtenido en (4) tenemos que

Z ( n +P/CI) = a(2) +0(2) (5)

donde
a(z) = log(l—2z2)+ Top _op log(1—29) 'y
p
q—1
b(z) = Zw’k” log(1 — wk2).
Ademas,
lim a(z) = lim ( (1 —2")log(l —2z)+ Top _or log L=
z—1— z—1- p 1—2
_ 1
= ——Ing
p
y
q—1
leglﬁ b(z legl Zw " log(l — wkz) = ;w_kp log(1 — w"). (6)

IIT) Reescribiremos ahora la suma obtenida en (6). Empezamos por
calcular el médulo y el argumento del complejo 1 — w® = 1 —

2k 2k 2k
(cos —m + tsen —7r) . Hagamos 6 = —. Dado que
q

q q
|(1—cosf) —isenf> = (1 —2cosf+ cos®0)+sen’d
= (14 cos* +sen®6) — 2cosd
2(1 — cos )
= 4sen®—

2
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k
se concluye que |1—w®| = 2sen ~. Por otra parte, de identidades
q

trigonométricas bésicas se obtiene que

. 0 0—m , 0—m
(1—COS€)—ZS€H9—286H§{COS( 5 )+zsen( 5 )}

0 —
y asi, arg(l —w") = Tﬂ Al retomar lo obtenido en (6) se llega
a

q—1 qg—1
Zw_kplog(l —wh = Zw_kp (In|1 — ¥ +iarg(l — w*))
k=1 k=1

qg—1
= Zw_kp (IHQSenEW—Fi (Eﬂ' — E)) )
— q q 2

Pasamos ahora a simplicar algunos términos de esta ultima ex-
presion. En primer lugar, resultaﬂ que

q—1 . . . .
k
Zw_kp (11(12%——Z W—Z—W) = —ln2+—m —i—Z—W
— q 2 wP—1 2
= —In2-— g cot gﬂ'. (7)

k
Luego, si h(k) = w ™ Insen —m, A = (0,¢/2) y B = (¢/2,q — 1]
q

3Las sumas involucradas en esta parte tienen la forma,

—1 qg—1

£S)

zF y kat.

ES
Il

1

=
Il
—-

La expresion de la izquierda corresponde a la suma de los primeros ¢ — 1 términos
de una progresion geométrica. No resulta dificil convencerse de que,

-1

Q

q _
T x
.I‘k =

1

x—1"

>
Il

Una manera de evaluar la suma de la derecha es derivando (con respecto a x) ambos
lados de esta tdltima identidad y se llega a que

-1

<

Jgk — gr? —z  x(z?—x)
z—1 (z—1)2°

(]

=

=1
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se observa que

q—1
h(k) = Y h(k)+>_ h(k)
k=1 kEA keB
= Z h(k) + Z w™ ¥ In sen Eﬂ'
kEA keB q
k
= Z h(k) + Z w™ P Insen — 7
keA 0<k<q/2 q
— Z (w’kp + w’(q’k)p) In sen ETI‘
0<k<q/2 q
2pk k
= 2 Z cos L7 - Insen ~7. (8)
0<k<gq/2 q

De las igualdades en (2), (5), (6), (7) y (8) se ha llegado a

= I lim b
Z:: < n + p/q) S a(z) + el ()
- 1 ZCOthl‘—ln2q
p 2 q
2pk k
+ 2 Z cos i’ﬂ -Insen —m,
0<k<g/2 q q

que es precisamente lo que deseabamos establecer.

Calculos finales

Atendiendo a lo comentado en la Introduccién tenemos que, si p,(k)
denota al k-ésimo nimero n-gonal, entonces

Palk) =palk—1)+ 1+ (k—1)(n—2))

y, consecuentemente,

(n—2)k* — (n—4)k

pu(k) = 9
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Estamos ahora en condiciones de darle punto final a nuestro problema.
Denotemos con &, a la suma de la serie infinita de los reciprocos de los
nimeros n-gonales. Puesto que

1
Sv= 2w

e . . 2
al hacer la descomposicién en fracciones parciales de R Dk SC
obtiene que

6—2
" 4—n —

n—2

1 1 <. 4 1
E_k+n;4>+zn_2.k2_<n 4)2- (9)

M N

La suma N de la segunda serie en (9) la obtenemos apelando al desa-
rrollo en fracciones parciales de la funcién cotangente (ver [2, capitulo
23]). La evaluacién de M es directa del teorema 2.3. Especificamente,
llegamos a que

(
M = — t In2(n—2
(n—4)2+n—4co o2 Th—a™ (n=2)
4 —4
- — E cos2(n—) k7 - Insen T
T 0<k<(n—2)/2 n- -
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Por tanto,
2 T n—4
_— In2(n—2) — t
S n_411 (n ) n_4(30 n_27r
4 2(n — 4)k
) g cos%ﬁdnsenn_ .

0<k<(n—2)/2

4. Comentarios adicionales

En la tabla que sigue presentamos los valores que nuestra formula para
S, proporciona para algunas asignaciones de la variable n. Nuestra
formula dio cuenta, en su momento, de una entrada errénea en la tabla

de [5].

n | 6,
5 9In3 — /3
3
6 |2In2
. 9In3 4 73
12
6ln2+ 7
10 | —
6
14 4In2+3In3+m/3
10
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