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Durante el transcurso de una reunién matemadtica (Joint Mathemat-
ical Meeting, San Diego, California, enero de 1997), por medio de una
carta abierta, un grupo de seis matematicos [1] presentaron la propues-
ta de substituir la integral de Riemann, en los cursos bésicos de calculo,
por la integral medidora (gauge integral), que en esencia es la integral
que a principios del siglo XX introdujeron Denjoy y Perron y que ha
sido afinada por, entre otros, algunos de los proponentes. Posterior-
mente, uno de los signatarios de la carta abierta, Schechter, publica en
internet un articulo [2] donde presenta una introduccién a la integral
medidora y la compara con las de Riemann y Lebesgue. Finalmente,
en el numero 28 de Misceldnea Matemadtica, haciéndose eco de la pro-
puesta, Bosch y Kucera [3] dan respaldo pleno a la idea de substitucién
de las integrales.

Entre las razones que se aducen para recomendar la substitucién
aparecen las siguientes: Por un lado, la integral medidora es muy gene-
ral, ya que incluye a las integrales de Riemann y de Lebesgue, ademas de
incluir a la integral impropia de Riemann. Por otro, la integral medido-
ra se puede definir por medio de una pequena modificacién en la defini-
cién (apropiada) de la integral de Riemann, como puede constatarse si
comparamos las definiciones que reproducimos a continuacién, tomadas
de [2]:
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Integral de Riemann. Sea f : [a,b] — R una funcién y sea V' un
nimero. Decimos que V es la Integral de Riemann de f , y escribimos

b
V = / f(t)dt, si dado un nuimero positivo € > 0 existe un numero
a

positivo correspondiente § > 0 con la propiedad: siempre que n es
un entero positivo y to,t1,%t2,...,t, V S1,89,...,8n, SON NUMeEros que

satisfacen las relacionesa =) < 51 <t <5 < < <t 1 <8, <
N

V — Zf(sl)(tl - ti—l) <E.
i=1
Integral medidora. Sea f : [a,b] — R una funcién y sea V' un

ntimero. Decimos que V es la Integral medidora de f, y escribimos
b

V = f(t)dt, si dado un ndmero positivo € > 0 existe una funcién

tn, = by t;—t;_1 < 0 paratodaz, entonces

a .
correspondiente 6 : [a,b] — (0,+00) con la propiedad: siempre que n
es un entero positivo y to,t1,%2,...,tn ¥ S1, 82, ..., Sp, SO0 NUMEr0s que
satisfacen las a =t < 81 <t; <53 <ty <+ <ty 1 <8, <t =by

V- Z Fls)(t —ti))| < e.

Como puede apreciarse, las definiciones son literalmente casi iguales,
con el s6lo cambio de que en el primer caso la ¢ es una constante y en el
segundo se trata de una funcién. Desde luego, llama la atencién que se
haya llegado a una definicién tan precisa y elegante de la integral me-
didora, sobre todo si la comparamos con la definicién que se manejaba
hace treinta anos, (ver [4], por ejemplo). Sin embargo, la definicién de
la integral de Riemann tiene la enorme ventaja de que refleja, con bas-
tante naturalidad, el tratamiento que han recibido los problemas tipicos
de integracidn desde los griegos hasta el momento de la aparicién del
calculo diferencial e integral y cuya interpretacién geométrica es clara
v directa, mientras que la integral medidora tiene motivaciones mucho
mas sutiles y especializadas y su interpretacién geométrica dista mucho
de ser clara e inmediata.

t; — ti1 < 6(s;) para toda ¢, entonces

Las opiniones expresadas por Schechter [2], en su inciso: The role of
the gauge integral in teaching analysis, no dejan de ser sorprendentes.

Su primera recomendacién es la de utilizar la integral medidora en
lugar de la integral de Riemann en los cursos de introduccion al cglculo,
pero (por el momento) no debe substituir a la integral de Lebeggue en
cursos mas avanzados (posgrado), ya que los cursos introductgrios no
necesitan recurrir a funciones con dominios més alld de [a, b]
si lo necesitan los avanzados. Por otro lado, sigue opinand
los cursos iniciales de cédlculo se dedican, primordialin
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mecanicos y sus aplicaciones, pero no a teoremas ni demostraciones.
De hecho, lo que suele hacerse (y él lo considera correcto) es enunciar
sin demostracién algunos de los principales teoremas. Y remata con
la siguiente reflexion: “....sostengo que la mayoria de los estudiantes
de cursos iniciales ni siquiera asimilan bien la definicién de la integral
de Riemann. Por lo tanto, poco cambiard para ellos si les presenta-
mos la definicién de integral medidora, que es casi igual”. De hecho,
esta opinién es totalmente compartida por los seis proponentes, como
puede constatarse en [1], al leer el parrafo dedicado a comentar la nueva
definicién. Recomendamos al lector que haga una primera valoracién
de esta préactica didactica, teniendo en cuenta, ademés, que la defini-
cién de integral medidora no es ficil de asimilar, ni siquiera para un
matemadtico.

Creemos que la problemaética didéctica involucrada en todo esto
tiene, desde luego, otra respuesta, que parece mas sensata: eliminar, en
los cursos introductorios, la definicién formal de la integral e implemen-
tar el curso teniendo como objetivos adquirir familiaridad y destreza
con las aplicaciones y el dominio intuitivo de los conceptos basicos, de-
Jando la construccién formal del calculo al margen de los argumentos
e ideas de caracter fisico o geométrico, como corresponde, a los cursos
de andlisis matematico. Es en estos cursos donde, de manera natural,
se ubica la discusién acerca de la integral de Riemann, la integral de
Lebesgue y la integral medidora, asi como las relaciones entre ellas, no
limitdndose, simplemente, a la exposicién detallada y rigurosa de la
mds general , que en este caso es la integral medidora.

En el caso de un intervalo cerrado sobre la recta real, la integral me-
didora nos proporciona una construccién de la integral de Lebesgue que
no recurre a la teorfa de la medida; esto se debe a que para funciones
no negativas la integral de Lebesgue y la integral medidora coinciden
(una construccién similar, en el sentido de no recurrir a teorfa de la
medida, puede encontrarse en Riesz y Sz-Nagy [5]). De lo anterior se
desprende que los espacios LP[a,b] construidos con ambas integrales
coinciden y nada se gana con la utilizacién de una integral mds gene-
ral. De hecho, las motivaciones de la integral medidora se encuentran
en otras direcciones, por ejemplo, mejorar teoremas sobre dependencia
continua de soluciones de ecuaciones diferenciales, para lo cual es con-
veniente contar con una integral aplicable a funciones que se disparan
o tienen fuertes oscilaciones [4]. En cierta manera podriamos decir que
la integral medidora es la integral impropia de Lebesgue, pues como se
sefiala en [2, pdg. 10], para funciones reales sobre un intervalo cerrado,
la hipétesis de que f sea acotada implica la equivalencia de las/condi-
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ciones siguientes: 1) f es Lebesgue medible, 2) f es Lebesgue integrable
y 3) f es medidoramente integrable.

Por otro lado, la construccién de la integral de Lebesgue a partir
de teoria de la medida tiene la virtud de su facil generalizacién a otros
contextos, virtud que no se ve que tenga la integral medidora.

Insistiendo en el punto, el estudiar las relaciones entre estas tres
integrales como parte de un curso de analisis ayudaria a los estudiantes
a darse cuenta de los significados de la generalizacién en matemadticas
y las razones por las cuales se lleva a cabo.

Digamos, a modo de conclusién, que es dificil de aceptar que: Sdlo
por un accidente de la historia la integral de Riemann es la que se utiliza
hoy en dia en los libros de calculo, como se asevera en [1]; tal aseveracién
no es aceptable ni en el matiz casual ni en el catastréfico de la palabra
accidente. No es posible, tampoco, aceptar que la informacién en libros
de texto se proporcione con pasos de zorra, esto es, borrando con la
cola los rastros sobre la nieve.
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