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SOLUCION DE ECUACIONES POR METODOS MONTE CARLO

Por Javier Fernindez, Guillermo Gdmez,

Jefferson King, y Javier Villanueva¥®

1. UN ESQUEMA GENERAL DE LOS METODOS MONTECARLO

El esguema que utilizaremos para resolver sistemas de ecuacio—
nes algebraicas puede resumirse asi:

Supéngase que queremos estimar numéricamente cierta magnitud
m, entonces el método Monte Carlo consiste en hallar una variable
aleatoria £, tal que su valor esperado (esperanza matemdtica) EZ

sea igual a nuestra incdgnita, es decir
EE = m,

y cuya varianza VE{ supondremos sea finita, digamos
VE = b2,

Ahora bien, el teorema del 1imite central [1] nos asegura que

: ‘ N
para N "grande" la distribucidn de |} £; es aproximadamente una
i=1
distribucidn normal con parémetros (a,0):
(1) a=Nm, ag?Nb?,

donde las £; son los valores de N variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas con &, o lo que es lo mis

mo en nuestro caso N valores de la variable aleatoria E.

Por otro lado, para una variable aleatoria normal W y para
todo par de reales a y O, obtenemos de las tablas de la distri

bucidén normal que:

* Profesores de carrera de la Rcultad de Ciencias, UN.AM.
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P {1=2]<3} = p{a~30<n <a+3o} = 0,997

donde por (1):

a=gEn = Nm y a=vVn = YN b.
N
Utilizando la relacidn anterior para ) £;» obtenemos median
i=1

te el teorema del 1imite central mencionado arriba:

P {Nm-3b/N <

Il 1=

£, < Nm+3b/N } = 0.997,

i=1

O sea
N
p{m- 32 . < 1 &g.<m +32 )« 5997,
YN i=1 * YN
esto es
1 ¥ 3b |
(2) P {lg 1 g,m| < =1 = 0,997,
i=1 N

ya que los eventos encerrados en llaves son equivalentes.

La expresidn (2) es la clave de este esquema, puesto que nos
da el método para calcular la incdgnita m y nos estima el valor

del error cometido. En efecte, hallamos N valores Ei de la va-
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riable aleatoria § y de (2) tendremos que

#
donde el error cometido no sobrepasa a 3/%5, con probabilidad

cercana a 1.

2. SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES
ALGEBRAICAS. {Primer modelo)

Trataremos de construir un modelo estocdstico (Von Neumann y
Ulam) relacionado con la solucidn de un sistema de ecuaciones li-

neales [21, [51].

La clase de matrices a las cuales aplicaremos este primer mo
delo es una clase muy particular de matrices, a saber la clase -
de matrices que admiten solucidn por el método de iteraciones (mé

~todo de aproximacicnes sucesivas) [3],

Este primer modelo es eminentemente tedrico y su intencidn es
sélo explicar en forma sencilla el funcionamiento del esquema des

crito en el punto 1.

Nuestro problema consiste en resoclver numéricamente

{(3) 2x = b,

donde A es una matriz no singular nxn y



76

- (4) A =1 - B,

donde a su vez I es la matriz identidad y la matriz B es tal
que sus valores propios, en m&dulo son menores que 1, para lo -
cual es suf%ciente que alguna de las normas "candnicas" [3] de

B sea menor que 1. Estas condiciones equivalen a que (3) pueda

ser resuelto por el método iterativo (apéndice 1),

En efecto, es sabido que la solucidn tebrica de (3) esti -

dada por

(5) x =2""!p

donde A™' es la matriz inversa de A, que por la restricecisn

(4) tiene la forma

a”™t = 7 8*, g,
k=0
luego (5) nos queda como:
S Lk
(6) x= ) B' b

De (6) tenemos que la m-&sima componente del vector incdgni

ta x esti dada por:

n
(1) x,=b + ]

m Bmi i
i1=1 1 !
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B, b, +“.C*)
1

+f'f+ i1;-Z-,ir B . B : 5
r-1r r

N - .- e
miy 11312

donde las ij y-b.j son las componentes de By b respectiva-

mente.

Para comodidad del modelo nos restringiremos al caso en que

las ijao y la suma de los elementos por renglones es 1, esto

es

o l'

([l e b=
w
|

j=1 ™

es decir, en este caso tenemos ||B|| =1, 1lo cual implica que
la suma infinita (7) puede ser divergente (ver [3]y apéndice 1),
sin embargo nos importa en esta primera parte solo ilustrar el -

modelo probabilistico que a continuacidn describimos:

Por las restricciones impuestas a las B éstas pueden in-

mj’
terpretarse como las probabilidades de un sistema exhaustivo de

eventos [1], o sea un sistema de eventos mutuamente excluyentes,

tales que su unidn es el evento seguro.
Relacionemos estos eventos mediante el siguilente modelo:

Sean n urnas en cada una de las cuales se tienen n bolas de
clases diferentes. Sea B . la probabilidad del evento consis-
tente en sacar al azar una bola de clase i de la m-&sima urna,

con reemplazo.

¥ La pretensidn y ventala de 1os métodos Monte Carlo aplicados a la resolu-
“cién de ecuaciones lineales e inversibn de matrices consiste en hallar s8

lo una de las componentes del vector o matriz incognita.
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Al sacar una bola de la m-&sima urna definimos la variable
aleatoria Em » tal que toma el valor bi con probabilidad Bmi’

si la bola sacada es de clase i. Por definicidn el valer espe-

rado de Em es

Hemos pues podido definir una variable aleatoria cuyo valor

esperado es el segundo sumando de (7).

El siguiente paso es evidente: definir una variable aleato-
ria Np» CUyo valor esperado sea el tercerp sumando de (7). Sa-
quemos una bola de la m-&sima urna y supongamos que es de clase
i1, identifiquemos ahora la urna nlmero i, y de ella extraigamos
otra bola, sea &sta de clase 1i,, Bajo estas condicioneé defi-
nimos nuestra variable aleatoria n,s de suérte que tome el va-

lor b, si ocurre lo descrito arriba. Aqui
:

n
En = § B. B, . b,
m i],i2=1 .m1.1 1112 l3

que efectivamente coincide con el tercer sumando de (7), donde

Pi{n=b.} = ] B

. B, .
. b mi; i,i,’
11,312 7

ya que estamos suponiendo que los eventos "sacar bolas de las ur

nas" son independientes.
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Razonando en forma andloga se intuye la posibilidad de defi-
nir una variable aleatoria Bm, cuyo valor esperado sea la suma

infinita (7), esto es

(8) EB = X

En caso de ser esto posible, restaria obtener N valores de

6 ~digamos e;, e;,....,eﬁ, formar la media aritmética

que en base a (2):
¥ooi
(9) X = —= )} 8

Construyamos pues em, tal que satisfaga (8).

Hagamos las componentes de B y b iguales a

{10) B = F
{11) b = f_ p

respectivamente, donde P, ije[o,ll y
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La ecuacidn (7) toma la forma:

l = » L3 13 - +II.I'+
(7*) X0 fm Pn + gx le; f11Pm11p11
+i]I-Z-,iF .F. . o-oF. if.PiPii -o-Pi' ‘p. +o----+
miy 1113 1r_1 r lr n 1 r-11y 1r

Consideremos ahora n urnas con bolas de (n+l) clases. La
probabilidad de sacar de la m-&sima urna una bola de clase i,< n+1
tomémosla por definicidn igual a Pmil y por p_ denotemos la pro

babilidad de sacar de la m-&sima urna la bola de clase (n+1).

Supbngase que hemos sacado de 1la m-ésima urna una bola de cla
se 1i;<n, acudimos a la urna nfimero i; y sacamos otra etcétera,
Si la bola escogida en el primer intento es de clase (n+l) se da
por terminado el procesc de recurrir @ otras urnas, ya que en efec
to en nuestro modelo no existe la urna (n+l). En este caso dire-
mos que la variable aleatoria Bm toma el valer £, En.el caso
general, si la bola de clase (n+l) ha sido sacada de la urna i,
después de haber sacado bolas de las urnas m, i,, iz,....,1

r-1?

entonces diremos que Sm -toma el valor Fmi1Filiz"'Fir_l ir fir y la -

probabilidad con que lo toma es

P{6 =F . ...F, ., f }=Pp.p, ...p. . P; .
1 1r_11r 1r ml; 1319 lr_llr lr

La variable aleatoria construida tiene por valor esperado -

precisamente
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P.P, . ...P;
mi; 1112 1

E6 =f +
mw ol 1 i;,.z..,ir r-1

I t~1 8

. p, F.F. . ...
lr ir mi; 3112

LWF S E Y x
r-1"r "

y en forma aproximada puede obtenerse con (9).

3. SEGUNDO MODELO

En este segundo modelo interpretaremos el problema de hallar

la solucidn numérica del sistema

(3) Ax = b

como una cadena de Markov y cambiaremos algunas restricciones im
puestas a las componentes de B, de suerte que la serie (7) con-

verja y este modelo pueda realizarse en la practica {51, (81,[7].

Sea pues el sistema (3), con (4): A=I-B, es decir
(12) x = Bx + Db
con ||B]]< 1 (donde, por ejemplo ||B||=max ) |Bi3|, véase [31)

Bajo estas condiciones (12) tiene solucidn Qnica y puede ser

obtenida por el método iterativo [3].
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El esquema en este modelo sigue siendo el mismo, a saber de-
finir variables a@leatorias cuyo valor esperado sea igual a las -

componentes del vector x dadas ﬁor (7).

Consideremos ahora sélo las componentes de la matriz B CoOmo

{10} BiJ = piJ FiJ &

donde los nfimeros FiJ los escogemos de suerte gue los PiJ sa-

tisfagan las propiedades:

a) Pijao, con PiJ>0, si Bij=0 (i,3=1,2,...,n)

I
by ) Pij< 1 (Esta condicidn es suficiente para que la se-
=1

J

rie (7) sea convergente)

n
, =1 P,
c) 1,n+1 ng 1J
d) n-t-i,i= 0
e) Pt 1

Piense en una "particula" con movimiento "aleatorio" que puede tomar un

nimero finito de "estados" (posiciones) independientes:
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€1, ?2:-- AN en+1=- 3

dicha particula es tal que con probabilidad Pij(i,j =1,2,...n+1)

pasa del estado . e; al e independientemente de los estados -

]

pasados y con futuro indefinido. E1l estado "frontera" o "absor-

vente" e 3 es especial ya que en &l la particula se para, es

n+1=

e. (i=1,...,n) es imposible lo cual se sigue

decir el paso g,
¢ e- P en+1 i

de la condiecidn d).

La situacién anteriormente descrita corresponde a una cadena

de Mankov, con un nimero finito de estados, donde las P;, son -

las probabilidades de transicidn de la misma y

| P11 P12 ees PlnEh,n+f_
P21 P22 P2n Pz,n+1
= 1] ..... chessenanas cevene
Pny P2 Pon Pn,n+
0 0 ... O 1

su matriz de transicidn.

Sea e, un estado fijo diferente del fronterizo {i<n+1).
Consideremos el movimiento ("caminata") aleatorio de la parti-
cula con estado inicial e, que luego de pasar por los estados

@, * e, * ... * e, termina en e =3 .
i, i, 1r n+l

A la coleccibn de estados T.= {e., e.

- c
i i, " 'elr'a} por c2

modidad la llamaremos "trayectoria".
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Por fin podemos definir la variable aleatoria X; que depen
de de la trayectoria aleatoria T;s tal que en dicha trayectoria

toma el valor (que denotaremos por E(Ti) vV no ﬁor xi(Ti))

(13) ¢ (Ti)zbi+Fii1bi1+Fii1Fi1i2big+'"+Fii;Fiziz°"Fi i bi
: : r-i"r “r
con probabilidad
P(T.) = P, P, ....P P,
i i1, “1i,1i, lr—lir 1r’n+1

Teorema. Exi = X., donde X; es la i-ésima componente del vec

tor incdgnita x.

Demostracifin,

La idea de la demostracidn es la siguiente: estimar el valor
de la variable aleatoria a lo largo de la trayectoria que parte
del estado e. vy luego pasa al estado e, a través dél valor de
la misma trayectoria que parte de €. Con la anterior estimacidn
se calcula el valor esperado de Xi y finalmente se demuestra que

dicho valor esperado es la i-&sima componente de la solucién de

(12) y por tanto de (3).

La trayectoria Ti al pasar de e, al siguiente estado puede

hacerlo de (n+1) formas, en particular si la particula recorre -

la trayectoria




85

que parte de e, vy luego pasa a e no importando después que

J

curso siga (j<n+1), el valor de la variable aleatoria a lo lar

go de T, serd por (13):

= +,..+F, . wasl s 5
(14) E(Tij) bi+FinJ+FiJFJi2biz MFTLITH Flr_llr i

.o F. bi )

= .+F. (b +F \
i1 i
r-1"r r

. b, *t...tF .
J leblz F

12 1

=bi + FiJ &(TJ)

donde TJ_es cierta trayectoria con estado inicial e,.
En el caso en que la particula pasa directamente de

e.,d}

e, a e = 3, es decir para la trayectorila Ti,n+1={ i

por definicidn tomamos

E(T ) = b

i,n+1 i

Podemos ya demostrar que EXi satisface (12). En efecto -

por definicidn

(15) EX, =] E(TJPH(T,)

T J ij

]
ne—-1+4
3

E(Tij) P(Tij)

Si j<n+t 1la trayectoria Tij pasa de e, a e‘j y luego

sigue una trayectoria de‘tipb T,, por tanto

J
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(16) P(Ti ) = P,. P{T,)

J 1] J

(17) P(T ) =P

i,n+1 i,n+1

Por otro lado a cada trayectoria (J<n+1) 1le correspon-

le
de una trayectoria Tj y viceversa, por lo cual la suma respecto

1]
yendo (1u4), (16) y (17) en (15) obtenemos:

a T, podemos sustituirla por una suma respecto a Tj' Sustitu

n ' .
EX, 2321 121 (b, + FiJ'E(Tj)] PiJP(Tj) + b, Pi,n_'_l
-J
n n
=J£1PUF1j % E(Tj)P(Tj)-f b, [jzipiJ % P(TJ) + pi,n+1],
k J
perao

} E(Tj) P (T,) = EX

¥y por tanto
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e~
e
-4
e

1
luego

EX, =
-1

0 o1
a4}
=
"

e
3
[

L.Q.0.D.

Obsérvese que en esta demostracidn se supone la existencia
del valor esperado EXi, sin embhargo puede demostrarse gque la -

condicién ||B}| < 1 implica que EX; es finita.

Finalmente la determinacidn experimental de las soluciones

de (3) se realiza de la manera sigulente:

Se organizan N caminatas aleatorias con las trayectorias
aléatorias Ti(k) (k=l,2,...,N) y cada vez se registra el valor
de la variable aleatoria E(Ti(k)) dado por (13). .Obsérvese -
Tik)

que todas las trayectorias tienen a e; por estado ini-

clal.

Suponiehdo que los experimentos son independientes entre -
si y el valor de X, tiene varianza finita, tendremos que para -
g toda €>0 por el teorema de los grandes niimeros (Jinchin) [11, con

probabilidad casi 1 se cumple

1 (k)
(18) |EX; - <

k

EAT,

R

Il e~

1
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donde € es la tolerancia permitida, o sea que las rafces de (1)

pueden ser obtenidas como

N
(19) x; = ) &),

1

Para obtener el valor de N qQue garantice el error permi-

tido € podemos actuar asi:

De (2) y (18) pretendemos que el error del mé&todo sea igual al

error permitido, o sea

luego

(20) N =9 1

pero a priori es dificil estimar el valor de la varianza VX, , por

lo cual se récurre a estimaciones estadisticas de la misma, por -

ejemplo:
N N N

0 =gy 1o ) - E]z“ﬁ}‘f[z e, -2 | E‘Ti(k)’m?]
k=1 k=1 i=1
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(k)

teniéndose que tanto E(Ti como & pueden obtenerse s8lo en el

proceso mismo de simular los valores de la variable aleatoria.

Esto Gltimoc significa que la exactitud del método sbélo pue-

de ser estimada en el proceso de resolucidn del problema.

Este hecho es semejante al que ocurre con la exactitud en -
muchos experimentos fisicos a saber: su exactitud puede ser esti-
mada con cierta "garantia" sblo por los resultados del mismo expe

rimento.

Como nuestra finalidad es obtener N, pero en (21) la varian
za queda estimada en funcidn de N, entonces asignamos un valor ten
tativo N, y a partir de los resultados obtenidos con los Ny espe

rimentos, calculamos (21), o sea

1w
VX, S WooT 3 [E(T.(k))—f]z
1 ; k=1 1

con lo cual hallamos en (20) un valor aproximado de N.

Si resulta que . N>N, se impone realizar experimentos comple-
mentarios hasta obtener que N es menor o igual que el Ny corres-
pondiente.

La organizacidn dellas "caminatas aleatorias", conocidas las

~ probabilidades de transicidn PiJ puede hacerse asl:

Consideremos por comodidad que

L,
p, =

i o5 (i=l,...,n;j=1,..i,n+l),
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donde s y t son enteros, tales que

iJ

n+1
) €y = 10°
J=1
Consideremos a su vez la "particula aleatoria" con estado
inicial €, vy sea y un nimero aleatorio uniformente distribui

do en [0,1].

Si

t.
0< v < =

10°%

diremos que la particula pasa del estado e, al e
Si
t, _ t. +t,
1 1] i2

10° 10°

diremos que la particula pasa de e, a e,

Andlogamente si

tiﬁ ¥ <—lg tik
107 k=1

1 =1

10 k

It =178

1

entonces diremos que la partfcula pasa directamente de e; al es
tado absorvente € 41= ¢, con lo cual termina una "caminataaleg
torial.

Tomando, con esta convensidn, una sucesidn de ntimeros alea-

torios con

0
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torios con s cifras significativas y probabilidades de transi
cién dadas obtenemos una "caminata aleatoria" de la particula -

con estado inicial fijo (ei).

Ejemplo. Resolver por el método descrito el sistema:

0.3%; + 0.5 %2 + 0.2

"
it

b
(=]
§

= 0.1l%x; - 0.3x2 + 1.2

Solucifn. Hagamos en (10):

Ay=F, =F; =1

B, = =1

0.1 0.3 0.6

0 0 1
ya que
By 0.3 . | |
P, = — ==~ = 0.3 (probabilidad de pasar de e, a
Fll
61:P(91 ""'61))
B, |
P, =3 = 0.5 (Ple; + ez)), etc.

L e
r
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Debido a que los elementos de la matriz de transicidn son
miltiplos de 0.1 podemos utilizar nmeros aleatorios Yy con una
cifra significativa, los cuales pueden obtenerse por ejemplo de

una urna (con reemplazo) conteniendo los niimeros del 0 al 9,

El nGmero aleatorio v dsegura las transiciones segfin la

convencidn (s=0,t, = 0.3, t, = 0.5; Hir=0.1, t,, = 0.3):

31 la particula se encuentra en el estado e vy

aj 0 £ v < 0.3, entonces e, pasa a e; (e;+e,)

b) 0.3 s vy < 0.8, entonces e;re,

¢) 0.8 s y < 1, entonces e;+e; = J

Si la particula esta en el estado e vy

a') 0 s y < 0.1, entonces 2p+e,

b') 0.1 s vy < 0.4, entonces e2+é2

c') 0.4 £y < 1, entonces ej»3

Los resultados para 20 caminatas aleatorias con estado ini

cial e, aparecen en la siguiente tabla:
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CAMINATA

he Y "caminata -aleatoria” E(Tl(k)), de (13)
1 0.9 e; + ° 0.2
0.4
2 0.3 &1 ex 3 1.4
0-7 :
3 01 ey + e, + @ 1.4
0.
4 0‘; e, es 3 1.4
0.0
0.2
5 0.5 eq e, el e, + g9 + 3@ 1.6
0.2
7 0.4
0.5 .
6 0.2 a1 =) ez 3 0.2
0.4
v 0.2
7 0.4 e, ey e, 3 1.6
0.9 .
8 0.9 e, 3 0.2
0.3
.3
9. 8‘3 e, e; + ey e, =+ 3 -1.0
0.4
0.6
10 0.8 2 ey e 2 1.4
0.2
11 6.7 e =31 =¥ d 1.6
0.5
0.0 :
12 0.5 e, =] €2 3 1.6
' 0.9
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CAMINATA (k)
‘N& K . Y "caminata aleatoria"| £(T, ), de (13)

' 0.2

13 0.6 e »+ e; + e; > 3 1.6
0.6
0.6

14 0.2 e, * ey + e; + 9 0.2
0.8

15 0.9 er » 9 0.2

' 0.

16 0-?) ey > es + 3 1.4

! :

17 3.8 e, + e; + 3 1.4
0.3 :

18 0.0 €; * e + @; > 3 ‘ l.6
0.9

19 03 el > e, + 2 1.6
0.3

20 0.0 e, +» a; + g; + 3 ‘ 1.6
0.9

T = 18.6
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Por tanto de (19):

¥ = ;;6 = 1.05

- + -
mientras que la solucidn exacta es X, = X2 = 1. En forma ang

loga se obtiene x,.

Nota.

Del ejemplo se ve gue expiicando pertinentemente ciertas "re
glas™, un estudiante a nivel de secundaria, puede resolver experi
mentalmente problemas que lleven a sistemas de @cuaciones tipo —-
(15. La finalidad es que intuya el papel que juega lo "aleatorio"
(probabilistico) en la resolucidn de problemas deterministicos. -
Obsérvese también que el ejemplo es meramente ilustrativo del mé -

todo,

Hay que tomar en cuenta que el teorema de la convergencia del
proceso de aproximaciones sucesivas impone fuertes restricciones

a los elementos de la matriz A, a saber:

la..| > } [aiJ| (i=1,2,...,n),

ii i
J#i
L]

(ver[3ly apéndice 1). Sin embargo si det A%0, basta realizar cler-
+o nimero de transformaciones elementales sobre las ecuaciones -~
de

1y Ax = b



para obtener un sistema equivalente

X=Cx + 8
donde se cumpla la restriccidn mencionada (ver [3] y apéndic¢_2)

En forma practlca puede actuarse asi [véase apendlce 2]:

sad

Del sistema dado se escogen las ecua01ones con coeficientes
cuyo mddulo sea mayor que 1la suma de los modulos.de los restan-
tes elementos. Cada ecuacidn escogida se escribe en aquel ren-

g1lén cuyo miximo coeficiente, en mddulo resulte diagonal,

Con las restantes ecuaciones y con las ya escogidas, se for-
man combinaciones linealmente independientes entre si, tales que
cumplan con la condieidn arriba mencionada. Explicaremos el ‘pro

cedimiento en el siguiente:

Ejemplo.

Transformar el sistema: S
(1) 2x; + 3x, -~ 4x; + X, - 3 =20

(2) X1 = 2X; - 5%3 + %y, - 2 =0

(3) 5x; - 3%, + X3 —Q_Xu— 1 =20

{4) 10x, + 2x; - x4 4-2x4-f 4 =0

a otro al que pueda aplicarse el método de aproximaciones sucesi

vas.

r

Las ecuaciones (2) y (4) cumplen con el procedimiento pro-
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(1') -1OX1 4+ 2Xp; = X3 + 21{“ + 4 =0
(2') e e e ———
(3") X, = 2X2 - 5%3+ x4y -2 =0
L R e
La segunda ecuacidn (2') la podemos obtener como (1) - (2):

(2*) X, + 5% + x5 -1 =20
Para la obtencidn de (4') puede escogerse 2(1) - (2) + 2(3)«A4),
o sea
(4) 3%y - 9%y - 10 = O

Despejando el sistema respecto a los elementos de la diégonal

principal, obtenemos:

X) = - 02x%, + 0.1x%x3; - 0.2x, - 0.4
X, = 0.2x; - - 0.2x%5 + 0.2
%3 = 0.2x; - 0.4%» + 0.2xy - 0.4
x, = 0.333x, - 17111

al cual podemos aplicar el método de aproximaciones sucesivas y -

por tanto el segundo modelo.

4, INVERSION DE MATRICES

Para invertir matrices del tipo

(4) A=1-08
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‘ 1,i= P
donde | |B]|]| < le I=(6iJ),_con 513 =-{0:i=}' puede aplicarse el

segundo modelo E2j, [4].

En efecto basta observar que los elementos de 1la matriz in-

versa de A:

" |
(22) Y} (6, -B, )x. . =6, (i,] = 1,+4.,n)
=1 ik ,lk kJ i}

de donde obtenemos que los elementos de cada columna

triz A" '.

X

k] x .I.x
13' ZJ' r nj’

se determinan de los subsistemas lineales:

n
xld“—kZiBlk Xey * 6:3
. n
(23) : _-x25="k£i sz xkj+ 623
n
Xni" kzl Bk ¥xg + Sy

respectivamente.

En base al segundo modelo, partiendo del estado

de la ma-

e, para una

-t
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j fija podemos definir la variable aleatoria xij que toma en la

trayectoria Ti el valor

) =8, +F.. 8, ... 4F,.. F, . ..F. . 8. .
(24) EJ(Tl) 61j+F1116113 i1 i112 lr-lir lr]
con probabilidad
P{(T . )=P,, P. ., ... P, . P
( 1) ii; "i1iz i41i, ir,n+1
donde T, = {ei.,eil,...,eir PR, = 3} v F,, son tales que
(10) Biy = Pij i3
donde a su vez ‘Pij representan las probabilidades de transi-
cidn de e, a e
1. J
Finalmente, también tenemos que
BXi0 T ¥y
Y
N
. 1 (k)
(25) Xy % N kzl E ()

donde el nlimero de experimentos puede determinarse en la misma

forma que en el segundo modelo: (20), (21).
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APENDICE 1.

Procesos de iteracidén

El esquema general que describe los principales procesos de
iteracidn aplicados a la resolucidn de sistemas lineales es el

siguiénte £3].

Sea

(1) ‘AX = Db
donde A es una matriz nxn no singular.

Se construye una sucesidn {x(k)} de vectores mediante la

ken
férmula recurrente.

a) w6 o (1) ) (k1))

donde {H(k)}kEN €s una sucesidn de matrices y xto) la aproxi-

macidn inicial que puede considerarse un vector arbitrario.

Los diferentes métodos iterativos se obtienen segfin se‘escg
ja la sucesidn {qu)} y su propiedad principal consiste en que
la solucibn exacta x* de (1) resulta ser un punto fijo de cierto

operador en cada método.

Inversamente, cualquier proceso iterativo expresado segiin

la férmula

(B) < (K) _ c(k) (k-1) . z(k),
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.donde {c‘k)}ksn y {Z(k)}ktn son sucesiones de matrices y vecto

res respectivamente con X* su punto fijo, puede representarse

a través de la férmula recurrente (A).

En efecto, para x* se tiene

(k) (k)

(C) Xx* = C x* + 2 ,

(k)

luego sustituyendo Z de (C) en (B)

(k) (k) #‘k'l) + x* - C(k)x* = x* + C(k)(x(k'l)-x*)

x5 = c
= x50 ey k1) Loy o
= x5 o e(®)y ATt (xr - x(X-1))
= x(E=1) o p(k) e o oae(k-1)y
(D) x(B} o (e-1) L () o p (k1)
donde I es la matpiz identidad y H®) = (1-c{¥)y a™!,

L.Q.Q.D.

Para el proceso de iteracidn (A) pueden darse condiciones -
necesarias o suficientes que garanticen la convergencia del insu

mo a la solucidn X*.

Por ejemplo:

Llk=1) (k) (Ax* - Ax(k-l))

X* - x(k) 121 x*
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(k) (k)

‘E) X* - x = .(I_H A) (x* - X(k-l))

Aﬁlicando a (x* - x(k-l)) en (E) el mismo razonamiento y asi

Sucesivamente obtenemos:

x* - x{E) o (pog(K),, (1-m{%=D)ny | (rof 1) ay (x*-x(0),

S1 deseamos que

x* - ¥ e ———— >0'

! 0 .. : . .
arda cualquier x( ) entonces es condicidn necesaria suficien-
s y

te que

k)

K .
(k) g (- (1) A) > 0

k——>00

para lo cual, a su vez es suficiente que cualquier norma de la ma

(k)

triz T tienda a cero.

EL METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS

El caso particular mas sencillo de los procesos iterativos -

mencionados es el proceso (método) de aproximaciones sucesivas.
En este método
(1) Ax = b

se escribe como

(12) X = BXx + b
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0 sea que A es representable como:

A=1-B

y las aproximaciones sucesivas se obtienen segin la férmula:
(F) x(k) - Bx(k-l) + b,

donde

xlk-1) _ (0) (0)

+ Bx +...+ B X .

0 . . .. . .
donde x es cierta aproximacidn inicial, que en particular pue-

de tomarse igual al vector b.

Evidentemente, el método de aproximaciones sucesivas se ob-

tiene come caso particular del proceso iterativo  (A), haciendo

H=1I.

En efecto de (F)

() _ (k-1)

X (I-a) x + b = x(k_l) + (b-Ax

Finalmente seflalemos que si el proceso de aproximaciones suce
sivas converge, entonces converge a la solucidn del sistema, lo -

cual es evidente ya que

(k)

X

> x*, implica: x* = Bx* + b (pasando al limite

k——>00 en (F))

es decir x* es solucidn de (1).

(x) (o)

Resulta facil expresar x a través de x , @ saber
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(G) x(k)=,Bk x(0) 4 (I+B+ ...+ B" )p

la cual se demuestra por induccidn en k.

(k)

. ) 0
> x*, para cualquier x( ), es -

Para demostrar que X
condicidn necesaria y suficiente que [Ai(B)|< 1, donde A; (B) son

los valores propios de 1a matriz’ B,

Teorema 1.

(0) (k)

Para todo valor inicial x T X >x*, si y solo si

]Ai(B)[<l para todo i.

Demostracisn

Si todos los valores propios de B son menores que 1 en mé-

dulo, la condicidn suficiente es inmediata de (G), ya que

Bk —> 0 (ver Lema 1)'

I +B +...+4 pf~2 > (1-B)”! = p”!

Condicifin necesaria:

si x'k)

X > %x*, entonces como se vid arriba x* es solucidn

de (1) y por (F) tenemos:

xX* - x(k) = B(x* - x(k-l)) = =.Bk(x* - x(o))____> 0

(0)

Yy esto debe cumplirée para cualquier x + Dor lo cual es necesa

&
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rio que Bk-_,awﬂ, para que a su vez esto se satisfaga es necesa-
rio que todos los valores propios de B sean menores que 1 en médg

lo (esto se demuestra en seguida)l.

Lema'l.

B >0 siy solo si [A,(B)]<1

Demostracién

Para cualquier matriz no singular C las matrices

tienden o no a la vez a cero, por lo cual es suficiente demostrar

el lema para la matriz candnica de Jordan.

Por otro lado, para que una sucesidn de matrices cuasidiago-
nalés (matrices cuadradas, a lo largd de cuya diagonal principal,
hay bloques cuadrados de elementos diferentes de cero y los res-
tantes iguales a cero) con el mismo tipo de bloques tienda a ce-
ro es condicidn necesaria y suficiente que converja a cero la su-
cesidn de cada bloque. Por tanto basta establecer la convergencia

. k o
a cero de matrices J , donde J es un bloque candnico de Jordan:

P
1
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y para k > m-~-1:

)\k
g€ = [ el ak-l o, 5k
k
ch-l Ak—m+1 Cm—z Ak-m+z .

donde m es el orden del bloque y C; las combinaciones de k

elementos tomados de i en i/i = 1,...,m=1/,

Para que JY¥ — > 0 es necesario que |A|< 1, ya que los
ke—>» w ‘
elementos diagonales de J% son A%, Esta condicidn tambidn es

suficiente puesto que:

Nétese que las condiciones del lema 1, no son susceptibles
de comprobacién directa, puesto que se necesita conccerp los valo
res propios - de B, Debido a esto se utilizan condiciones sufi--

cientes mas sencillas como:

Lema 2.

> 0, es suficiente que al menos una de las -
k—> o

Para que Bk

]
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normas*® de B sea menor que 1.

Demostracidn

En efecto
- -1 k
1189 =88] s|{B*H}| |I8]l|=...<|[B]]

luego, si

|IB]|<1 => ||B%|| — 0 => B* —> 0

Pueéto que las condiciones del teorema 1 son dificiles de’
comprobar, es mejor juzgar sobre la convergencia del proceso de
aproximaciones sucesivas, a través de critérios suficientes re-
lacionados directamente con las componentes ée la matriz B. Una

condicidn suficiente resulta del Lema 2:

Teorema 2.

Para que el proceso de aproximaciones sucesivas converja es

suficiente que cualquier norma de B sea menor que 1l.

Demostracifn

si ||B]]| <1 entonces (Lema 2 y 1) lAi(B)|<1.y_por el teore

ma 1 el proceso de aproximaciones sucesivas converge.

#) Es suficiente considerar las llamades normas "eandnicas":

[1B] |=max § ;1 s HB||=m§x§ |B;,! » 1iBll= (iEJ B, 1%) /2
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Corolario.

El proceso de aproximaciones sucesivas (F) para el sistema

(12) converge si

®) sl =mx ] s, 1< 1,

J=1

© bien en términos de los elementos de la matriz original A, si

(1) ]aii[ > 7 laijl (i=1,2,...,n)

3#

ya que (I) implica (H).

APENDICE 2.

Reduccibn del sistema original a una forma adecuada para

la aplicacibn del método de aproximaciones sucesivas.

La condicidn (I) para la convergencia del método de aproxi-
maciones sucesivas exige que la matriz A de (1) sea en cierta for
ma "parecida" a la matriz identidad, ja que (I) significa que los
elementos de la diagonal principal de cada ecuacidn en (1) sean -
mayores que la suma de los restantes elementos (excepto el térmi-

no independiente).

Si el sistema dado no cumple con (I), entonces la idea es -

trasformar el sistema original Ax = b, a uno equivalente

DA x = Db ’
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donde D es cierta matriz no singular que se escoge de suerte que

‘ . s . -1
DA sea "cercana" a la matriz identidad, © sea D "cercana™ a A .

Tomemos en particular D = A"! - ¢ donde € = (Eij) es una ma-

triz con elementos adecuadamente "pequefios" en valor absocluto, lue-

g0 entonces:

=1

(A " -€) Ax = Db
nos lleva a x = Cx + B
donde B =Db y C = gA,

para la cual se cumple (H) si |eiJ|

son suficientemente "pe-

quefios".,

Obsérvese que el multiplicar (1) por D es equivalente a -
realizar un cierto nimero de transformaciones elementales sobre -
las ecuaciones del sistema (1), precisamente lo que hicimos en el

ejemplo ilustrativo del texto.
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