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Resumen

Se presenta un método para determinar el precio de cual-
quier opcién, siempre que el precio del subyacente evolucione de
acuerdo a un modelo binomial. Si este no fuera el caso, es decir,
si no es aceptable una evolucién donde tinicamente se permitan
dos precios distintos en el siguiente periodo, se puede considerar
entonces un modelo trinomial, cuatrinomial, o, en general, un
modelo n —nomial. En estos casos, lo que el método genera son
los valores minimo y maximo que puede alcanzar el precio de
la opcidn.

El enfoque tradicional que se utiliza, de manera generali-
zada, para valuar opciones en el caso binomial, consiste en la
determinacion de un portafolio de valores que replique el pago
de la opcién al final del periodo. Este portafolio, compuesto de
una cierta cantidad del subyacente adicionada con un bono, se
determina de una forma muy simple: resolviendo un sistema de
dos ecuaciones con dos incognitas.

A diferencia de lo anterior, el método aqui expuesto plan-
tea un par de problemas de programacion lineal que permiten
acotar el valor de cualquier opcién, en realidad, de cualquier
reclamacién contingente, y que, en el caso mas simple, con un
modelo binomial, determinan un tinico valor. La utilizacién de
la Teoria de la Dualidad permite resolver dichos problemas con
extrema simplicidad, sin necesidad de evocar los siempre ubi-
cuos algoritmos que exigen el calculo de tablas, engorrosas para
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una gran parte de los usuarios. Al aplicar dicha teoria, el pro-
blema queda reducido a un planteamiento grafico en R?, lo que
permite visualizar de inmediato la solucién buscada. Adicional-
mente, pueden calcularse ahi mismo las famosas probabilidades
riesgo-neutral, que corresponden, de manera natural, con las
ponderaciones asociadas a los puntos extremos involucrados.

Para los lectores no familiarizados con los derivados finan-
cieros o con la teorfa de la dualidad de la programacion lineal
se anade un apéndice al final.

1. Planteamiento del problema

Considérese un subyacente, tal que la evolucion de su precio, S, puede
modelarse a través de un arbol binomial, con un solo periodo, y sobre
este subyacente una opcion, o cualquier reclamo contingente, cuyo pago,
al final, se puede establecer desde el inicio, para cada uno de los dos
precios posibles del subyacente.

Figura 1: Arbol binomial

Es decir, conociendo el precio actual, S, los dos precios que se ob-
tendrian dentro de un periodo, Sy v Sp, asi como los pagos correspon-
dientes de la opcién, Viy v Vp, se desea calcular el precio de la misma.
Para este fin se consideraran dos conjuntos de portafolios: uno cuyos
valores al final sean siempre inferiores o iguales a los que pagaria la
opcidén, y el otro, donde estos valores finales sean superiores o iguales
a los pagos correspondientes de la opcion. El mayor valor del primer
conjunto constituye el infimo para el precio de la opcion, mientras que
el minimo asociado al segundo conjunto corresponderd al supremo del
precio de la misma.
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1.1. Ejemplo 1

Para una mejor comprensién de lo citado anteriormente, considérese
una opciéon de compra, un call, con precio de ejercicio 126, sobre un
subyacente cuyo precio evoluciona de acuerdo al arbol presentado en la
figura [2} se han anadido en la grafica los pagos que se obtendrian en
cada uno de los dos nodos terminales.

@ 6
@ 0

Figura 2: Valuando un call

Con el objetivo de calcular el precio de esta opcién, se procede a
formar portafolios con unicamente dos activos: una cierta cantidad del
subyacente, llamémosla A, y un bono con valor nominal, al vencimiento,
B. Ademis, se tiene la tasa de interés libre de riesgo, 6 %, capitalizable
continuamente, aplicable a este bono, y una ultima suposiciéon es que
el periodo considerado en el arbol tiene una duracion de un mes.

El valor actual de un portafolio tal es 120 A + ¢ =06 (1/12) B: a] final,
son dos los posibles valores del portafolio, dependiendo del precio que
se materialice para el subyacente: 132 A + B 6 96 A + B. El siguiente
paso es considerar todos los portafolios que satisfagan la condicion

132A+B<6
96A+B<0

es decir, aquelllos cuyo valor al vencimiento nunca es mayor que el
correspondiente pago de la opcidn.

Es bien conocido el hecho de que el precio de la opcion, V', serda ma-
yor o igual al valor de cualquiera de estos portafolios, dado que es un
instrumento financiero que provee pagos que nunca son inferiores a los
de dichos portafolios, [2]. En particular, si se determina el portafolio
con maximo valor, este constituird una cota inferior para el valor de la
opcion.
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Afortunadamente, es posible determinar el portafolio con el mayor
valor, dado que este se obtiene al resolver el siguiente problema de
programacion lineal:

MAX Zgbajo = 120 A + e 006(1/12) g

s.c.

132A+ B <6 (1)
9%6A+B<O0

Analogamente, si se consideran portafolios cuyo valor al final del
periodo nunca sea inferior al pago que se obtiene de la opcién, entonces
el valor minimo de todos estos portafolios constituye una cota superior
para V. El problema de programacion lineal correspondiente sera

min zgeipe = 120 A + ¢ 006 1/12) g

s.c.

132A+B>6 2)
9%B6A+B>0

Mas adelante se demuestra que, bajo ciertas condiciones, este par
de problemas siempre tienen solucién para cualquier tipo de opcion, vy,
en general, para cualquier reclamo contingente sobre el subyacente. El
valor éptimo de ambas funciones objetivo satisface la siguiente relacion:

(Zabajo)mam S V S (Zarriba)min

Anticipandose al método propuesto en este trabajo para resolver los
problemas [T y [2] se presenta en este punto, la solucién a los mismos:

(Z‘lbajO)mtw = (Z(l’f”riba,)min =4.0798
A=1/6
B=-16

1.2. Ejemplo 2

Un ejemplo adicional: una opcién de venta, un put, con precio de ejer-
cicio 60, sobre un subyacente cuyo precio evoluciona segun el arbol que
se proporciona en la siguiente figura, en la cual se han anadido ya los
pagos del put para cada nodo terminal.

Suponiendo que ahora la tasa de interés libre de riesgo es 4 %, capi-
talizable continuamente, y que el periodo considerado en el arbol tiene
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e 0
@ 4

Figura 3: Valuando un put

una duracion de 3 meses, se plantean los problemas de programaciéon
lineal que se asocian a la valuacién de la opcion

MAX Zgbgjo = 60 A + e0043/12) p

s.c.

72A+B<0 (3)
56 A+ B <4

min Zgripe = 60 A + e 001 6G/12 B

s.c.

2A+B>0 (4)
56 A+B >4

Una vez mds, se anticipa la solucién a los problemas [3] y [ la que
se presenta en este punto:

(Zabajo)mdz = (Zm‘riba)ml’n == 28209
A=—1/4
B =18

2. Generalizacion para el arbol binomial

Esperando que los dos ejemplos anteriores hayan cumplido con el propési-
to de que el lector adquiriera un mejor entendimiento del enfoque que
se utiliza aqui para poder valuar opciones, se procede al planteamiento
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de dichos problemas para el caso general, es decir, para la situacion
representada por el drbol en la figura[I] Se analizard primero la interre-
lacién entre ambos problemas, asi como las condiciones bajo las cuales
se garantiza la existencia de soluciones Optimas.

MAX Zgbajo = O A + OB

s.c.

SuA+B<Vy (5)
Sp A+ B <Vp

min zapive = S A+ e 7"V B

s.c.

SuA+B>Vy (6)
SpA+B>Vp

Teorema 2.1 FEl conjunto de soluciones del problema @ es no vacio,
y también lo es el del problema @

Demostracién: Recordando que una solucion es una pareja (A, B)
que satisface todas las restricciones de un problema, se puede obtener
una, (A, E), comun a ambos, resolviendo el siguiente sistema de ecua-
ciones

SuA+B=Vy
SpA+B=Vp

Como es obvio, este sistema siempre tiene solucion si Sy # Sp.

Teorema 2.2 Si uno de los problemas, (@ 9] (@, no tiene optimo fi-
nito, el otro tampoco.

Demostracion: Supongase que el problema (@ es el que no tiene
optimo finito, es decir, ¥ M, M >> 0 existe una solucion (A, B) que
satisface Zgpajo = S A + e B > M : considerar la reflexion del punto
(A, B) con respecto al punto (A, B), (2 A —A,2 B — B). Este punto
reflejado es solucion del problema (@, ya que

Sy (2A—=A)+(2B—-B)=2(Sy A+ B)
—(SyA+B)>2Vy =V =Vy
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~ A

Sp(2A—=A)+(2B—-B)=2(Sp A+ B)
—(Sp A+ B)>2Vp —Vp=V)p

y ademdas, el valor de la funcion objetivo en ese punto satisface zgrriva =
SCQA-A)+e"(2B—-B)=2(SA+e"B)— (SA+el"YB) <
—M—|—2(SA+6(_T t)B), es decir, la funcion zg.ipe puede decrecer tanto
como se quiera: mo existe optimo finito. El caso restante, cuando es
el otro problema el que no tiene optimo finito, tiene una demostracion
andloga.

Corolario 2.3 Si uno de los problemas, (@ ] (@, tiene optimo finito,
el otro también.

Demostracion: Supongase que el problema (@ es el que tiene opti-
mo finito; si el otro problema no tuviera optimo finito, entonces, de
acuerdo al teorema anterior, el primero tampoco lo tendria, contradi-

ctendo la suposicion inicial. Por lo tanto, el otro también tiene optimo
finito.

Corolario 2.4 Si alguno de los problemas, @ 9] (@, tiene optimo fi-
nito, entonces el valor de la opcion estd acotado.

Demostracién: De acuerdo al corolario anterior, (Zabajo)mas Y
(Zarriva)min €xisten, y para evitar cualquier posibilidad de arbitraje, [2],
se debe cumplir la siguiente desigualdad

(Zabajo>m(zx S V S (Zarriba>m1'n (7)

Considerados en conjunto, estos resultados afirman que si el éptimo
de los problemas 0 (@ no existe, entonces no puede determinarse
ninguin valor para la opcién, por lo que sera muy importante establecer
condiciones para la existencia de dichos 6ptimos.

3. Utilizacién de la Dualidad (caso

binomial)

Asociado a cada uno de los problemas y (6), se puede plantear el
problema dual correspondiente a cada uno de ellos

min Wepejo = m1 Vo +m2 Vp

s.c.

7T15U+7TQSD:S (8)
M+ my = el

T, me > 0
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MAX Warriba = M1 Vi + T2 Vp

S.C.

™ Sy +m Sp =25 (9)
m + gy = el

1, T > 0

Realizando el siguiente cambio de variables, 7% = 7 " 75 =
75 €™V los problemas se transforman en

min Wepajo = " (77 Viy 4+ 75 Vi)

s.c.

7 Sy + 7y Sp=8e? (10)
m AT =1

* *
T, Ty > 0

MAX Wyppipg = €Y (7} Vo + 75 Vp)

s.c.

mF Sy + 7y Sp=8elY (11)
T+, =1

* *
T, Ty > 0

De acuerdo con la teorfa de la dualidad [1], dado un par de proble-
mas duales entre si, si uno de ellos alcanza el 6ptimo, el otro también,
y ademas las funciones objetivo correspondientes coinciden en valor, es
decir

(Zabajo)md:r: = (wabajo)ml'n (12)

(Zarriba)min - (warriba>m(iw (13)

Observando con detenimiento estos problemas se obtienen dos con-
clusiones: ambos tienen el mismo conjunto de soluciones factibles, de
hecho, una unica solucién factible, ya que se tiene un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas, y ademas, esta es la que permite ex-
presar S e("? como combinacién lineal convexa de Sy v Sp. Entonces,
una condicion necesaria y suficiente para que ambos problemas tengan
solucién factible optima es

Sy >Set > 8, (14)
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Esta condicion se satisface siempre en un entorno de equilibrio
econdémico, pues de lo contrario existiria la posibilidad de arbitraje.
Por lo tanto, suponiendo que dicha condiciéon se cumple, se tiene la
igualdad

(wabajo)ml'n - (warriba)mdx ( 15)

Estas 3 ultimas igualdades, junto con , permiten afirmar que en
este caso se ha determinado un valor para la opcién:

V = (wabajo)ml'n = (warriba)md:c (16)

3.1. Solucion grafica del problema dual

En lugar de aplicar alguno de los algoritmos que involucran a la famosa
tabla simplex, o utilizar el clasico procedimiento grafico, que en este
caso implicaria considerar un plano con ejes coordenados asociados a
1 vy a w5, se plantea aqui un enfoque diferente.

El problema ([11)) puede reformularse como

MAX Warpipa = €Y (w)

S.C.

. [ S . [ S Selrt)
(i) () =(u) o
T+, =1

* *
T, Ty > 0

Este replanteamiento establece que se desea encontrar una combi-

naciéon lineal convexa de los puntos Su y Sp que satisfaga
Vu Vb

la restriccion, y tal que el valor de w sea maximo. Graficando dichos
puntos sobre un plano, el conjunto de combinaciones lineales convexas
corresponde al segmento de recta que los une, y el dnico punto que
satisface la restriccion pertenece a tal segmento, como se ilustra en la
figura [4]

Asi, es extremadamente simple determinar el valor de la opcién: se
plantea la gréfica del segmento, se ubica el valor de Se" ¥ sobre el eje de
las abcisas, y la ordenada correspondiente en el segmento proporciona
el valor de w, con lo que, calculando (=" w, se obtiene el precio de la
opcion.
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Vu

A%

v

Sp  Se" Su

Figura 4: Gréfica asociada al dual

Pero esta gréfica posee toda la informacién deseada sobre la opcidn;
se puede calcular el valor de 77,

. Se(”t)—SD

= 1
™ SU . SD ( 8)

que es, precisamente, el valor de la probabilidad riesgo-neutral tan
ubicua en casi todos los textos que tratan el modelo binomial. Ademas,
calculando la pendiente de la recta que subyace al segmento, se obtiene
el valor 6ptimo de A en el modelo primal asociado, @,

VoW

A= V"D
Su — Sp

(19)
y, para finalizar, la ordenada al origen de esa recta es el valor 6ptimo
de B en dicho primal,

B* = —-A*" Sy + VU(: —A*Sp + VD) (20)

3.2. Aplicacion a los ejemplos

Utilizando las expresiones anteriores es posible confirmar las soluciones
que se presentaron previamente para los ejemplos. En el caso del ejem-
plo 1 se tiene Sy = 132, Sp =96, Vy =6, Vp =0,r =0.06,y t = 1/12,
por lo que A* = 20 = 1y B* = —£(132) + 6 = —16; ademds, se

. 2 .
calcula 7} = % = 0.6834. De la grafica, que se deja al lector

como ejercicio, se obtiene el valor de w, w = 0.6834(6) + 0.3166(0) =
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4.1003, lo que conduce al valor de la opcion, al calcular el valor presente,
V = e~ (06(1/12))(4 1003) = 4.0798.
Analogamente, para el ejemplo 2 se tiene, Sy = 72, Sp = 56, Vi =

0, Vp=4,r=0.04, y t = 3/12, por lo que A: i 72:;16 = —}l, y B* =
1(56) + 4 = 18; ademds, se calcula 7} = W = (0.2877. De la

grafica, que también se deja al lector como ejercicio, se obtiene el valor
de w, w = 0.2877(0) 4+ 0.7123(4) = 2.8492, lo que conduce al valor de la
opcién, al calcular el valor presente, V = e~ (04 (3/12))(2.8492) = 2.82009.

4. Planteamiento para el caso trinomial

Si se supone que el precio del subyacente para el siguiente periodo puede
alcanzar, no dos, sino tres valores, como se representa en la figura [
ya no es posible, en general, determinar el valor de opciones sobre este
subyacente; solamente sera posible determinar un portafolio cuyo valor
sea una cota superior para el valor de la opcion, y otro, cuyo valor
corresponda a una cota inferior para el valor de esta.

Figura 5: Arbol trinomial

Los modelos correspondientes, que son una ampliacién del modelo
binomial, ya que en este caso hay que considerar tres posibles valores
del precio del subyacente, son los siguientes:

MAX Zgbajo = O A + B

s.c.

SuA+B<Vy (21)
SuA+B<Vy

Sp A+ B <Vp
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min zaie =S A+ e 7"V B

s.c.

SuA+B>Vy (22)
SuA+B>Vy

Sp A+B>Vp

Planteando los problemas duales correspondientes a y a ,
y haciendo el cambio de variables como en el caso binomial, se tienen:

min Wepgjo = e (nf Vg + m Vg + 75 VD)

s.c.

7} Sy + 7y Sy + 75 Sp=SelY (23)
m 4T+ =1

* * *
T, My, T3 > 0

MAX Warpipe = €'Y (my Vu + 75 Vg + 73 V)

s.c.

7} Sy + 75 Sy + 75 Sp=SelY (24)
m 4T+ =1

* k%
7T177T277T3 Z O

Una vez maés, se puede constatar que ambos problemas tienen el
mismo conjunto de soluciones factibles, junto con la misma funcién
objetivo; la tnica diferencia es que en el primero se desea minimizarla,
mientras que en el segundo lo que se busca es obtener un maximo. Pero,
esta vez el conjunto de soluciones factibles no consiste de solamente un

punto, en general, por lo que se tendra una solucién factible éptima del
problema diferente de la del problema .

4.1. Solucion grafica para el caso trinomial

Para evitar los engorrosos calculos que implica la utilizaciéon de la tabla
simplex, asi como la dificultad inherente a la resolucién grafica tradicio-
nal, que en este caso requeriria una grafica en un espacio tridimensional,
se procede a reformular los problemas duales y (24), como se hizo
previamente en el caso binomial:
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min (6 méx) wy = e~ (w)

s.c.

.S (S (S Sel
(i) () e () = (7)o
m T,y =1

* k%
7T1,7T2,7T3 Z O

Se puede resolver este problema si se grafican en un plano los puntos

Su S Sp .
( Vi >, < Vs ), y ( v >, junto con la envolvente convexa de los

mismos; la region de soluciones factibles es el segmento de recta definido
por la interseccién de ese conjunto convexo con la recta vertical de
abcisa S e("?).

Vu

v

Figura 6: Gréfica del dual: caso trinomial

Con la ayuda de la grafica se determina, visualmente, y de manera
inmediata, cudles son los valores minimo y méaximo de la funcion obje-
tivo: las ordenadas de los puntos extremos del segmento se multiplican
por e(="Y para obtener, respectivamente, (Wabajo)min, Para el punto in-
ferior, v (Warriba)maz, Para el punto superior del segmento. Como ya se
ha mencionado, estos son los valores que acotan el valor de la opcion.
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4.1.1. Ejemplos

Aplicando lo expuesto, considérese una opcién de compra, un call, con
precio de ejercicio 79, sobre un subyacente cuyo precio evoluciona de
acuerdo al drbol presentado en la figura [7} se han anadido en la grifica
los pagos que se obtendrian en cada uno de los tres nodos terminales.

6
()
0

Figura 7: Arbol para call

Suponiendo que la tasa de interés libre de riesgo es 6 %, capitaliza-
ble continuamente, y que el periodo considerado en el arbol tiene una
duracion de 2 meses, se procede directamente a establecer la gréafica co-
rrespondiente, que aparece en la figura [§, ubicando en un plano los tres

85 82 76 .
puntos 6 ) 3 )Y 0 ) junto con la envolvente convexa

asociada.

Para obtener una cota inferior al valor de este call, se obtiene la
ordenada del punto inferior del segmento que aparece en la grafica,
pudiendo calcularla usando los valores 75 = % = 0.8007 y
T = 1 — w5 = 0.1993, ya que este punto se encuentra sobre el seg-
mento que une al segundo con el tercer punto de los que definen el
convexo graficado. Asi, la ordenada se puede calcular como 0.8007 *
34 0.1993 % 0 = 2.4020, y finalmente, multiplicando por e(~06 (2/12) ge
obtiene (Wapgjo)min = 2.3781.

Analogamente, para calcular una cota superior al valor del call se
usan los valores asociados al otro extremo del segmento,
np = BB — 5338 y w5 = 1 — 7] = 0.4662, obteniendo el
valor de la ordenada 0.5336 % 6 + 0.4662 x 0 = 3.2027, y después de
multiplicar por e(=% (2/12) ge termina con (Waprriva)mee = 3.1708. La
conclusion es que, para evitar arbitraje, el precio V' de la opcién debe

satisfacer

23781 <V < 3.1708.
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v

Figura 8: Gréfica para soluciéon del call

Se deja al lector la tarea de determinar los dos portafolios éptimos,
uno para cada uno de los extremos del segmento que constituye el
conjunto de soluciones factibles, con los que pueda corroborar las cotas
encontradas aqui. Para cumplir con esta tarea solamente es necesario
calcular la pendiente y la ordenada al origen de cada una de las dos
rectas involucradas.

Como un ejemplo adicional, considérese una opciéon de venta, un
put, con precio de ejercicio 100, sobre un subyacente cuyo precio evo-
luciona de acuerdo al drbol presentado en la figura [0} se han anadido
en la gréafica los pagos que se obtendrian en cada uno de los tres nodos
terminales.

Suponiendo que la tasa de interés libre de riesgo es 4 % capitaliza-
ble continuamente, y que el periodo considerado en el arbol tiene una
duracion de un mes, se procede directamente a establecer la grafica
correspondiente, que aparece en la figura [10]

Se obtiene la ordenada del punto inferior del segmento que aparece
en la grafica, usando los valores 7} = % =0.5835ym; = 1—
7] = 0.4165, ya que este punto se encuentra sobre el segmento que une
al primero con el segundo punto de los que definen el convexo graficado.
Asi, la ordenada se puede calcular como 0.5835%040.4165%2 = 0.8331,
y finalmente, multiplicando por (=% (1/12) ge obtiene (Wapajo)min =
0.8303.
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Figura 9: Arbol para put.

A
10 frommmmeees
P R ,
90 98 100e”™” 102
Figura 10: Gréfica para solucion del put.
Para el otro extremo del segmento, 77 = W = 0.8612

y ma = 1 — 7 = 0.1388, obteniendo el valor de la ordenada 0.8612 x
0+ 0.1388 % 10 = 1.3884, y después de multiplicar por e(=04(1/12) ge
termina con (Warriba)mae = 1.3838. La conclusién es que, para evitar
arbitraje, el precio V' del put debe satisfacer

0.8303 <V < 1.3838
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5. Meétodo grafico par arboles n-nomiales

Utilizando los argumentos presentados hasta este punto, es posible es-
tructurar un método que permita obtener una cota inferior y una cota
superior para el precio de cualquier opcién sobre un subyacente, siem-
pre que el precio de este pueda ser modelado con un arbol n-nomial.
Suponiendo que los posibles precios del subyacente dentro de un pe-
riodo sean S7; > Sy > ... > S, que los pagos correspondientes de la
opcion sean Vi, Vs, ..., V,,, que la tasa de interés libre de riesgo sea r,
y que la duracion implicita del periodo sea ¢, tal como se presenta en
la figura , con la condicién adicional S; > Se"t > S, entonces es

posible aplicar el método.
O
°

Figura 11: Arbol n-nomial.

Algoritmo Dualnomial
1) Graficar en un plano los puntos Si ,1=1,2,...,n.
174

(2) Dibujar Q, la envolvente convexa del conjunto de los n puntos.
rt

0

(4) Determinar T, el segmento vertical que corresponde a la inter-
seccion de Q y L.

(5) Los extremos de T corresponden a las soluciones buscadas. Para
cada uno de ellos:

(3) Levantar una perpendicular L, en el punto

» identificar la cara de QQ a la que pertenecen

= si ( }S/’Z ) y ( % ) son los puntos que definen esa cara, con
( J
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S; < 8, calcular

*

=1 ="
T =1 mT;

T, =0k=12,...,nk#i,k#]

= con estos valores calcular
n
*
w= g T Vi
k=1

= y terminar calculando

(6) El valor de wy obtenido para el extremo inferior de T es (Wabajo)mins
y aquel que se obtiene para el extremo superior de T es (Warripa )maz- El
valor de la opcién, V, satisface

(wabajo)min S V S (warriba)ma;t

Terminar.

Si ademas se quisiera obtener los valores de A y B para los porta-
folios asociados a estos 2 valores, entonces se pueden calcular a partir
de los indices del paso (5) del método:

Vv
TS =S
B=-AS;+V,

6. Conclusiones

El enfoque presentado en este articulo para abordar el problema de de-
terminacién del precio de opciones financieras es una amalgama de dos
disciplinas aparentemente ajenas: la programacién lineal, eminentemen-
te deterministica, aplicada a un problema que generalmente se aborda
en la literatura especializada desde un punto de vista probabilistico.

En particular, la Teoria de la Dualidad en la programacion lineal,
permite abordar el problema de una manera tal, que justifica muy cla-
ramente la condicion necesaria y suficiente para que exista un portafolio
de réplica de la opcion, tinico en el caso binomial.
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Ademas, la manera de reinterpretar el problema dual asociado hace
posible obtener la solucién a través de una grafica en R?, de manera
casi inmediata, sin tener que utilizar los calculos, que implica el método
simplex.

Y un subproducto adicional del método, muy importante, es que,
mediante su utilizacién, se puede resolver con la misma facilidad mo-
delos mas alla del binomial, ya que el nimero de calculos necesarios no
sufre ningtin aumento.

Para terminar, seria interesante continuar este andlisis, via la dua-
lidad, para explorar modelos que incluyan més de un periodo, con el
fin de enriquecer las aportaciones diferentes del enfoque de procesos
aleatorios.
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7. Apéndice

7.1. Derivados financieros
7.1.1. Opciones y pagos

Actualmente existe una gran cantidad de productos financieros de-
rivados, instrumentos financieros llamados asi porque su precio se “de-
riva” o depende del precio de un subyacente, el cual puede ser oro,
petréleo, una accién, una tasa de interés, un indice, y, en general, cual-
quier articulo al que se le pueda asignar un precio. Entre los derivados
que pueden considerarse basicos estan las llamadas opciones, y aqui se
ha restringido la atencién tinicamente a dos tipos.

La opcion de compra, cominmente llamada call, da el derecho de
comprar el subyacente a un precio pactado, el precio de ejercicio, en
una cierta fecha futura T, independientemente de cual sea el precio de
dicho subyacente en la fecha futura T. De manera andloga, la opcién
de venta, llamada put, da el derecho de vender el subyacente a un
precio pactado, el precio de ejercicio, en una cierta fecha futura T,
independientemente del precio de dicho subyacente en la fecha futura
T.
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Si se denomina K al precio de ejercicio, y S(T") al precio del subya-
cente al vencimiento del contrato, es obvio que, para un call, solamente
conviene ejercer el derecho de compra cuando S(7") es mayor que K; de
la misma manera, para un put, se ejercerd el derecho de vender si K
es mayor que S(T"). Asi, el payoff o pago que recibe el poseedor de una
opcion en la fecha T, se define como

Maz{0, S(T) — K}
Maz{0, K — S(T)}

para el call y para el put, respectivamente.

7.1.2. Arbitraje

Se dice que hay posibilidad de arbitraje cuando, sin disponer de
efectivo, se puede adquirir un portafolio de instrumentos que garantice
una ganancia sin riesgo, es decir, nunca se sufrirfan pérdidas, no importa
cual sea el precio de los instrumentos en la fecha T. Es claro que tal
situacion no podria darse en ningtin mercado financiero, ya que, de ser
asi, cualquiera podria, sin capital inicial, obtener ganancias sin temor
a sufrir pérdidas. La teoria para determinar precios de los derivados se
basa en el hecho de que no existen oportunidades de arbitraje.

Proposicion 1. Si un portafolio A tiene asociado un payoff Pa y un
portafolio B el payoff Pg, entonces, si Py > Pg el precio del portafolio
A es mayor o igual al precio del portafolio B.

Demostracion Si no fuera asi, suponiendo que el precio de A fuera
menor que el de B, vendiendo en corto B se obtiene dinero para com-
prar A, quedando una ganancia al instante, y al llegar la fecha T se
tendra Py, que por hipotesis es mayor 6 iqual a Pg, por lo que se puede
pagar esta obligacion, sin sufrir pérdidas, es decir, habria arbitraje.

Proposicién 2. En el modelo binomial representado en la figural[l],
se debe cumplir la desigualdad

Sy >Se > 8, (26)

Demostracion Si no fuera asi, existirian dos casos: suponiendo que
S e > Sy wvendiendo en corto el subyacente se obtiene S, que se in-
vierte a la tasa libre de riesgo r; al terminar el periodo se tendrd Se™?,
que por hipotesis es mayor que cualquiera de los 2 posibles valores del
subyacente, por lo que se puede pagar esta obligacion obteniendo ga-
nancia en ambos, sin sufrir pérdidas, es decir, habria arbitraje. El otro
caso, S ") < Sp, permitiria obtener un préstamo por una cantidad
S, comprar el subyacente, y al final del periodo vender el subyacente
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con lo que se podria pagar el préstamo y quedarse con un remanente,
otra vez sin riesqgos, y una vez mds, habria arbitraje. Este resultado se
generaliza al caso n-nomial substituyendo Sy por S1 y Sp por S,.

7.2. Programacion lineal

Dado cualquier problema de programacién lineal (P), siempre es
posible plantear el problema dual (D) asociado al mismo. Se trata,
esencialmente, de plantear un nuevo problema utilizando los coeficien-
tes de la funcién objetivo de (P) como términos independientes en (D),
los términos independientes de (P) como coeficientes de la funcién ob-
jetivo de (D), y la matriz de coeficientes de las restricciones de (P),
transpuesta, se convierte en la matriz de coeficientes de (D); ademas,
la direccién de optimizacion de (P) se invierte para convertirse en la de
optimizacién de (D).

De la descripcién anterior se desprende que el nimero de variables
en uno de los problemas coincide con el nimero de restricciones en el
otro, por lo que se dice que a cada restriccién de (P) le corresponde una
variable de (D), y que a cada variable de (P) se le asocia una restriccién
en (D). Ademds, cuando una variable no aparece explicitamente en las
restricciones de no negatividad, entonces se dice que es una variable
sin restriccién, es decir, pueden asignarles valores positivos, negativos
0 cero.

La siguiente tabla puede servir de guia para plantear el dual de
cualquier problema de programacién lineal:

max min
restriccion tipo < variable > 0

restriccion tipo > variable < 0

restriccion tipo = variable sin restriccion
variable > 0 restriccion tipo >
variable < 0 restriccion tipo <
variable sin restriccion restriccion tipo =

Ejemplo 1

max z = bxy + 3x9 — 93
s.c.

6x1 + 229 + x3 < 15

—x1 + 7o + 43 < 8
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y el problema dual asociado

minw = 15y; + 8ys

s.c.
6y1 —y2 =5
2y1 + Ty =3
Y1+ 4ys = =9
Y1,92 > 0

Ejemplo 2

min z = 1521 — 323 + 223
s.c.

1627 — 29 + T3 > 21

z1 + 1323 — 523 > 9

y el problema dual asociado

max w = 21y; + 9y

s.c.

16y1 +y2 =15
=y + 13y = =3
Ty — dYyp = 2

Y1, 92 > 0.

Se terminara este apéndice citando el Teorema Fundamental de la
Dualidad, que ha sido central en el desarrollo del presente trabajo.
La demostracién del mismo puede consultarse en casi cualquier texto
dedicado a la Programacién Lineal, tal como [1].

Teorema Dado cualquier par de problemas duales entre si, (P) y
(D), una y solamente una de las siguientes afirmaciones se cumple:

(a) Ninguno de los problemas tiene solucion

(b) Si solamente uno de ellos tiene solucion, entonces su funcion
objetivo no estd acotada, no existe optimo finito

(¢) St ambos tienen soluciones, entonces ambos tienen solucion dpti-
ma, y ademds el valor éptimo de (P) coincide con el de (D).
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