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1. Introducción

Joseph Polchinski (1954-2018), fue un f́ısico teórico [18] ganador de
muchos premios y miembro de numerosas sociedades cient́ıficas, tales
como la Academia Nacional de Ciencias de los Estados Unidos. Fue un
miembro permanente del Instituto Kavli de F́ısica Teórica y Profesor
de F́ısica de la Universidad de California, en Santa Bárbara. A su fa-
llecimiento, sus colegas lamentaron profundamente la pérdida de uno
de los más respetados pensadores en el campo de la teoŕıa de cuerdas
(véase, por ejemplo, [8]). Las revistas Quanta Magazine y Scientific
American, aśı como también Science News, la Sociedad Americana de
F́ısica y la Radio Pública Nacional de los Estados Unidos, coincidieron
con las opiniones expresadas en el diario The New York Times [8].

El Profesor Polchinski fue autor de numerosos art́ıculos, varios libros
(véase, por ejemplo, [11]) y una autobiograf́ıa [10].

De hecho, la expresión

1 + 2 + 3 + 4 + · · · = − 1

12
(1)

aparece en [11, p. 22], volumen I: An Introduction to the Bosonic String.
Aunque esperamos que los párrafos anteriores hayan convencido al

lector de los méritos cient́ıficos del Profesor Polchinski, realmente es
dif́ıcil aceptar la validez de la expresión (1).

Palabras clave: Cesàro sumabilidad, Hölder sumabilidad, función zeta de Riemann.
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En lo que sigue, discutiremos el significado y la exactitud de (1) y de
otras identidades igualmente desconcertantes.

Con el objeto de tener una idea, posiblemente errónea, de lo que está
ocurriendo, empecemos por ((probar)) la expresión (1) sin asomo de rigor
o exactitud, o, parafraseando a Godfrey Harold Hardy ([6, p. 1]), ((con
una actitud completamente indulgente)). Para tal efecto, seguiremos las
ideas expresadas en [13], donde el periodista Brady Haran y los f́ısicos
Ed Copeland y Antonio Padilla, de la Universidad de Nottingham, en
Inglaterra, alegremente ((prueban)) (1) en un v́ıdeo que ya cuenta con
más de seis millones de reproducciones.

Sean

A = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + . . . , (2)

B = 1− 2 + 3− 4 + 5− . . . , (3)

y sea

S = 1 + 2 + 3 + 4 + . . . , (4)

la serie que nos interesa.
Como las sumas parciales de (2) forman la sucesión {1, 0, 1, . . . }, los

personajes de [13] deciden que A = 1
2
, simplemente promediando 1 y 0.

Gottfried Wilhem Leibniz, alrededor de 1710, ya hab́ıa concluido que
A debe de ser igual a 1

2
, usando un argumento probabiĺıstico ([6, p.

13]). En realidad podemos llegar al mismo ((resultado)) por medio de la
siguiente observación:

A = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · · = 1− (1− 1 + 1− . . . ) = 1− A, (5)

de donde A = 1
2
.

En cuanto a B,

2B = (1− 2 + 3− 4 + 5− . . . ) + (1− 2 + 3− 4 + 5− . . . )
= (1− 2 + 3− 4 + 5− . . . ) + (0 + 1− 2 + 3− 4 + 5− . . . )

= 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · · = 1

2
. (6)

Aśı, B = 1
4
.

Por otra parte,

S −B = 1 + 2 + 3 + 4 + · · · − (1− 2 + 3− 4 + 5− . . . )
= 4 + 8 + 16 + · · · = 4S, (7)

o

S − 1

4
= 4S.

Esto es, S = − 1
12

.
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Claramente, todo lo que hemos hecho constituye un abuso ejemplar
del cálculo, puesto que las operaciones realizadas solamente son válidas
cuando las series convergen.

Recordemos que una serie
∑

j≥1 aj converge, o es convergente, si sus

sumas parciales
∑

1≤j≤n aj tienden a un ĺımite finito cuando el ı́ndice n
tiende a infinito. En otras palabras, si existe un número a tal que para
cada ε > 0 existe un número natural Nε de modo que∣∣∣∣∣

n∑
j=1

aj − a

∣∣∣∣∣ < ε, (8)

para todo n ≥ Nε. Cuando (8) no se cumple para algún número a,
decimos que la serie diverge, o que es divergente.

Estas definiciones aparecen en el libro Analyse Algébrique de Augus-
tin-Louis Cauchy, publicado en Paris en 1821. De acuerdo a ([16, p.
16]), la expresión ((serie convergente)) se debe a James Gregory, quien
empezó a utilizarla en 1668. En cuanto a la expresión ((serie divergente)),
la misma fuente consigna que esta fue acuñada por Nicolaus I Bernoulli
en 1713.

Como no hay duda de que las series A,B y S son divergentes, es
apropiado el preguntarnos, ¿qué hacer con ellas? y más generalmente,
¿qué hacer con una serie divergente?

Históricamente, podemos reconocer tres corrientes de pensamiento,
las cuales discutiremos brevemente. Para obtener mucha más informa-
ción sobre estos asuntos históricos, referimos al lector a ([6, caps. I y
II]). De hecho, este libro será nuestra gúıa para mucho de lo que sigue.
Este magńıfico libro aún sigue siendo ampliamente utilizado y disfru-
tado, tanto por su contenido como por su prosa tan lúcida, escrita
magistralmente por Hardy.

2. Rechácenlas

En una carta dirigida a Bernt Michael Holmboe, reimpresa en el volu-
men 2 de sus obras completas, Niels Henrik Abel expresa, en enero de
1826: ((Las series divergentes son obra del diablo y es vergonzoso basar
en ellas cualquier demostración)) ([6], prólogo de John Edensor Little-
wood). Abel fue un admirador apasionado de Cauchy, el gran rigorista
de principios del siglo diecinueve. Aśı, en ese peŕıodo de revisionismo y
rigor, no hubo mucha tolerancia por las series divergentes.
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En realidad, incluso Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz, quie-
nes fueron los primeros en manipular series de manera sistemática, tu-
vieron poca inclinación a usar series divergentes, aunque Leibniz algu-
nas veces trabajó con ellas ([6, p. 1]). Sin duda, y sin importar cuan des-
cuidadamente fueran hechas las manipulaciones, los matemáticos siem-
pre han tenido una idea bastante buena, aún en la época de Arqúımedes,
de si una serie es convergente o divergente. En realidad, los grandes
maestros parecen intuir si sus manipulaciones son ((permisibles)), sin
importar cuan carentes de significado sean. Como un ejemplo, Hardy
utiliza el trabajo de Leonhard Euler sobre la serie 1 − 1 + 1 − 1 + . . .
(véase [6, p. 14]). Hardy también cita las siguientes palabras de Euler
(véase [6, p. 15]): ((Las controversias suscitadas por el uso de las se-
ries divergentes son en gran parte ‘verbales’)). Hardy continúa diciendo:
((Aqúı, como siempre, Euler estuvo esencialmente acertado. El embro-
llo de la época sobre las series divergentes surgió principalmente, no de
algún misterio particular de las series divergentes como tales, sino de
la aversión a establecer definiciones formales y de la insuficiencia de la
teoŕıa de funciones de aquella época)).

Antes de que Cauchy insistiera en la necesidad de definiciones expĺıci-
tas, aún los matemáticos más ilustres no estaban inclinados a preguntar
((¿Cuál es la definición de, digamos, 1− 1 + 1− . . . ?)), sino más bien se
preguntaban algo completamente diferente ((¿Qué es 1− 1 + 1− . . . ?)),
([6, p. 6]). Las manipulaciones que presentamos al comienzo ejemplifi-
can este enfoque.

Después de Euler, Joseph Fourier y Simeón Denis Poisson fueron
los analistas que más utilizaron las series divergentes ([6, p. 17]). Sin
embargo, podemos decir de manera categórica, que las series divergentes
fueron eliminadas gradualmente del análisis, reapareciendo solo en el
último cuarto del siglo diecinueve ([6, §1.6]).

3. Úsenlas como son

Fue Jules Henry Poincaré quien, en un art́ıculo publicado en Acta
Mathematica en 1886, mostró cómo las series divergentes podŕıan dar
aproximaciones excelentes a soluciones de ecuaciones diferenciales or-
dinarias. Los resultados de Poincaré dieron origen a un segundo enfo-
que, muy fruct́ıfero, de las series divergentes. La noción de desarrollo
asintótico, introducida por Poincaré en su art́ıculo, puso a las series
divergentes en una posición de privilegio, que aún disfrutan en la ac-
tualidad (véase, por ejemplo, [1], [2] y las referencias ah́ı mencionadas).

Debemos decir que, aunque el concepto formal de desarrollo asintóti-
co empezó con Poincaré, otros matemáticos, entre ellos Leonhard Euler,
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Abraham de Moivre, James Stirling, Pierre-Simon Laplace y Adrien-
Marie Legendre, ya lo hab́ıan anticipado en casos particulares ([5, p.
1], [16, p. 151]).

4. Súmenlas de otra manera

Matemáticos de diferentes épocas no dejaron de advertir que las ma-
nipulaciones descuidadas de series divergentes llevaban con frecuencia
a conclusiones interesantes, las cuales, en algunos casos, pod́ıan ser ve-
rificadas de otra manera. Aśı surge, al final del siglo diecinueve, un
tercer enfoque de las series divergentes: ¿qué pasaŕıa si sumar una serie
pudiera significar algo totalmente distinto de la definición de Cauchy?

Fue Ernesto Cesàro quien, en un art́ıculo publicado en 1890 en la
revista Bulletin des Sciences Mathématiques, argumentó que una serie
divergente pod́ıa ser sumada de una manera rigurosa. He aqúı el método
que propuso.

Definición 4.1. Una serie
∑

j≥1 aj es sumable según Cesàro, con suma
a, si existe el

ĺım
n→∞

s1 + s2 + · · ·+ sn
n

= a,

donde sn =
∑

1≤j≤n aj.
En tal caso, escribimos ∑

j≥1

aj = a (C, 1) ,

y decimos que a es la suma según Cesàro de la serie, o la suma (C, 1)
de la serie.

En realidad, Daniel Bernoulli ya hab́ıa aplicado el método (C, 1) en
1713 a un tipo muy particular de series ([6, p. 8]). También hab́ıa sido
usado por Ferdinand George Frobenius en un art́ıculo publicado en la
revista Journal für die reine und angewandte Mathematik en 1880 ([6,
pp. 8 y 389]).

Ludwig Otto Hölder, en su tesis doctoral, Contributions to Potential
Theory, presentada en la Universidad de Tübingen en 1882, propuso
una familia de métodos de sumabilidad [9]. Para cada n ≥ 2, Hölder
usó la iteración ([6, p. 96])(

δ
∑)

◦
(
δ
∑)

◦ · · · ◦
(
δ
∑)

︸ ︷︷ ︸
n veces

actuando en la sucesión {s1, s2, . . . }, donde
∑

significa sumar de 1 a
n y δ indica la división por n. De este modo, Hölder definió lo que se
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conoce como el método (H, k) de sumabilidad, para k ≥ 1. Su trabajo
apareció el mismo año, 1882, en la revista Mathematische Annalen.

A pesar de todo esto, reiteramos que la idea de dar una definición
formal de la suma de una serie divergente general, se debe a Cesàro.

En su art́ıculo de 1890, Cesàro itera el método (C, 1), que es igual al
método (H, 1), de la siguiente manera: para definir el método Cesàro
(C, k) para k ≥ 2, se itera k veces la suma parcial,

∑
◦
∑
◦
∑

. . . , y el
resultado se divide por un cierto número (véase [6, §5.4]), que es n solo
cuando k = 1. Aún aśı, ambos métodos producen los mismos resultados
de sumabilidad. Es decir,

Teorema 4.1. (para la demostración, consulte [6, p. 103, teo. 49]).
El método (C, k) es equivalente al método (H, k):

∑
j≥1 aj = a (C, k)

si, y solo si,
∑

j≥1 aj = a (H, k).

El teorema que sigue muestra que el método (H, k) tiene propiedades
muy razonables y muy útiles.

Teorema 4.2. (para la demostración, consulte [6, p. 95, teos. 38 y
40]).

1. El método (H, k) es consistente: si
∑

j≥1 aj = a (H, k) y k′ > k,

entonces
∑

j≥1 aj = a (H, k′).

2. El método (H, k) es regular: si
∑

j≥1 aj converge a a, entonces∑
j≥1 aj = a (H, k).

3. El método (H, k) es lineal: si
∑

j≥1 aj = a (H, k) y
∑

j≥1 bj = b

(H, k), entonces

α
∑
j≥1

aj + β
∑
j≥1

bj = αa+ βb (H, k) ,

para todo par de números α, β.
4. El método (H, k) es estable:

∑
j≥1 aj = a (H, k) si y solo si,∑

j≥2 aj = a− a1 (H, k).

En este teorema, 1) implica que es suficiente probar la regularidad
del método (H, 1).

Del teorema 4.1 deducimos que el método (C, k) tiene las mismas
propiedades.

El método (H, 1) es regular en un sentido más amplio: Si la sucesión
{sn}n≥1 de sumas parciales diverge hacia infinito, también diverge hacia
infinito en el sentido (H, 1) ([6, p. 10]). Cuando un método es regular en
este sentido más amplio, se dice que el método es totalmente regular.

El teorema 4.1 no se extiende al caso en que la sucesión {sn}n≥1

diverge hacia infinito en el sentido (C, k). En efecto ([6, p. 107, teo.
54]), si la sucesión {sn}n≥1 diverge hacia infinito en el sentido (C, k),
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también diverge hacia infinito en el sentido (H, k). Sin embargo, la
rećıproca es, en general, falsa para k > 1.

Puede decirse, y se ha dicho, mucho acerca de estos y otros métodos
de sumabilidad (véase, por ejemplo, [6], [16, cap. VIII, §8.41], [20, cap.
III], [17]. En lo que sigue, nos concentraremos en el método (H, k).

Veamos si el teorema 4.2 nos permite justificar (1). Comenzamos con
el siguiente resultado.

Teorema 4.3.

1− 1 + 1− · · · = 1

2
(H, 1) . (9)

Demostración. Antes de probar (9), veamos, intuitivamente, por qué
tiene que ser cierta.

Como mencionamos en la sección 1, las sumas parciales sn de la serie
1−1+1− . . . forman la sucesión {1, 0, 1, 0, . . . }, que no converge. Para
n fijo, aproximadamente n

2
términos de la suma s1 + s2 + · · · + sn son

cero. Es decir, la cantidad

h1
n =

s1 + s2 + · · ·+ sn
n

es aproximadamente igual a n
2n

, que es 1
2
.

En términos matemáticos precisos, un simple argumento inductivo
muestra que

h1
n =

{
1
2

si n es par,
n+1
2n

= 1
2

+ 1
2n

si n es impar.

Como existe el

ĺım
n→∞

h1
n =

1

2
,

resulta que

1− 1 + 1− · · · = 1

2
(H, 1) .

Esto completa la prueba del teorema.

Observemos que los teoremas 4.3 y 4.2 justifican la igualdad (5) y la
suma 1

2
, en el sentido (H, 1).

Teorema 4.4.

1− 2 + 3− · · · = 1

4
(H, 2) . (10)

Demostración. Para la serie 1−2+3−. . . , la sucesión de sumas parciales
es {1,−1, 2,−2, . . . }, que no converge.

Usando un argumento inductivo obtenemos que, en este caso,

h1
n =

{
0 si n es par,
1
2

+ 1
2n

si n es impar.
(11)
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Como la sucesión {h1
n}n≥1 no tiene ĺımite cuando n→∞, concluimos

que la serie 1− 2 + 3− . . . no es (H, 1) sumable. Entonces, intentamos
sumarla en el sentido (H, 2). Aqúı también podemos dar una justifi-
cación intuitiva, aunque la explicación no es tan sencilla como en el
teorema 4.3. De acuerdo con (11), si fijamos n, aproximadamente n

2
términos en

h1
1 + h1

2 + · · ·+ h1
n

n
son cero, mientras que cada término distinto de cero es igual a 1

2
+ 1

2(2j+1)

para un cierto j ≥ 0. Es decir, cuando n = 2k + 1,

h2
n =

1

n

(
n

2

1

2
+

1

2

k∑
j=0

1

2 (2j + 1)

)
=

1

4
+

1

4 (2k + 1)

k∑
j=0

1

2j + 1︸ ︷︷ ︸
(i)

,

aproximadamente. Solo falta mostrar que (i) va a cero cuando k tiende
a infinito. Para ello fijamos k ≥ 1 y consideramos el diagrama donde la

curva es el gráfico de la función x→ 1
2x+1

para 0 ≤ x ≤ k.
Resulta que

k∑
j=0

1

2j + 1
= 1 +

k∑
j=1

1

2j + 1
≤

diagrama
1 +

∫ k

0

dx

2x+ 1

= 1 +
ln (2k + 1)

2
.

O sea,

0 ≤ (i) ≤ 1

4 (2k + 1)

(
1 +

ln (2k + 1)

2

)
→

k→∞
0.

Casi las mismas cuentas, hechas con más exactitud, nos darán la
prueba de (10).
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En efecto,

h1
1 + h1

2 + · · ·+ h1
n =

{
h1

1 + h1
3 + · · ·+ h1

2k−1 si n = 2k, k ≥ 1,
h1

1 + h1
3 + · · ·+ h1

2k+1 si n = 2k + 1, k ≥ 1.

De este modo, cuando n = 2k para k ≥ 1,

h2
n =

h1
1 + h1

3 + · · ·+ h1
2k−1

2k
=

1

2k

k∑
j=1

(
1

2
+

1

2 (2j − 1)

)

=
1

4
+

1

4k

k∑
j=1

1

2j − 1
=

1

4

(
1 +

1

k

k∑
j=1

1

2j − 1

)
,

mientras que, cuando n = 2k + 1 para k ≥ 1,

h2
n =

h1
1 + h1

3 + · · ·+ h1
2k+1

2k + 1
=

1

2k + 1

k∑
j=0

(
1

2
+

1

2 (2j + 1)

)

=
k + 1

2 (2k + 1)
+

1

2 (2k + 1)

k∑
j=0

1

2j + 1

=
1

2

(
k + 1

2k + 1
+

1

2k + 1

k∑
j=0

1

2j + 1

)
.

Volviendo a usar el diagrama,

1

4

(
1 +

1

k

k∑
j=1

1

2j − 1

)
=

l=j−1

1

4

(
1 +

1

k

k−1∑
l=0

1

2l + 1

)

≤ 1

4

(
1 +

1

k
+

1

k

∫ k

1

1

2x+ 1
dx

)
=

1

4

(
1 +

1

k
+

1

2k
ln (2k + 1)

)
→

k→∞

1

4
,
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mientras que

1

2

(
k + 1

2k + 1
+

1

2k + 1

k∑
j=0

1

2j + 1

)

=
1

2

(
k + 1

2k + 1
+

1

2k + 1
+

1

2k + 1

k∑
j=1

1

2j + 1

)

≤ 1

2

(
k + 2

2k + 1
+

1

2k + 1

∫ k

0

1

2x+ 1
dx

)
=

1

2

(
k + 2

2k + 1
+

1

2 (2k + 1)
ln (2k + 1)

)
→

k→∞

1

4
.

Por lo tanto,

1− 2 + 3− · · · = 1

4
(H, 2) .

Esto completa la prueba del teorema.

Los teoremas 4.4, 4.3 y 4.2 justifican, en el sentido (H, 2), las cuentas
que culminan con la igualdad (6) y la suma 1

4
.

Aunque todo esto pinta muy bien, desafortunadamente, no hay mane-
ra de justificar, en el sentido (H, k), para ningún k ≥ 2, las ((igualdades))
que nos llevan a (7).

La primera dificultad es que la igualdad

S −B = 4S

no es cierta. En efecto, lo que se puede decir, al menos formalmente, es
que

S −B = 0 + 4 + 0 + 8 + 0 + 12 + . . .

Aún si S fuera (H, k) sumable para algún k ≥ 2, el quitar un número
infinito de ceros puede afectar el comportamiento de la serie S − B.
Para dar un ejemplo sencillo, afirmamos que

1− 1 + 0 + 1− 1 + 0 + · · · = 1

3
(H, 1) , (12)

mientras que el teorema 4.3 prueba que 1− 1 + 1− 1 + · · · = 1
2

(H, 1).
Cuando se agregan ceros a una serie, se dice que se la ha diluido ([6,

p. 59, §3.9]).
Para comprobar (12), como en casos anteriores, comenzamos con una

((prueba)) intuitiva. Calculando algunas sumas parciales,

n sn n sn n sn n sn
1 1 4 1 7 1 10 1
2 0 5 0 8 0 11 0
3 0 6 0 9 0 12 0
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vemos que, aproximadamente, para cada n ≥ 1, n
3

términos son iguales

a uno, mientras que 2n
3

términos son iguales a cero. Es decir, aproxima-
damente,

h1
n =

n

3n
=

1

3
.

Más precisamente,

sn =

 1 si n = 3k + 1 para k ≥ 0
0 si n = 3k + 2 para k ≥ 0
0 si n = 3k + 3 para k ≥ 0

.

Si n = 3k + 1 para algún k ≥ 0,

h1
n =

s1 + · · ·+ sn
n

=
k + 1

3k + 1
→

k→∞

1

3
.

Si n = 3k + 2 para algún k ≥ 0,

h1
n =

s1 + · · ·+ sn
n

=
k + 1

3k + 2
→

k→∞

1

3
.

Finalmente, si n = 3k + 3 para algún k ≥ 0,

h1
n =

s1 + · · ·+ sn
n

=
k + 1

3k + 3
→

k→∞

1

3
.

Observemos que los conjuntos {3k + 1}k≥0, {3k + 2}k≥0 y {3k +
3}k≥0, son los números que, al ser divididos por tres, tienen resto igual
a uno, dos y cero, respectivamente. Es decir, esos conjuntos son las
tres clases de congruencia módulo tres, que, por lo tanto, forman una
partición de los números naturales. Esto también se puede comprobar
directamente, sin aludir a congruencias.

Podemos decir entonces que existe el

ĺım
n→∞

h1
n =

1

3
.

Nada de esto ocurre cuando la serie converge, o diverge ([6, p. 59,
§3.9]). En efecto, la convergencia de la serie, y su suma, no son afectadas
cuando se intercala, de cualquier forma, un número arbitrario de ceros.
Además, si la serie diverge, cualquier dilución será divergente. Este
resultado y el teorema que sigue, prueban que la serie S − B no es
(H, k) sumable, para ningún k ≥ 1.

Teorema 4.5. La serie 1 + 2 + 3 + . . . no es (H, k) sumable, para
ningún k ≥ 1. Más concretamente, si

sn =
n∑

l=1

l,

h1
n =

1

n

n∑
l=1

sl
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y

hkn =
1

n

n∑
l=1

hk−1
l

para k ≥ 2, entonces
hkn →

n→∞
∞,

para cada k ≥ 1 fijo.

Demostración. Comenzamos observando que, por inducción, obtene-
mos la igualdad

sn =
n (n+ 1)

2
para todo n ≥ 1. Aśı,

sn ≥
n2

2
.

O sea,

h1
n ≥

1

2n

n∑
l=1

l2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

12n
≥ n2

6
→

n→∞
∞. (13)

Observemos que la igualdad
n∑

l=1

l2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

6

se puede probar por inducción.
De (13) concluimos que la serie 1 + 2 + 3 + . . . no es (H, 1) sumable.

Veamos qué pasa en el siguiente nivel de sumabilidad.

h2
n =

1

n

n∑
l=1

h1
l ≥

1

6n

n∑
l=1

l2 ≥ n2

62
→

n→∞
∞,

de donde resulta que la serie tampoco es (H, 2) sumable.
Supongamos que

hk−1
n ≥ n2

6k−1

para k ≥ 2 fijo.
Entonces, de acuerdo con (13),

hkn =
1

n

n∑
l=1

hk−1
l ≥ 1

6k−1n

n∑
l=1

l2

=
1

6k−1

n (n+ 1) (2n+ 1)

6n
≥ n2

6k
→

n→∞
∞ .

Es decir, hemos demostrado, por inducción, que la serie no es (H, k)
sumable, para ningún k ≥ 1.

Esto completa la prueba del teorema.
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Usando el teorema 4.1, concluimos que la serie 1+2+3+. . . tampoco
es (C, k) sumable, para ningún k ≥ 1.

Aunque los cálculos son un poco más complicados, también es posible
demostrar, directamente, que la serie 0 + 4 + 0 + 8 + 0 + 12 + . . . no es
(H, k) sumable, para ningún k ≥ 1.

Es natural preguntarse si otros métodos de sumabilidad podŕıan dar
el resultado deseado. La respuesta es, en general, que no. Cada método
de sumabilidad ((natural)), tiene asociado un teorema ((de limitación))
([6, p. 57]), que ayuda a decidir qué series divergentes puede sumar. Por
ejemplo, si la serie

∑
n≥0 an es sumable (H, 1) con suma s, esto implica

que an
n
→ 0 cuando n → ∞ ([6, p. 57, teo. 13]). Además, Hardy dice

que (véase [6, p. 6]) ((Generalmente, usando métodos de sumabilidad
‘normales’, parece que existe solamente una suma que es ‘razonable’
asignar a una serie divergente: por ejemplo, todos los cálculos ‘natura-
les’ con la serie 1− 1 + 1− . . . parecen apuntar a la conclusión de que
su suma debeŕıa ser 1

2
. Podemos idear argumentos de sumabilidad que

lleven a un resultado diferente (véase pág. 14) pero, cuando los usa-
mos, siempre parece que, de alguna manera, no estamos siguiendo las
‘reglas del juego’)). Lo que Hardy quiere decir, entre otras cosas, es que
muchos métodos ‘exóticos’ de sumabilidad, no tienen las propiedades
enunciadas en el teorema 4.2.

A pesar de todo esto, la realidad es que en la página 22 de ([11],
volumen I: An Introduction to the Bosonic String) aparece la igualdad
(1). ¿Cómo es esto posible? Para entenderlo, hay que recordar que para
un f́ısico, las cantidades infinitas no tienen sentido.

Ya el ingeniero y f́ısico matemático Oliver Heaviside lo expresó en
una serie de tres art́ıculos, titulados ((Sobre los operadores de la f́ısica
matemática)), que presentó ante la Real Sociedad Británica entre 1892
y 1894: ((Las soluciones a los problemas f́ısicos deben de ser siempre
establecidas en términos finitos, de lo contrario producimos disparates
. . . )) ([6, p. 36]).

Los f́ısicos evitan las cantidades infinitas usando procesos llamados
de regularización, que incluyen, no solo el tipo de manipulaciones que
realizamos anteriormente con series, sino, valores principales y partes
finitas ([12, pp. 38 y 42]). Por ejemplo, sabemos que la función 1

x
no es

integrable en el intervalo [−1, 1]. Pero si fijamos 0 < ε < 1 y conside-
ramos ∫

1>|x|>ε

dx

x
, (14)

el que la función 1
x

sea impar, implica que (14) es igual a cero. Por lo
tanto existe el

ĺım
ε→0

∫
1>|x|>ε

dx

x
= 0.
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Entonces escribimos

vp

∫ 1

−1

dx

x
= 0,

donde vp quiere decir valor principal.
En el caso de la integral ∫ 1

−1

dx

x2
,

donde no podemos usar el mismo argumento de paridad, obtenemos,
para 0 < ε < 1, ∫

1>|x|>ε

dx

x2
= −2 +

2

ε
.

Aqúı no hay manera de evitar el término 2
ε
, que va a infinito cuando

ε tiende a cero. En este caso, simplemente ignoramos ese término y
decimos que

pf

∫ 1

−1

dx

x2
= −2,

donde pf quiere decir parte finita.
Observemos que la parte finita de una integral ya no está vinculada

a la noción de área bajo la curva.
El método de regularización que nos permitirá ¡finalmente! justificar

la igualdad (1), usa el concepto de prolongación anaĺıtica, aplicado a
una función muy especial.

5. La función zeta de Euler-Riemann y la igualdad
1 + 2 + 3 + · · · = − 1

12

Hay muchas maneras de definir la función zeta de Euler-Riemann, ζ (s),
dependiendo de los valores de la variable compleja s (véase, por ejem-
plo, [19]). Leonhard Euler, en 1740, la consideró para valores enteros
positivos de s. En 1850, Pafnuty Chebyshev la extendió a Re (s) > 1.
En efecto, se la puede definir, para Re (s) > 1, como la suma de la serie
absolutamente convergente

∑
k≥1 1/ks. Esto es,

ζ (s) =
∑
k≥1

1

ks
(15)

cuando Re (s) > 1. Bernhard Riemann probó, en 1859, que ζ (s) es
anaĺıtica en ese dominio.

La función ζ (s) aśı definida, puede ser prolongada anaĺıticamente a
una única función con dominio C\ {1}, para la cual s = 1 es un polo
simple con residuo igual a 1 (véase, por ejemplo, [7, p. 160]).
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15

Esta prolongación anaĺıtica, que debido a la unicidad también se
denota ζ (s), tiene varias representaciones expĺıcitas. Por ejemplo,

ζ (s) =
1

1− 21−s

∑
n≥0

1

2n+1

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(k + 1)−s , (16)

ζ (s) =
1

s− 1

∑
n≥0

1

n+ 1

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(k + 1)1−s . (17)

La representación (16) fue conjeturada por Konrad Knopp, y proba-
da por Helmut Hasse en 1930. Es interesante observar que Hasse usó
en su demostración un método de sumabilidad de series debido a Euler
(véase, por ejemplo, [6, pp. 7, 70 y 178]). Quizá porque la prueba apa-
reció como un apéndice en otro art́ıculo de Hasse, permaneció ignorada
casi por completo, hasta que fue publicada, en inglés, en 1994 [15]. La
representación (17) aparece en el mismo art́ıculo de Hasse. Sin embar-
go, Iaroslav V. Blagouchine menciona en [4] que ya hab́ıa sido obtenida
por Joseph Ser en 1926 [14].

Aunque mucho más se puede decir sobre la historia de la función ζ (s)
(véase, por ejemplo, [3] y [4]), aqúı la dejamos, pues debemos retornar
a nuestra serie.

La serie 1 + 2 + 3 + . . . aparece cuando en el lado derecho de (15) se
pone, formalmente, s = −1. Por otra parte, es completamente correcto
el poner s = −1 en la serie (16), obteniendo

ζ (−1) = −1

3

∑
n≥0

1

2n+1

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(k + 1) . (18)

En este sentido, escribimos

1 + 2 + 3 + · · · = ζ (−1) .

Finalmente probamos el siguiente resultado.

Teorema 5.1. El valor ζ (−1) dado por (18) es igual a − 1
12

.

Demostración. Para n ≥ 0 fijo, tenemos

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(k + 1) =

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
k

(i)

+
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
.

(ii)
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El término (i) es cero cuando n = 0 y también cuando n ≥ 1 y k = 0.
Por lo tanto, para n ≥ 1 fijo,

(i) =
n∑

k=1

(−1)k
n!

(k − 1)! (n− k)!
=

k−1=j

n−1∑
j=0

(−1)j+1 n!

j! (n− j − 1)!

= −n
n−1∑
j=0

(−1)j
(n− 1)!

j! (n− 1− j)!
= −n (1 + (−1))n−1

=

{
0 si n ≥ 2,
−1 si n = 1,

mientras que

(ii) = (1 + (−1))n =

{
0 si n ≥ 1,
1 si n = 0.

Es decir,

−1

3

∑
n≥0

1

2n+1

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(k + 1) = −1

3

(
−1

4
+

1

2

)
= − 1

12
.

Esto completa la prueba del teorema.

Aśı, la igualdad (1) queda perfectamente justificada. Debido a la
unicidad, hubiéramos obtenido el mismo resultado, aunque un poco
más laboriosamente, usando la representación (17).

Por supuesto, los f́ısicos de Nottingham sab́ıan del método de regu-
larización por medio del principio de prolongación anaĺıtica. Aśı, no
teńıan duda de que sus cálculos salvajes pod́ıan ser domesticados.

Reconocimiento. Agradecemos a la Doctora Marianne Freiberger
el habernos indicado un error en una version previa.
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