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Resumen

Las ecuaciones diferenciales con retardo han sido utiliza-
das en la modelacién de problemas de diversas discipli-
nas, como lo son la biologia, economia, fisica e ingenieria,
entre otras. En este articulo describimos sistemas mode-
lados con ecuaciones diferenciales con retardo, y expone-
mos algunos de los métodos empleados para resolverlos;
utilizamos el método de los pasos, transformada de La-
place, y ecuacion caracteristica para resolver la ecuacion
2'(t) = azx(t — 7), con o y T parametros reales. También
mostramos, por medio de integracion numérica, el cambio
cualitativo de las soluciones en funcién de los parametros
ayT.

1. Introduccién

Las ecuaciones diferenciales, tanto ordinarias (EDOs) como con retardo
(EDRs), han sido utilizadas ampliamente en la modelacién de diferen-
tes tipos de sistemas [4]. No obstante, hay sistemas que son descritos
de una forma mas adecuada con las EDRs. Estos sistemas tienen la ca-
racteristica de que el cambio de las variables de estado a cierto tiempo
depende de estados asociados a tiempos anteriores. La introduccion de
los retardos es favorable en el sentido de contar con mas soluciones para
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describir al sistema, en comparacion a una ecuacion diferencial ordina-
ria. Sin embargo, su resolucion constituye un problema matematico mas
complicado, como se observara en las siguientes secciones. A continua-
cion describimos dos sistemas que son adecuados para ser modelados
con EDRs.

Consideremos el modelo logistico de poblaciones, introducido por
Verhulst [8, B]. La ecuacién diferencial ordinaria que describe este sis-
tema es

N'(t) =rN(t) ( - %) ,

donde N(t) es la densidad del nimero de individuos al tiempo t, y
r, K son parametros positivos denominados como tasa intrinseca de
crecimiento, y capacidad de carga, respectivamente. Para poblaciones
pequenas, r se interpreta como la tasa de crecimiento per capita (dife-
rencia entre las tasas de nacimientos y muertes). La capacidad de carga
define el maximo nimero de individuos que puede mantener un siste-
ma. En este modelo se considera que no existe desfasamiento temporal
entre la densidad de poblacién N y la tasa reproductiva 1 — N/ K, equi-
valente a que los mecanismos biolégicos evolucionen muy rapido. Una
variacién a este modelo, introducida por Hutchinson [6], propone que la
tasa reproductiva 1 — N/K se alcanza en 7 > 0 unidades con respecto
al estado definido por N, es decir

N'(t) = rN () (1 - W) .

Otro sistema que sirve para ejemplificar el uso de las EDRs es el de la
mezcla de salmuera y agua dulce en un contenedor. En este caso estamos
interesados en determinar la cantidad de sal que sale del contenedor en
funcion del tiempo. Asi, consideremos un contenedor con capacidad de
B litros, lleno de salmuera, en el que, desde la parte superior, se agrega
agua dulce a razon de g litros por minuto. La salmuera en el contenedor
es continuamente agitada y la mezcla resultante sale a través de un
orificio en el fondo del contenedor, también a razén de ¢ litros por
minuto. Utilicemos z(¢) para denotar la cantidad (kilogramos) de sal
dentro del contenedor al tiempo ¢. Si asumimos que en el contenedor la
salmuera se mezcla con el agua dulce de forma instantdnea y uniforme,
entonces la mezcla resultante que sale del contenedor contiene x(t)/B
kilogramos de sal por litro, de tal forma que el cambio de la cantidad
de sal que sale del contenedor con respecto al tiempo es

() = —%x(t).

Ahora supongamos que el mezclado no es instantaneo, es decir, que el
cambio de la concentracién que sale del contenedor al tiempo ¢ sea igual
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a la concentracion promedio en un instante anterior x(t — 7), donde 7
es un numero positivo. En este caso la ecuacion diferencial que define
la cantidad de sal que sale del contenedor es

2(t) = —Falt—7).

2. Ecuaciones diferenciales con retardo

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) relaciona una funcién x(t)
con sus derivadas temporales. La forma estdndaif] de una EDO es

'(t) = f(t x(t)),

dondet € R,z € R", f: D C RxR"” — R", y el apdstrofe denota la de-
rivada con respecto a t. Se dice que y(t) es una solucién si (¢, y(t)) € D
vy (t) = f(t,y(t)). Si ademéds consideramos que la solucién toma un va-
lor especifico a cierto tiempo, es decir x(ty) = zo, se tiene un problema
de Cauchy, también conocido como problema de valores iniciales (PVT).
Algunas de las preguntas que surgen a este problema son: jexiste solu-
cién?, jes unica?, jcomo se determinan? Se ha desarrollado una amplia
teorfa en la cual encontramos respuesta a estas y otras preguntas [1I [7].

A diferencia de las EDOs, en las EDRs aparece la variable de estado
con argumento t —7;, ¢ = 1,--- ,m, donde 7; son parametros positivosE|
fijos denominados retardos. Usualmente estas aparecen en la literatura
como

Z(t) = f(t,z(t),z(t — 1), x(t — 72),...,2(t — 7)),

cont € R,z € R*, f: D C R x R*D 5 R" En analogfa al
problema de Cauchy, en las EDRs se prescribe que la solucién x(t)
satisfaga alguna funcion en cierto intervalo temporal, es decir

z(t) = @(t), to—max{m,mo,...,7m} <t <ty,

donde ty € R, p(t) € R™. A ¢(t) se le denomina funcién inicial. Ademés
del campo f, la existencia, unicidad y propiedades de las soluciones de
las EDRs, por ejemplo diferenciabilidad en los extremos de los intervalos
temporales (ver siguiente seccién) depende de o(t) [2, [11]. Note que si
7 = 0,7 =1,---,m, entonces la EDR se reduce a una EDO con
condicién inicial z(ty) = p(to).

Las técnicas para resolver EDOs son bien conocidas, a diferencia de
las que se utilizan para resolver EDRs. En lo siguiente determinamos,

IEsta no es la forma mds general de una EDO. Sin embargo, esta formulacién facilita la inter-
pretacién geométrica y estudio de los sistemas.

2También se pueden elegir retardos negativos; con un cambio de variable se recobra el caso con
retardos positivos.
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mediante el método de los pasos, y transformada de Laplace, la solucién
(Uinica) de la ecuacién diferencial con retardo unidimensional

2(t) = ax(t — 1),
z(t)=a, —-1T<t<0,

(1)

con 7 > 0, y parametros reales a, « diferentes de cero (sia =00 a =0
la solucién es constante). También estudiamos la EDR (|1)) con el método
de la ecuacion caracteristica, el cual, a diferencia de los mencionados,
no considera la funcién inicial en el estudio de las soluciones.

Es relevante mencionar que (I]), con otras funciones iniciales ¢(t), por
ejemplo polinomios o funciones arménicas, también puede resolverse
con el método de los pasos, y la transformada de Laplace. Sin embargo,
en elegimos la funcién inicial constante ¢(t) = a ya que representa
el caso algebraico mas sencillo y clarifica los métodos de integracién.

3. Método de los pasos

El método de los pasos [I1] se lleva a cabo de forma iterativa. En es-
te se realiza un cambio de variable en t de tal forma que la EDR, en
un intervalo temporal especifico, se convierte en una EDO. El cambio
de variable involucra los retardos. Una vez resuelta la EDO en dicho
intervalo, el proceso se repite para un nuevo intervalo; en este caso se
toma como funcién inicial la soluciéon obtenida previamente. Usualmen-
te el proceso se continia hasta obtener la soluciéon en cierto intervalo,
o identificar un patrén que permita construir la solucién en otros inter-
valos. Para el problema en cuestién , la solucién para —7 <t < 0
esta dada por la funcién inicial. A continuacién obtendremos soluciones
con t > 0, en intervalos temporales de tamano 7, empezando con [0, 7].
Realicemos el cambio r = ¢t — 7; considerando 0 < t < 7 se obtiene
—7 < r <0, por lo que z(t — 7) = x(r) = a. Sustituyendo en (|1
obtenemos
() =aa, 0<t<rT,

e integrando la expresion anterior

z(t) = x(0) + /Ot acds

=a + aat.

(2)

Ahora determinaremos la solucién en el intervalo [r,27]. Observemos
que 0 <t —17 <7, esdecir z(t — 7) = a + aa(t — 7). Al sustituirlo en

se obtiene
2'(t) =aa+ad’(t—71), T<t<2T
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Integrando la ecuacién anterior obtenemos

x(t) = x(71) + / (aa + ac®(s — 7)) ds

ac®(t — 7)?
2

Repetimos el proceso una vez mas. Si 27 < t < 37 entonces 7 < t—7 <
27. Utilizando esto en se tiene

(3)

=a—+ aat +

ac(t — 27)?

7' (t) = ac+ ac®(t — 1) + 5 , 21 <t <37
Resolviendo la ecuacién anterior se obtiene
x(t) = x(27) + /t (ac + ac*(s — 1) + —aa3(s2— 27—)S)ds
o+ aat :2@2(2— o), aot—ory W

De las ecuaciones , y , se infiere que la forma de la solucién
en cada intervalo temporal de longitud 7 es

" adk(t — (k- 1)1)*
x(t)zz (t ](j 1)>, (n—17r<t<nr, neN. (5

Note que la solucién de la EDR z(t) no es diferenciable si ¢ es un
multiplo de 7. La soluciéon recuerda el desarrollo en serie de Taylor
para la resolucién de problemas de Cauchy; no es dificil verificar que
aplicando dicho método a se obtiene . En la Figura 1| se muestra
la solucién x(t), t € [—7,37], para los pardmetros parametros a = 1,
a=1/2, 1=2.

4. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace [9] es uno de los métodos utilizados para
determinar la solucién de problemas de Cauchy. Este método también
se utiliza para resolver EDRs, y el proceso que se sigue es similar al
caso clasico: aplicar la transformada a la ecuacién diferencial (se pasa
de la variable real t > 0 a la variable compleja s), agrupar términos y
posteriormente determinar la transformada inversa, lo que dara lugar
a la solucién del sistema.

Iniciamos con la aplicacién de la transformada de Laplace a (|1).
Realizando esto se obtiene

sC{z(t)} —z(0) = al{z(t — 1)} (6)
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-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
t
Figura 1. Solucién de con los parametros a = 1, o = 1/2, 7 = 2:

x(t) = 14+t/2, t € [0,2], x(t) = (12 +t3)/8, t € [2,4], z(t) =
(8 4 48t — 61> +1%)/48, t € [4,6].

En la ecuacién anterior, z(0) estd dada por la funcién inicial. Utilizando
la definicién de transformada de Laplace en el lado derecho de @, se
obtiene

L{zx(t—7)} = /000 e tx(t — 1)dt
_ /0 " emsta(t — o)t + / et — 1)t

Utilizando la nueva variable u = t — 7 en el lado derecho de la ecuacion
anterior obtenemos

0

C{a(t — 1)) _/

—T

e ( / 0 e~ () du + /0 N e_suzv(u)du)

=e ( / ’ e *x(u)du + £{x(t)}> :

—T

e_s(“+T)x(u)du+/ e g (u)du
0

En la ecuacion anterior, para pasar del segundo al tercer renglén, hemos
utilizado el hecho de que la variable de integraciéon es muda. Ademas,
si u € [—, 0] entonces z(u) = ¢(u), por lo que

C{a(t— 7)) = = ( / () du + [,{:v(t)}) | (7)

-7
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Sustituyendo en @, y utilizando ¢(t) = a, obtenemos

sC{z(t)} —a = ae™" ( / e adu + L‘{x(t)})

—T

= e 7 (—% + ge” + ,C{x(t)})

L gt ae T L{x(t)}.
s s

Agrupando términos tenemos

L{x(t)}(s —ae™®T) =

g (s — e T + a) ,

de tal forma que

a(s — ae™") + ax

L{x(t)} =

s(s — ae™s7)
a a

s s(s—aeT)

De esta forma

x<t):,cl{§}+cl{$}. (8)

Para determinar la solucién de utilizaremos la transformada inversa

c—l{ ! }_fn—m Re(s) >0, >0, ()

Sm+1
y el Teorema de traslacion

LTHF(s)}=f(t), t>0, £ {e™F(s)}=f(t—0b), t>b>0.

(10)
La primera transformacion inversa de , que se calcula directamente
utilizando @D, es la funcién constante a y esta definida para t > 0, don-
de hemos considerado Re(s) > 0. Para determinar la segunda transfor-
macién inversa de (8) utilizaremos un desarrollo en serie; el argumento
de dicha transformacion se puede reescribir como

ax ac
= . 11
S(S _ ae—ST) 82<1 o ae;ST) ( )

ae 5T
S

Tenemos dos opciones para el término de moédulo complejo

, este

puede ser mayor o menor a 1. Sin embargo, solamente el caso en que
dicho término sea menor a 1, lo cual sucede para un valor suficiente-
mente grande de Re(s), es compatible con Re(s) > 0. Considerando

ae

< 1, reescribimos parte del denominador de ((11)) como una serie
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geométrica, es decir

1 e Oékefsrk
oy e
1 — o= — sk
por lo que
ao > Qktlo—sTk
s(s — ae—") —a ar ght2

Utilizando la propiedad de que el operador inverso de Laplace conmuta
con la suma, debido a la convergencia uniforme de la correspondiente
serie geométrica, obtenemos

-1 a k+1 —sTk
£ {W}—GZO‘ £ { Sm} (12)
Ademas, utilizando las expresiones @, se obtiene

o \k+l
o {e_”k ! } _ (k) t > kr. (13)

sh+2 (k+1)! 7 —

En el intervalo temporal [(n — 1)7,n7], n € N, la transformada inversa
(13) esté definida para k = 0,1,--- ,n — 1, de tal forma que en dicho
intervalo la solucion de es

. ac®t(t — k)Rt

it 1) (14)

k=0

Para obtener la solucién completa en el intervalo temporal [(n—1)7, n7],
n € N, solamente falta sumar a el término constante a, que esta
asociado a la primera transformada inversa que aparece en . Hacien-
do esto, e introduciendo el cambio de variable k = [ — 1, resulta

x(t) = Z ac(t _((ll)!— ))7) , (n—1)71 <t <nr,

que coincide con la solucién obtenida utilizando el método de los pasos.

5. Ecuacion caracteristica

Ahora seguimos con el método de la ecuacion caracteristica. Lo que
presentamos en este apartado es una revision de [5].

No es dificil ver que la EDR es una ecuacion lineal, de tal for-
ma que si z1(t) y z2(t) son soluciones entonces la combinacién lineal
c121(t) + cawa(t) también lo es. En analogia a EDOs lineales de orden
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n con coeficientes constantes, suponemos que la solucién es de la for-
ma z(t) = €', donde r es una constante. Después de sustituir esta
expresion en , y simplificar, obtenemos la ecuacion caracteristica

re’ = a. (15)

En general no se pueden determinar las soluciones explicitas de la ecua-
cion trascendente , aunque se pueden calcular numéricamente. Di-
cha ecuacién tiene una infinidad de soluciones complejas; presenta
soluciones reales si o toma ciertos valores. En lo siguiente estudiamos
el comportamiento de las soluciones fijando el pardmetro 7.

Consideremos a a como funcién de r. Derivando obtenemos

2
d_a =(1+7r)e", d_a =724 T1r)e".
dr dr?
Utilizando la primera derivada se concluye que « tiene un minimo global
amin = —1/(7e€), el cual sucede parar = —1/7, y de la segunda derivada
se deduce que « tiene un punto de inflexién definido por r. = —2/7,
es convexa si r € (r.,00), y céncava para r € (—oo,r.). Ademas o = 0
solamente si r = 0, por lo que
lim a=0.
r——00

La existencia y nimero de soluciones reales r de depende del valor
de «. Se tienen los siguientes casos: no existen si a < Q,, existe
una solucién negativa si @ = auuipn, existen dos soluciones negativas
diferentes si a,ni; < a < 0, y existe una solucion no negativa si a > 0.
Remarcamos que para todos estos casos existen soluciones complejas 7.

Para estudiar las soluciones complejas r utilizamos el cambio de va-
riable r = a+1b, con a,b € R, b # 0. Sustituyendo la expresién anterior
en se obtiene respectivamente de la parte real e imaginaria

acos(tb) — bsen(Tb) = ae™ "%,

asen(tb) + bcos(tb) = 0, (16)
o de forma equivalente
b= —asen(rh)e "ot (17)
a = —bcot(Th).

De acuerdo a , b queda desacoplado de a, mientras que a es una
funcién de b. En general existen una infinidad de valores de a y b que
satisfacen (17)); estos los denotaremos con ay, y by, donde k € N. De la
ecuacién ((16)) se deduce que no existen soluciones complejas si sen(7b) =
0y b # 0, es decir, las constantes by no podran tomar el valor nr /7,
n € Z\{0}. Dadas las constantes reales C;, 1 = 1,--- ,4, Cyy, Cox, k €
N, las soluciones que se identifican con este método son las siguientes:
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e o < —— - soluciones complejas r, = ag + by
Te
o)
z(t) = Z e (Cyy, cos(byt) + Caoy sen(byt)),
k=1
1 ) ) . .,
e @ = —— - soluciones complejas r, = ap + by y una solucién
Te
negativa r, = —1/7
z(t) = Cre™ + Z e (Chy cos(byt) + Cop sen(byt)),
k=1
e —— < « < 0 - soluciones complejas r, = ax + by, y dos soluciones

Te .
negativas rq, 73

z(t) = Coe™ + Cze™" + Z e (Chy cos(byt) + Coy sen(byt)),
k=1

a > 0 - soluciones complejas r, = ax+12bx y una solucion positiva 74

ZL’(t) = C’46704t + Z ea’“t((]lk COS(bkt) + Czk Sen(bkt)).
k=1

Hasta este punto hemos determinado la solucion de , sin considerar
la funcion inicial ¢. Para determinar la solucién tunica, o de forma
equivalente, los valores de las constantes C;, Cig, Cok, se necesitara
imponer la condicién z(t) = p(t), t € [—7, 0], y resolver el sistema para
dichas constantes (en la préctica se considera solamente un nimero
finito de constantes Ciy, Ca). Note que de las cuatro soluciones posibles
para z(t), se elige solamente la que sea consistente con el valor de «
(esta eleccion no depende de ).

6. Solucién numérica

En las secciones anteriores obtuvimos la solucién de (|1f) utilizando dife-
rentes métodos. En esta secciéon mostramos la solucién para diferentes
valores de los parametros a, «, 7, por medio de integracion numéricaﬂ
Esto lo realizamos con ayuda de la funcién dde23 de Matlab [10], cuya
sintaxis es la siguiente:

3En el apéndice agregamos el cédigo del programa que se utilizé para obtener la Figura
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sol = dde23(ecuaciones, retardos, funcidén inicial,
intervalo de integracién)
plot(sol.x,sol.y),

donde las entradas ecuaciones y funcion inicial son funciones. Vale la
pena mencionar que el comando dde23 de Matlab solo admite retardos
positivos.

Es relevante mencionar que la estabilidad de las soluciones de de-
pende del producto ar [I1] (la estabilidad que se estudia en las EDRs
es la misma que en las EDOs, tipo Lyapunov). Algunos de los valores
caracteristicos del producto ar, que definen la estabilidad, no apare-
cieron utilizando el método de la ecuacion caracteristica. Recordemos
que el parametro « puede ser cualquier nimero real diferente de cero,
y 7 cualquier niimero positivo. A continuacién mostramos algunos ca-
sos representativos; en todos se utilizé una funcién inicial de la forma
o(t)=1,t e [-T,0].

7r , . : : .
o a< e Soluciones oscilatorias divergentes (véase la figura )
T

b | ——-a=18 7=1 ! P
a=-2, =1 \
8} |——-a=22 7=t voob
a=- 7=1.8 \ !
- - a=- =2 \/ i
10 a=- 7=2.2
12 . . . .
0 2 4 6 8 10

Figura 2. Soluciones para a < —21.
T

T
ca=-—_- Soluciones periédicas (véase la figura . La amplitud
T
de las soluciones estd dada por la funcién inicial ¢(t) = 1.
us 1
e —— < a < —— - Soluciones oscilatorias convergentes (véase la

T Te
figura |4)). En este caso las soluciones oscilatorias convergen a cero.

1
e —— < «a < 0 - Soluciones exponenciales convergentes (véase la

Te
figura . Las soluciones convergen a cero.
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15 1
a=-m, 7=0.5
a=-0.5, =1

0.5 ‘ i

£ o0
X

-0.5 H ’ E

BNt \ / J

_15 L 1 1 1 1 1 1 1 7

0 5 10 15 20 25 30 35 40
t
. . T
Figura 3. Soluciones para o = ——.
2T
1 T T T T
a=-0.8, 7=0.8
0.8 F =11, 7=0.8 | 1
- — —a=1.1, =11
0.6 | a=-08, =11 | |
//\\
04 , N .
/ \
02 / \ PR
= N ,/ N
/
x otk )
// * /
02t \ \ / .
\ / \\ _ //
\
04 \ / .
/
\ /
-0.6 - \ ; i
\\/

08 . . . .

0 2 4 6 8 10

1
Figura 4. Soluciones para T ca<——.
2T e

e o > 0 - Soluciones exponenciales divergentes (véase la figura [6).
Las soluciones oscilatorias divergen exponencialmente.

7. Conclusiones

En esta exposicion ejemplificamos el uso de algunos de los métodos mas
comunes para resolver EDRs. En el método de la ecuacién caracteristi-
ca fue necesario la introducciéon de ntimeros complejos para estudiar
las soluciones de una ecuacion trascendente. Por otro lado, aunque no
se realizé de esta manera, uno de los métodos mas utilizados para ob-
tener la inversa de la transformada de Laplace requiere del calculo de
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o = =

N e a=-0.1, =1
0.9 \‘\\ — — —a=-02, =1 T

N ——— a=03, 7=1
0.8 \ \ a=-1, 7=0.1 | 1

\ a=-1, 71=0.2
07k \ \ a=-1, =03 | .
N
" \
06 | N .
N \
\ N
o5t \ . |
\ N
04 - \, N -
\, ~
N N -
0.3 \ S E
\s\ ~
~
02 r . - E
~. ~
\_\ —

01 S - —_
0 . . B bt PP -
0 2 4 6 8 10

. . 1
Figura 5. Soluciones para —— < o < 0.
Te

90 T T T T
a=1, =1
80 =1, 7=15 b
a=1, 7=2
70k | — — —a=15 7=1 B
......... a= =1
60 - b
50 b
3 /
40 ;0
/
30 + 7 E
e
s
20 + e J
-
~
.- -~
o .- -
0 —— ! L L
0 1 2 3 4 5

Figura 6. Soluciones para a > 0.

polos con variable compleja. Aunque estudiamos una EDR definida por
una expresion algebraica sencilla, esto es 2/(t) = ax(t — 1), z(t) = a,
—7 <t < 0, presentd soluciones que no existian en la EDO corres-
pondiente 7/(t) = ax(t), x(ty) = a (solucién z(t) = ae**%)), como lo
son las soluciones oscilatorias divergentes, convergentes o periddicas. Es
evidente la dificultad que conlleva resolver EDRs. La complejidad del
estudio de EDRs aumenta significativamente al incrementar el niimero
de retardos, o considerar ecuaciones donde, ademas de la derivada tem-
poral, se incluyen derivadas espaciales, es decir, ecuaciones en derivadas
parciales con retardo. En ambos casos resulta interesante estudiar bi-
furcaciones, esto es, identificar los valores de los parametros que definen
cambios cualitativos en las soluciones del sistema.
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Apéndice

Cédigo en Matlab que produce la figura 2.

function sol=figural

clear; close all; clc;

t=linspace(0,10,1000) ;
s0l1=dde23(@edr,1,0@fun_ini,t,[],-1.8);
s012=dde23(@edr,1,0@fun_ini,t, [],-2);
s013=dde23(Q@edr,1,@fun_ini,t,[],-2.2);
sol4=dde23(@edr,1.8,0@fun_ini,t,[],-1);
solb=dde23(@edr,2,0fun_ini,t,[],-1);
s016=dde23(Q@edr,2.2,0fun_ini,t, [],-1);

yl=deval(soll,t);

y2=deval(so0l2,t);

y3=deval(so0l3,t);

y4=deval (sol4d,t);

y5=deval (solb,t);

y6=deval (so0l6,t);
plot(t,yl,’b--’,t,y2,’g--’,t,y3,’k—-",t,y4,’b’,t,y5,’g’,t,y6,’k’);
xlabel(’t?);

ylabel (’x(t)’);
legend(’\alpha=-1.8,\tau=1’,’\alpha=-2,\tau=1’,’\alpha=-2.2,
\tau=1’,’\alpha=-1,\tau=1.8",’\alpha=-1,\tau=2’,’\alpha=-1,
\tau=2.2’,’Location’,’southwest’);

function dx=edr(t,x,z,a)
dx=ax*z;

function x=fun_ini(t,a)
x=1;
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