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Resumen

Este es el texto de una conferencia invitada impartida en las
Jornadas de Historia y Filosofia de las Mateméticas organizadas
por la Seccién de Metodologia y Teoria de la Ciencia del CIN-
VESTAV y el CIMAT y celebradas en el CIMAT, Guanajuato,
Gto., del 20 al 22 de mayo de 1999. '

1 Introduccion.

El analisis funcional surge y se desarrolla como entidad propia en este
siglo, generado por la evolucién del anélisis cldsico, de la fisica matema-
tica y de las nuevas ideas del dlgebra y de la geometria, y muy ligado
al progreso de la topologia.

Las ecuaciones cuyas incdgnitas son funciones son el objeto esencial
de estudio de los analistas del siglo XIX. A las ecuaciones diferenciales
ordinarias y con derivadas parciales, cuyo estudio habia empezado en
el siglo XVIII, se afiadieron a partir del siglo XIX las ecuaciones inte-
grales, las ecuaciones integro diferenciales y otros tipos de ecuaciones
funcionales.

Poco a poco, y paralelamente con la evolucién en el Algebra Lineal
que da a la nocién de matriz y luego a la de aplicacién lineal el papel
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preponderante, la nocién de ecuacién cede lugar al concepto de operador
o de funcional.

Asimismo, la comunidad se acostumbra paulatinamente a la idea de
que se debe manipular a las funciones como objetos matematicos pri-
mitivos, es decir, como elementos del espacio desprovistos de la idea de
desarrollo progresivo ligado a una variacién, y a partir de la expansién
del lenguaje conjuntista se empieza a considerar sistemdaticamente a los
conjuntos cuyos elementos son funciones.

Por otra parte el cardcter dindmico del analisis, que diera nacimiento
al cdlculo infinitesimal, se acentia. y se diversifica, sobre todo bajo la in-
fluencia de Riemann y Poincaré. Ahora lo que varia, no son tinicamente
los nimeros, sino también las funciones consideradas como puntos de
un espacio, y hacia finales del siglo XIX se impone la distincién entre
diferentes nociones de convergencia de una sucesién de funciones hacia
una funcién limite, lo que conducird a la idea general de topologia so-
bre un conjunto de funciones y por extensién dard origen a la topologia
general.

Asi, a estos conjuntos de funciones se les va dotando de ciertas
estructuras algebraicas y topoldgicas que permiten realizar en ellos
muglxlas de las operaciones del andlisis cldsico, y se les llama espacios
funcionales, origen del nombre andlisis funcional: estudio de los espa-
cios funcionales.

Una vez teniendo como objeto de estudio espacios cuyos puntos
son funciones, es posible dar otro salto cualitativo y estudiar espacios
abstractos con definiciones abstractas; que es ahora como se trata esta
rama de las matematicas.

El anélisis funcional forma parte de lo que Dieudonné llama andlisis
lineal global y que es una de las grandes creaciones matematicas de los
siglos XIX y XX. Se trata de una construccién compleja sobre proble-
mas relativos a las ecuaciones lineales y tuvo su origen en el estudio,
que empezé con los albores del siglo XIX, de tres tipos fundamentales
de ecuaciones de la fisica matematica, a saber:

0u N 0%u N 0%u
oxr Oy 022

Ay = =0 (Ecuacién de Laplace)

Pu  u  O*u  F%u .,
7 " a o ~ 37 = 0 (Ecuacién de onda)

Oy =
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Ou Ou 0% 32u_0 Fcuacién del cal
ot 9z oyr 022 (Ecuacién del calor)

escritas para tres variables de espacio z,y, 2z y una de tiempo f, pero
que se pueden generalizar a mas variables.

Dicho estudio dara sucesivamente origen a la teoria de series e inte-
grales de Fourier (que mas tarde se convirtié en el Andlisis Armdnico
Conmutativo), a la teorfa del potencial newtoniano y de las funciones
armoénicas, a la teoria de Sturm-Liouville para las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, a la teoria de las ecuaciones integrales lineales. Mas
tarde, a partir de los trabajos de Fredholm, apareceran el espacio de
Hilbert y la teoria espectral de operadores en tales espacios. Final-
mente, después de 1950, la teoria de distribuciones vendra a generalizar
y simplificar todo aquello que toca las ecuaciones lineales, culminan-
do en la teoria de los operadores pseudodiferenciales y su extension al
analisis sobre las variedades diferenciales.

2 Antecedentes del Analisis Funcional.

Los conceptos fundamentales del andlisis funcional se formaron y cris-
talizaron bajo varios aspectos y por varias razones. Muchos de ellos
surgieron de manera natural en el proceso de desarrollo de las ecua-
ciones diferenciales, el cdlculo de variaciones y el problema de Dirichlet,
el paso de lo finito a lo infinito y las ecuaciones integrales.

2.1 Estudio de los conjuntos de soluciones de las
ecuaciones diferenciales.

Los matematicos del siglo XVIII admitian sin discusién la existencia de
soluciones de ecuaciones diferenciales sin buscar, en general, a precisar
los dominios en los cuales estaban definidas dichas soluciones. A lo més
justificaban su confianza determinando los coeficientes de series enteras
que verificaban formalmente las ecuaciones propuestas.

A partir de 1820 Cauchy aborda el problema de manera rigurosa
en sus cursos. Su idea consiste en retomar el método introducido por
Euler para el calculo aproximado de la solucién y, dada una ecuacién
de primer orden

/

y' = f(z,9),
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trata de probar que para valores x, %y, existe una tnica solucién y =
u(z) definida en un intervalo suficientemente pequefio con centro en
zo y tal que u(xg) = yo. Es la primera vez que aparece un estudio
de caracter local, donde sélo se afirma la existencia y la unicidad de
la solucion en una vecindad de zg, sin decir nada de prolongaciones
posibles, es decir del estudio global de las soluciones.

En 1868, aparentemente sin conocer los trabajos de Cauchy, Lip-
chitz redescubre dicho método, pero anade la observacién de que la
continuidad de las derivadas de f no es necesaria. El dice que es su-
ficiente que f satisfaga, en una vecindad de (zo,%o), la ahora llamada
condicién de Lipchitz; es decir que exista & > 0 tal que en esa vecindad

|f (z,91) = (2, 92)| < klyr — vl

Otro método para la demostracién de la existencia local de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales, aparentemente usado por Liouville
por primera vez en 1837 y por Cauchy en sus cursos mas o menos en
la misma época, es el método de iteracién o de aproximaciones suce-
sivas. Este método fue olvidado por los analistas hasta que, después
de 1870, Carl Neumann y H. A. Schwarz lo utilizaron en sus estudios
sobre el problema de Dirichlet y a partir de 1890, E. Picard mostré su
fecundidad al aplicarlo a numerosos problemas sobre la existencia de
soluciones para ecuaciones funcionales de diversa naturaleza.

En el siglo XIX habia todavia mucha confusién entre las funciones
de variables reales y las de variables complejas y ello no permitia dis-
tinguir claramente entre los tres tipos de ecuaciones lineales: ecuacién
de Laplace, ecuacion de onda y ecuacién del calor. Laplace creia
que podria pasar del tipo eliptico de la ecuacién de Laplace al tipo
hiperbdlico de la ecuacion de onda, a través del cambio de variables
Tz = u+ i, y = u— iw. Cuando Poisson, Fourier y Cauchy abordan
problemas nuevos de la fisica matematica donde intervienen ecuaciones
con derivadas parciales de segundo orden, empiezan a darse cuenta que
se debe distinguir cuidadosamente entre los tres tipos, a los que les
corresponden problemas al limite muy diferentes.

El primer problema que condujo a una ecuacién con derivadas par-
ciales de segundo orden con condiciones en la frontera fue el de las cuer-
das vibrantes homogéneas. Bernoulli tuvo la idea de obtener la solucién
por superposicion de las soluciones estacionarias, lo que exigia represen-
tar ciertas funciones arbitrarias como sumas de series trigonométricas.
La mayoria de los contemporaneos de Bernoulli dudaban que eso fuera
posible.
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Fourier se encuentra con el mismo problema desde que empieza a
estudiar la teoria del calor (1807), pero al cabo de algunos afios se
convence a si mismo y a sus contemporaneos de la validez del pun-
to de vista de Bernoulli. Sin embargo sus intentos, al igual que los
de Cauchy, para probar la convergencia de la serie de Fourier de una
funcién continua fueron insuficientes. Es hasta 1829 cuando Dirichlet
establece la convergencia para una funcién continua monétona a trozos.
A partir de ese momento, la idea de asociar a toda funcién que describe
un fenémeno periédico su serie de Fourier es muy utilizada. Ademés
hay muchos esfuerzos sucesivos para mejorar y profundizar el criterio
de convergencia de Dirichlet, sobre todo una vez que du Bois Raymond
construye en 1873 el primer ejemplo de una funcién continua cuya serie
de Fourier diverge en al menos un punto.

Por otro lado el estudio de las vibraciones de una cuerda no ho-
mogénea conduce, a través del método de separacién de variables, a
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden cuyas soluciones son
de la forma sen A\,x para una sucesién infinita de valores A,. En su
teoria del calor Fourier encuentra soluciones. Por ejemplo, en el pro-
blema de enfriamiento de una esfera de radio r que estd dado por la

ecuacién
@. — k QEE + _2._6_’%
ot 0r?2 =z 0z

con condiciones a la frontera % + hu = 0 para £ = r, donde h y k son
constantes.

Fourier obtiene soluciones estacionarias
1
u(z,t) = = exp (—kA*t) (Acos At + B sen Az),
T

donde el parametro A debe satisfacer la ecuacién

AT

=1- hr.
tg Ar hr

Prueba facilmente que esa ecuacién tiene una infinidad de raices A,
reales que tienden a infinito y establece las relaciones de ortogonalidad

T
/ sen A,z sen A, xdx =0 param # n,
0

analogas a las relaciones clasicas para las funciones sennx. Escribe

entonces (formalmente) los desarrollos ) _ ¢, sen A,z para una funcién
n
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continua ¢ (x) , obteniendo los coeficientes ¢, a partir de las integrales
fOT ¢ (z) sen A\,zdz y utilizando las relaciones de ortogonalidad dadas.

Sturm y Liouville desarrollan los métodos de Fourier para atacar el
problema siguiente: dada una ecuacién lineal de segundo orden de la
forma

y' —q(z)y+ Ay =0,

donde ¢ (x) es una funcién real y continua, ;para qué valores de )\
y &P q

existen soluciones con ciertas condiciones a la frontera? Este estudio

pone las bases de lo que se volveria la teoria espectral.

Hemos visto entonces que desde el siglo XVIII se empezé el estu-
dio de conjuntos de funciones, al considerar conjuntos de soluciones de
algunas ecuaciones diferenciales generados a partir de soluciones par-
ticulares o de soluciones de ecuaciones mas simples. En este sentido
se puede entender el principio de superposicidn, enunciado por Daniel
Bernoulli hacia 1750 y que en terminologia actual dice que el conjunto
de soluciones de la ecuacién diferencial es un espacio vectorial cerrado
para alguna topologia y estd generado por una familia numerable de
funciones.

2.2 Calculo de variaciones y el problema de Dirich-
let.

Una de las primeras motivaciones del calculo diferencial es la bisqueda
de maximos y minimos de una funcién. A fines del siglo XVII uno
de los éxitos del nuevo calculo es la solucién de problemas de extremos
donde la cantidad que se quiere maximizar o minimizar depende de una
curva variable y no solamente de uno o varios parametros. El cilculo
de variaciones es la rama del analisis que se dedica a estudiar este tipo
de problemas.

Desde sus primeros trabajos en este campo Euler llega a un método
que generaliza y sistematiza los resultados de sus predecesores. Escribe
la funcién que se quiere optimizar de la siguiente manera

b
J(y) = / F (29,99 o y™) da, (1)

donde y es una funcién de x desconocida. Su método consiste en di-
vidir el intervalo de integracién en intervalos pequenos por los puntos
zy, %2, ...,Z y reemplazar la curva y = y(z) por el poligono inscrito
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en esa curva cuyos vértices son los puntos (xz,yl) donde y; = y (z;) :

ademads reemplaza y' (;) por 2% Ax , y" (z;) por (——)L y asi sucesivamente,

de manera que en vez de (1) obtiene una funcién de k variables y, ..., yx.
Igualando las derivadas de dicha funcién con respecto a las y; a cero
y haciendo tender a infinito el nimero de puntos en se que divide al
intervalo [a, b], llega a la célebre ecuacién de Euler

OF doF d* oF

Oy dzoy + @3y”

—e =0 (2)

para la funcién incdgnita y.

El método de Euler es simplificado por Lagrange que evita aproxi-
mar la curva por un poligono haciéndola variar directamente; es decir,
reemplazando y (z) por una funcién y (x,t) que contiene un parametro
t variable, y tal que y (z,0) = y () . Sustituye entonces y (x) por y (z, )
en la integral (1) v obtiene una funcién de ¢ que iguala a la derivada
en t = 0, integra por partes y recupera la ecuacién de Euler asi como
ciertas condiciones a la frontera que Euler en general no tomaba en
cuenta. Ademads el método de Lagrange se aplica casi directamente a
las integrales miultiples.

Habitualmente, debido a la naturaleza del caso concreto estudia-
do, se conoce la existencia de una solucién admisible del problema del
célculo de variaciones, es decir la funcién debe pertenecer a un conjunto
adecuado de curvas suaves parametrizadas en el intervalo [a, ], la que
se busca entre las soluciones de la ecuacién de Euler.

En el caso general, para estudiar en abstracto los problemas de
extremos de funcionales de la forma (1) se solia razonar por analogia
con el caso de funciones reales y se solia admitir que si F' era acotada,
J alcanzaba su extremo en alguna funcién admisible. Sin embargo, el
programa de rigorizacion del anélisis.iniciado por Weierstrass, puso de
manifiesto la debilidad de esos argumentos y se dieron ejemplos en los
que no existe ninguna funcién admisible en la que J alcance su minimo.

A raiz de los trabajos de Gauss y de Green sobre la teoria electro-
magnética aparece el problema de Dirichlet que consiste en buscar una
funciéon arménica u, es decir tal que satisfaga la ecuacién de Laplace,
en un abierto Q en R® que se prolongue continuamente en su cerradura
Qy que coincida en la frontera 02 con una funcién dada f.

Este problema estd enlazado con multitud de problemas fisicos y
matematicos y a lo largo del siglo XIX se hicieron muchos intentos
para encontrar su solucion. Por ejemplo, la férmula de Poisson resuelve
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el problema cuando €2 es el disco unitario y los valores en la frontera
sor: suficientemente regulares. Otro método, relacionado con el calculo
de variaciones, es el llamado Principio de Dirichlet, segin el cual la
solucién del problema es la funcién u tal que su restriccién a OS2 es
el valor prefijado, digamos f, y hace minima la llamada integral de
Dirichlet

(RGN

en el conjunto de las funciones v continuas en 2, con parciales continuas
en €, que coinciden con f en 92 y con D (v) < oo. En efecto, si existe
u que minimiza D y es de clase C? en (2, entonces la ecuacién de Euler
implica que Au = 0 en €.

El principio fue utilizado por Gauss en relacién con problemas de
determinacién de funciones analiticas hacia 1839 y por Lord Kelvin, en
1847, en conexion con la teoria del potencial. El nombre de principio
de Dirichlet se lo puso Riemann quien lo usé en sus trabajos sobre fun-
ciones abelianas y holomorfas. Como el integrando en (3) es > 0 para
Riemann era evidente que D siempre alcanzaba su minimo. Weierstrass
en su critica de los trabajos de Riemann insiste en el hecho de que la

existencia debe ser demostrada y mds tarde Hadamard da ejemplos..

de funciones arménicas en ) que se prolongan continuamente en' €2,
pero tales que la integral de Dirichlet (3) es infinita. En 1887 Poincaré
prueba que para poder resolver el problema se puede suponer que la
funcién f definida en la frontera de Q es de clase 2 y estd definida en
una vecindad de 0€2. Con ejemplos, Zaremba en 1911 y Lebesgue en
1912 demuestran la necesidad de imponer alguna restriccién a la fron-
tera de . Asi pues, bajo condiciones razonables, la mayor dificultad en
la demostracién del principio de Dirichlet esta en probar que el minimo
de D en (3) se alcanza en alguna funcién admisible. De hecho Weier-
strass y su escuela (du Bois Raymond, Zaremba, etc...) fundamentan
rigurosamente la mayor parte de los resultados y argumentos cldsicos
del célculo de variaciones y del principio de Dirichlet, pero no pueden
probar el principio general de la existencia del extremo, pues para ello
es necesaria cierta nociéon de compacidad.

- Hilbert da, hacia 1900, la primera demostracion rigurosa del prin-
cipio de Dirichlet, que estd basada en la posibilidad de extraer sub-
sucesiones uniformemente convergentes de sucesiones de funciones con-
tinuas.

'Y
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La rigorizacién del analisis llevé a estudiar bajo qué condiciones el
limite puntual de sucesiones de funciones conserva las propiedades de
las funciones de la sucesién (continuidad, diferenciabilidad,...) y luego a
la aparicién de las nociones de convergencia uniforme (Weierstrass 1841,
Stokes 1847, Von Seidel 1848, Cauchy 1853) y de equicontinuidad de
un conjunto de funciones (Ascoli 1883). El teorema de Ascoli-Arzela
(toda sucesién equicontinua de funciones acotadas sobre un cerrado y
acotado de R™ posee una subsucesién uniformemente convergente) es
tal vez uno de los primeros teoremas del analisis funcional y Hilbert lo
redescubrié para su demostracién del principio de Dirichlet.

2.3 El paso de lo finito a lo infinito.

Alrededor de 1880 empieza a sentirse la necesidad de un nuevo analisis,
donde se trataria funciones con una infinidad de variables en vez de las
funciones usuales. La idea general de una aplicacién de un conjunto
en otro, que generalizaba la definicién de funcion dada por Dirichlet,
comienza a extenderse con la concepcién conjuntista de las matema-
ticas. Cuando los conjuntos de los que se trata estdn formados de
funciones (en el sentido usual), o de curvas, o de superficies,... se llama
a dichas aplicaciones operadores, y funcionales cuando el conjunto de
sus valores es R o C. Los ejemplos tipicos de funcionales estan dados
por la integral f — fab p(z) f (x) dz o andlogamente para integrales
multiples; ejemplos de operadores son las derivadas f — D¥f o el
operador traslacién f — L, f, donde L, f (z) = f (z — a).

En 1887 Volterra, inspirado por el cdlculo de variaciones, concibe la
idea de un nuevo cdlculo infinitesimal en donde las funciones del andlisis
clésico serian reemplazadas por funcionales. Sin embargo, debido a que
casi no existia ninguna de las nociones algebraicas y topoldgicas que
fundamentan ahora el analisis funcional, los trabajos hechos en esa
direccién por Hadamard y Lévy no tuvieron gran trascendencia.

El esfuerzo por crear el dlgebra del infinito que corresponde al al-
gebra lineal clasica es lo que va a permitir el desarrollo del anélisis
funcional. De hecho, el dlgebra del infinito sigue el penoso camino que
siguié el algebra lineal elemental, empezando con las ecuaciones lineales
para pasar sucesivamente a los determinantes, las formas lineales y
bilineales y a las matrices, antes de llegar al lenguaje geométrico y a la
nocién de aplicacion lineal.

La idea de resolver sistemas infinitos de ecuaciones lineales con
una infinidad de incégnitas es bastante antigua, pues reiteradamente
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los analistas habifan considerado las ecuaciones funcionales como casos
limite de ecuaciones algebraicas, cuya solucién es mds sencilla. Bernoul-
li, Lagrange y sistematicamente Fourier en su teoria del calor, ya men-
cionada, siguieron este procedimiento. Fourier obtiene un sistema in-
finito de ecuaciones lineales con un ndmero infinito de incégnitas y lo
trunca para resolverlo. Considerando tinicamente las n primeras ecua-
ciones con las n primeras incdgnitas, obtiene soluciones que dependen
de n y, haciendo tender n a infinito, consigue la solucién del sistema
original como limite de las soluciones truncadas. A continuacién Fouri-
er destaca que es esencial identificar los limites dentro de los cuales el
desarrollo obtenido es vélido (primera vez que aparece explicitamente
el concepto de convergencia de una serie), y advierte que como dichos
limites no son los mismos para todos los casos, pueden obtenerse re-
sultados erréneos al combinar distintas series en los célculos si no se
procede cuidadosamente. Esto es muy novedoso, ya que durante el siglo
XVIII los matematicos habfan utilizado las series sin ninguna restric-
cién, operando con ellas como si fueran polinomios. Como Fourier no
dispone de criterios para asegurar la convergencia, con gran habilidad,
y haciendo uso de su conocimiento de resultados previos en la suma
de series numéricas, calcula directamente la suma de los m primeros
términos de cada serie en cada caso. ’

Las palabras de Fourier: Como estos resultados parecen desviarse
de las consecuencias ordinarias del cdlculo, es necesario examinarlos
con cuidado e interpretarlos en su verdadero sentido nos hacen ver que
tenia dudas sobre la validez del proceso.

Posteriormente Cauchy desarrolla varios criterios generales para ase-
gurar la convergencia de series basados en, el ahora llamado, criterio
de Cauchy que fuera enunciado poco antes por Bolzano (1817).

Como el método de truncamiento no siempre conduce a una solu-
cién, durante el siglo XIX se hicieron intentos de obtener una teoria
que permitiera resolver sistemas infinitos de ecuaciones lineales con un
numero infinito de incégnitas, y aunque no tuvieron éxito hasta que en
1913, Riesz publicé un trabajo llamado Les systémes d’equations d une
infinité d’inconnues, estos esfuerzos ayudaron a la evolucién del anilisis
funcional.

2.4 Las ecuaciones integrales.

Durante el siglo XIX surgen varias ecuaciones integrales especiales y
en 1888 du Bois Raymond sugiere el nombre de ecuaciones integrales
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y propone desarrollar una teoria general. Si bien al principio parece
dificil, a fines del siglo XIX, le Roux y Volterra obtienen los primeros
resultados generales al probar teoremas de existencia y unicidad para
ecuaciones integrales de primer tipo

/””k(x,t)f(t)dt:g@)

para la incdégnita f, donde k£ y g estan dadas en un intervalo [a, b] con
g (a) = 0 y la integral se toma sobre un intervalo variable [a, y] .

Al final de uno de sus trabajos Volterra hace notar la semejanza de
la ecuacién integral considerada, con un sistema de ecuaciones lineales
con matriz de coeficientes triangular sustituyendo la integral por sus
sumas de Riemann.

Usando las ecuaciones integrales, en 1890 Fredholm demuestra que
el problema de Dirichlet tiene solucién unica para todo dominio acotado
del plano con frontera suficientemente regular. También establece una
analogia entre las ecuaciones integrales de segundo tipo

b
f(m)+/ k(.t) f(t)dt = g (2), (4)

donde esta vez el intervalo de integracién estd fijo, y la teoria de los
sistemas de ecuaciones lineales, pues influido por la nota de Volterra y
sustituyendo la integral por sus sumas de Riemann, le asocia a (4) las
ecuaciones

Flu) =Yk ww) F ) =g () para 1< <n, (6)

donde {y;} es una particién regular de [a,b]. Estos resultados son el
punto de partida de la teoria espectral e influyeron grandemente en el
desarrollo posterior del analisis funcional.

Finalmente, siguiendo la idea de Poincaré, Fredholm reemplaza el
nicleo k por Ak, donde X es un parametro complejo, para obtener la
ecuacion

f<x>+A/ Ea.t) f () dt =g (%) (6)

y prueba las conjeturas de Poincaré, llevandolas a un marco més gene-
ral.
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3 Surgimiento y consolidacion.

3.1 Las aportaciones de Hilbert, Fréchet y Riesz.

Los resultados de Fredholm, Poincaré y de Schwarz, llevan a Hilbert a
examinar la ecuacién (6) cuando el nicleo k es continuo y simétrico, es
decir k (z,y) = k (y, ) . Como Poincaré, ve la analogia con las matrices
simétricas del &lgebra lineal, o, lo que es lo mismo, con las formas
cuadraticas cldsicas y muestra que la teoria de Fredholm se simplifica
en ese contexto. Publica estos resultados en un articulo en 1904.

A continuacién publica otros dos articulos en los que aplica los re-
sultados obtenidos en el primero a problemas de contorno en ecuaciones
diferenciales y a la teoria de Sturm-Liouville.

En 1906, en su cuarto articulo, Hilbert abandona el marco de las
ecuaciones integrales para crear una teoria general de formas bilineales
y cuadréticas continuas, que se aplicard en particular a las ecuaciones
integrales. A toda pareja de funciones f, g continuas en [a, b] le asocia
el escalar

(f,9) = / £ (s)g(s)ds,

e introduce la nocién de sistema ortogonal completo de funciones como
una sucesién {¢,,} de funciones continuas en un intervalo real [a, b] tal
que

(d’na d}m) = Opm

y que cumple con la relacién de completitud

oo

(f£,9)=>_ (f,vn) (9, %n)
n=1
para todo par de funciones f, g continuas en [a,d].

Prueba entonces que si {1/, },, es uno de tales sistema (p.e. el sistema,
trigonométrico), f es una solucién de (6) con A =1y si consideramos
los coeficientes de Fourier

b b
kpg = /a/ak(w,y)wp(w)wq(y)dwdy

bp = (g’¢p)
xl’ = (f>¢10)7
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los {z,} satisfacen el sistema infinito

[e e}
ZTp = Z kpntn =bp, p=1,2,.. (7)
n=1 .

y de la desigualdad de Bessel obtiene que

o0

ZZk§q<oo, b12,<ooy Zz§<oo.

p=1 ¢=1 p=1 p=1

o0

Reciprocamente, si {z,} satisface ) z2 < oo y es solucién de (7),
p=1

entonces la serie

S [ k@) vn )y

converge absoluta y uniformemente y por ende define una funcién con-
tinua u (7). Entonces f = g — u satisface (f,¥n) = z, y f es solucién
de (6).

Esto lleva a Hilbert a considerar la forma cuadratica general

Q(z) = Z Z kpgTpTq cON kpg = Kgp,

p=1 ¢=1

oo
2
donde Zl x5 < 00.
n—=

En todo su desarrollo estd implicito el espacio /2 real; ademds por
analogia con R™, Hilbert introduce en él la distancia

d(x,y) = (Z (zn — yn)Q)

n=1

y extiende para funciones de /2 en R las nociones de continuidad, limite,
etc. Al darse cuenta que la bola unitaria de I?> no satisface el teorema
de Bolzano-Weierstrass, introduce el equivalente a la nocién actual de
topologia débil en 12, 1o que le permite extraer subsucesiones débilmente
convergentes de sucesiones acotadas. Ese método es llamado principio
de seleccion de Hilbert.

Por otra parte Hilbert introduce, en términos de la forma cuadratica
asociada, algunas clases de operadores como los de Hilbert-Schmidt y
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los nucleares. Si bien la formulacién como operadores lineales se debe
a Riesz.

A partir de entonces el lenguaje geométrico se impone a los ana-
listas y el dlgebra del infinito se vuelve, con la escuela de Hilbert, una
geometria del infinito, pues a partir de 1906, Schmidt y Fréchet, inde-
pendientemente, transfieren a la situacion considerada por Hilbert toda
la terminologia de la geometria euclideana. Las sucesiones z = (z,)
tales que . z2 < 0o son los puntos, o vectores, del espacio de Hilbert

n

I2. Para dos puntos x,y el nimero {z,y) = > Z,ys, donde la serie es
n
automaticamente absolutamente convergente, es su producto escalar y

1
2
lzi| = (x,x)% ={> xi) es la norma que verifica la desigualdad del

triangulo ||z +y|| < ||z]l + ||y||, asf como la desigualdad de Cauchy-
Schwarz |(z, y)| < |l=|| [lyll-

Este lenguaje les permite abordar el sistema de ecuaciones lineales
més general posible en [2] a saber

oo
(ap, ) = Zamxn =c¢, p=12,..

n=1

donde los ¢, son los escalares dados, los a, = (a,») € I* son los vectores
dados y = = (z,) es un vector desconocido en [2.

La manera como Schmidt resuelve este problema en 1908, estd ins-
pirada por la geometria y recuerda el método empleado por Fourier
para resolver problemas concretos andlogos. Primero trunca el sistema
y, utilizando la proyeccién ortogonal, obtiene una solucién z,, de norma
minima, del sistema truncado :

(ap, ) =¢p, p=1,2,...,m.

Si esas soluciones tienen normas uniformemente acotadas el princi-
pio de seleccién de Hilbert (i.e. la compacidad débil de la bola unitaria
de [2), le permite extraer una subsucesién que converge a una solucién
del problema. Esta resulta ser una condicién necesaria y suficiente y
puede reformularse, lo que hace Schmidt, en términos de los datos del
problema, permitiendo su solucién de manera completa y elegante.

El argumento anterior se repite en diferentes contextos y la biusqueda
de resultados andlogos al principio de seleccién de Hilbert en otros es-
pacios normados va conformando la idea general de la topologia débil
'y las técnicas de dualidad.
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Sin embargo, Schmidt no usa matrices infinitas, las cuales son intro-
ducidas en 1906 por Hellinger y Toeplitz para dar otra interpretacion de
las formas bilineales acotadas utilizadas por Hilbert y que generalizan
las formas completamente continuas, que habia considerado al princi-
pio. Las matrices infinitas A = (@mn),>) n>; de Hellinger-Toeplitz son
tales que, para todo vector z = () de 2, las series y,, = 3 apmn

n

son absolutamente convergentes y (y,) = A -z es un vector de /2 tal
que ||A - z|| es acotado para todos los vectores z con ||z|| < 1. Entonces
(A - z,z) es una forma cuadrética acotada en el sentido de Hilbert, y
reciprocamente, toda forma, cuadratica acotada se puede escribir de esa
manera, ademads con la matriz simétrica, es decir tal que amn, = anm
para toda pareja de indices.

Por otra parte, en 1906 apareci6 la tesis doctoral de M. Fréchet Sur
quelques points du calcul fonctionnel que tuvo una gran influencia en
el desarrollo del analisis funcional y de la topologia. Ahi introduce la
nocién abstracta de distancia en un conjunto y las nociones de com-
pacidad, completitud y separabilidad; mismas que estudi6 en diferentes
espacios funcionales como €a, b, H (D) y B|a,b]. |

En el proceso de rigorizacion del anélisis, cada vez que se hablaba
de un limite, aparecia la nocién de cercania o vecindad entre los objetos
que se consideraban. Fréchet tuvo la valiosa idea de no especificar la
naturaleza de dichos objetos y de considerar un conjunto cualquiera E
sobre el que se supone est4 definida una funcién distancia d (z, y) entre
dos elementos cualesquiera de E, con valores > 0 y que verifica tres de
las propiedades clésicas de la distancia euclideana:

(i) la relacién d (z,y) =0 es equivalente a T = y;
(ii) siempre se tiene d (z,y) = d (v, z);

(iii) se tiene la desigualdad del tridngulo d(z,2) < d(z,y) + d (y, 2)
para cualesquiera z,y, 2 en F.

Es muy impresionante que la mayor parte de las ideas y razonamien-
tos relativos a las nociones de vecindad, limite y continuidad en los es-
pacios R", en especial los resultados sobre dos conceptos fundamentales
que habian sido aislados en esos espacios, a saber la compacidad y la
conexidad, se pueden transferir a esa situacién tan general.

Fréchet insiste sobre todo en el primero de ellos, observa que subyace
en los métodos directos de Hilbert, es decir en su principio de seleccion,



32 BERTA GAMBOA DE BUEN

para atacar el célculo de variaciones y justificar la aplicacién que hizo
Riemann del principio de Dirichlet.

Fréchet también pone en evidencia el hecho de que en un espacio
métrico E, el criterio de convergencia de Cauchy no siempre es valido,
ya que puede existir una sucesién (z,) en F tal que para toda ¢ > 0 se
tenga que d (z,z,) < € si m y n son mayores o iguales a algiin entero
N () y que no converge en E. El da ejemplos para la distancia definida
en C ([a, b]) por

dugr:(énﬂo—guw)% ®)

Un espacio métrico en el que es valido el criterio de Cauchy es llama-
do completo. En 1908 Schmidt y Fréchet prueban que /2 es completo y
posteriormente Hausdorff prueba que cualquier espacio métrico siempre
puede ser considerado como un subespacio denso de un espacio métrico
completo.

Un ejemplo muy importante de esta completacion es dado en 1907
por Fischer y Riesz que, estableciendo una inesperada relacién con la
teoria de integracién de Lebesgue, definen independientemente el espa-
cio L?[a,b] y demuestran que es completo para la distancia dada por
(8) si se identifican dos funciones cuando sélo difieren en un conjunto
de medida nula. Ademd&s prueban que es isomorfo a [?, via la aplicacién
f = ((f,%n))ar, para cualquier sistema ortonormal completo de fun-
ciones {¢n}.-,. Usando dicho isomorfismo ven que los resultados de
Hilbert se pueden aplicar a las ecuaciones integrales con nicleo k£ en
L% ([a,b] % [a,b]), objetivo perseguido infructuosamente por distintos
matematicos de la época, entre los que se cuentan Hilbert y Hadamard.
Esto mostré la importancia del nuevo anélisis y abrié el camino hacia
la introduccién de los espacios LP y [P.

En el mismo aho, también independientemente, Fréchet y Riesz ob-
tienen que cualquier funcional lineal continua T en L?[a,b] se puede
representar de la forma

b
nn=mw=/fwwmm

para alguna g € L?[a,b].

En 1909 Riesz resuelve un problema abordado sin éxito por Ha-
damard y Fréchet, al probar que toda funcional lineal continua 7" en



HISTORIA DEL ANALISIS FUNCIONAL 33

C[a, b] se puede escribir como una integral de Stieljes

T<f>=/ f (2) dav (z),

donde « es una funcién en [a, b] de variacién acotada, probando también
que la correspondencia T' — « es biyectiva si, por ejemplo, a es continua
por la derecha y a(a) = 0. Este resultado es conocido ahora como
teorema de representacion de Riesz y fue punto de partida de sucesivas
generalizaciones por Radon y otros. Por otra parte significé un paso
importante en las ideas de dualidad al ser el primer ejemplo de un
espacio que no se puede identificar con su dual topolégico.

En 1910 Riesz, como una generalizaciéon de L? y [2, introduce los
espacios [P y [P en el caso 1 < p < oo con la norma ahora conocida. Se
limita al caso p > 1 para poder aplicar las desigualdades de Holder y
Minkowski. Estudia la resolucién de un sistema infinito de ecuaciones

b
/fi(x)g(x)dxzci iel

con f; € L?[a,b] y ¢; escalares y prueba que la solucién g debe pertene-
cer a L?[a, b con % + % = 1. En el proceso de la demostracién necesita
un principio de seleccion como el de Hilbert, lo que lo lleva a definir la
convergencia débil como f, — f débilmente en [a,b] si y sblo si

/mfn(t)dt%/zf(t)dt para toda z € [a, b].

Posteriormente prueba que esa definicidn es equivalente a

/ fa(t) g (8) dt = / f (B g () dt

para toda g € L?]a,b|.

En lenguaje actual demostré que el dual topolégico de LP es L? con
1 11 -1y que toda sucesién acotada en la norma en LP posee una
subsucesién débilmente convergente a alguna funcién de LP. Mas tarde
obtiene los mismos resultados para [P y [9. Con ello Riesz obtiene el
primer ejemplo de espacios reflexivos no isomorfos a su dual. A partir
de esas ideas Riesz da la solucién de los sistemas de infinitas ecuaciones
lineales y publica el libro Les systémes d’equations linéaires a un infinité
d’inconnues que ya mencionamos.

Finalmente, en 1918, Riesz crea su teoria de operadores compactos,
que es la versién lineal de gran parte de las nociones introducidas por
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Hilbert en su 4o. articulo sobre las ecuaciones integrales, y, si bien
la desarrolla en el espacio €[a,b], él mismo senala que los resultados
son ciertos en otros espacios funcionales pues todo estd en términos
de la norma cuyos axiomas introduce en el contexto de €Ja,b]. Riesz
sienta asi las bases de la que ahora se conoce como teoria espectral de
operadores.

En 1922 se publica el libro de P. Lévy (1922) Legons d’analyse fonc-
tionnelle, donde aparece por vez primera el nombre de andlisis fun-
cional.

3.2 Espacios normados.

La nocién de espacio métrico también proporcioné el marco en el cual se
desarrollé el dlgebra del infinito con que habian sonado los analistas de
principios de siglo; a saber, la teoria de espacios normados que permi-
ti6 comprender mejor gran parte de los problemas del andlisis funcional
lineal y atacarlos con mas generalidad y eficacia. Forjada por los es-
fuerzos conjuntos de varios analistas entre 1910 y 1935, principalmente
Riesz, Helly, Hahn y Banach, esta teoria combina las ideas del lgebra
lineal y la nocién de distancia, siguiendo el modelo proporcionado por
la descripcién geométrica del espacio de Hilbert, debida a Schmidt y
Fréchet.

En 1921, Helly da otro salto cualitativo al considerar subespacios
vectoriales del espacio vectorial CN con cierta norma y parece que es
el primero en notar la relacién entre la nocién de norma y la de con-
vexidad, que habia sido introducida por Minkowski en su Geometria
de los nimeros, demostrando la equivalencia entre el concepto de nor-
ma en espacios vectoriales reales de dimensién finita R* y la nocién de
cuerpo convezo simétrico (es decir conjunto convexo, cerrado, acotado,
simétrico y con el 0 en su interior).

Minkowski habia probado la existencia de hiperplanos soporte para
los puntos frontera de los cuerpos convexos simétricos en R" y, al tratar
de generalizar ese resultado al caso de subespacios vectoriales de CN,
Helly da el primer ejemplo de un espacio de Banach no reflexivo, a

o0
saber el espacio & de las sucesiones (z,,) en CN tales que la serie Y z
k=1
00
converge con respecto a la norma |jz]| =sup | zk

neN |k=n
particular del ahora conocido como teorema de Hahn-Banach.

, ¥ prueba un caso

A partir\ de los trabajos de Riesz y Helly es natural definir la nocién
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de norma para espacios vectoriales sobre R o C arbitrarios, esto es
hecho independientemente por H. Hahn en 1922 y S. Banach en 1923,
aunque restringido a espacios completos.

En su tesis Banach da las definiciones abstractas de espacio vectorial
y de norma y emprende el estudio de los operadores lineales continuos
entre espacios normados completos y de los limites de sucesiones de
tales operadores. '

Hahn trabaja tinicamente sobre las funcionales lineales desde el mis-
mo punto de vista y prueba el siguiente teorema: Si F' es un espacio
normado completo, y (f,) es una sucesién de funcionales lineales con-
tinuas en F tales que para toda = € F existe A; (que sélo depende de
) con |f, (z)] < Az, entonces la sucesién (|| fx||) estd acotada.

También en su tesis Banach prueba independientemente un teorema
més general que el de Hahn, donde las f,, son operadores entre espacios
normados completos (ambas demostraciones usaban el método llamado
del gliding hump).

Finalmente en 1927, Banach y Steinhaus, siguiendo una idea de
Saks, dan una demostracién del resultado anterior usando el teorema
de Baire. Esta es la demostracién que ahora se conoce del teorema de
Banach-Steinhaus.

En 1927 Hahn ataca el problema de Helly y demuestra un teorema
de extensién de funcionales en espacios normados completos, usando
por primera vez en el anélisis funcional la induccién transfinita. Intro-
duce formalmente el dual de un espacio y define los espacios reflexivos,
a los que llama regulares.

Dos afios més tarde, Banach publica el mismo teorema con la mis-
ma prueba (més tarde reconocié la prioridad de Hahn), pero él se da
cuenta de que el argumento también es vélido para seminormas, lo que
resultaria muy til para el desarrollo de la teoria de espacios localmente
CONVexos.

En 1932 Banach publica su libro Théorie des opérations linéaires, en
donde recopila todos los resultados sobre espacios normados conocidos
en esa época. Una buena parte la dedica al concepto de convergencia
débil y sus generalizaciones que hasta entonces sélo se habian tratado
en espacios particulares. Sus tres principales teoremas al respecto, en
versién moderna, son:

(1) Si X es un espacio de Banach separable, la bola unitaria de su
dual, X*, es débilmente compacta.

(2) Si F es un subespacio vectorial del dual X* de un espacio de
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Banach separable, F' es débilmente cerrado si y sélo si FF N B es
débilmente compacto para toda bola cerrada B en X*.

(3) Si X es un espacio de Banach separable, X es reflexivo si y sélo
si su bola unitaria es débilmente compacta.

Los tres teoremas fueron probados en esa forma para cualquier
espacio de Banach no necesariamente separable por Bourbaki en
1938 y poco después, en 1940, por Alaoglu.

Finalmente, Banach prueba en su libro el teorema:

(4) Si X y Y son espacios normados completos y T : X — Y es lineal
y continua, entonces T (X) es de la primera categoria de Baire o
T(X)=Y.

Este teorema tiene como consecuencia el teorema de la grafica cer-
rada.

A partir de 1935 la teoria de los espacios normados se vuelve parte
de la teoria mas general de los espacios localmente convexos.

3.3 Espacios localmente convexos y teoria de dis-
tribuciones.

Aunque la teoria de los espacios normados estuvo en primera linea en
el desarrollo de andlisis funcional después de 1906, pronto fue claro que
no era suficientemente general para varias aplicaciones, sobre todo en
la teoria de ecuaciones diferenciales, y que no agotaba todas las posibi-
lidades de los conceptos topoldgicos usados en esa disciplina. Varias de
las nociones que pertenecen a lo que ahora llamamos teoria de espacios
vectoriales topoldgicos, hicieron su aparicién de manera azarosa y no
fueron objeto de un tratamiento sistematico hasta 1950.

Los primeros de tales espacios se encuentran en la tesis de Fréchet
(1906), haciendo hincapié, no en sus propiedades algebraicas, sino en
la posibilidad de definir su topologia a través de una distancia y en el
hecho que los espacios métricos obtenidos son completos. Por ejemplo
el espacio vectorial RN de las sucesiones de reales r = (), donde la
nocién de convergencia es la de la convergencia simple, es decir, una

sucesién {x(m)}m>1 converge a z si para toda n la sucesién {x%m)}
Z m>1
converge a Iy, -

El hecho de que en sus ejemplos el producto por escalares y la
adicién son continuos sélo es enfatizado por Fréchet hasta 1926.
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Poco mas tarde, el método que usé Fréchet para definir la distancia
en sus ejemplos de 1906, es sistematizado por Mazur y Orlicz en lo que
llamaron espacios de tipo By, ahora conocidos como espacios de Fréchet,
con la topologia definida por una sucesién de seminormas {p,} tales que
si z # 0 existe n con p, (z) # 0 (una sucesién de seminormas que separa
puntos). En el ejemplo anterior de Fréchet la topologfa estd dada por las
seminormas p,, () = |z,|, n = 1,2,.... Otro ejemplo dado por Fréchet
es el espacio € (R) de las funciones infinitamente diferenciables en R con

la topologia generada por las seminormas p, (f) = sup |Dk f (r)| .
|z|<n.k<n

En los ejemplos de Fréchet la topologia no puede ser definida por una
sola norma.

Von Neumann, en 1929, ve que los espacios de Hilbert con la topo-
logia débil ni siquiera son metrizables.

Después de 1932 aparece la nocién de acotado, Banach habifa no-
tado que dos normas ||-||, y ||-||, en el mismo espacio vectorial con la
lzlly o Nzl

y
_ lelly ~ llelly, .
z # 0, definen la misma topologia. Entonces, si se define un conjun-

to acotado en un espacio normado como aquel contenido en alguna
bola, es una nocién independiente de la norma elegida. Sin embar-
go en espacios métricos dos distancias pueden dar origen a la misma
topologia, pero dar conjuntos acotados diferentes si se usa la definicién
anterior. Afortunadamente es posible dar una definicién de conjuntos
acotados en espacio vectoriales topoldgicos generales que sélo depende
de la topologia y que coincide con la previa para el caso de espacios
normados; a saber: A es acotado si para toda vecindad del 0 existe
A > Otal que AMA C V.

El primer resultado usando esa nocién es la caracterizacién de aque-
llos espacios vectoriales topolégicos Hausdorff cuya topologia es norma-
ble, dada por Kolmogorov en 1935, como los que tienen una vecindad
acotada.

estén acotadas para toda

propiedad de que sus razones

Todos los espacios vectoriales topoldgicos mencionados hasta ahora
son localmente convexos, sin embargo la definicién de ellos es dada
hasta 1935 por Von Neumann bajo el nombre de espacios convexos.

En 1933, Mazur da la versién geométrica del teorema de Hahn-
Banach, generalizando la teoria de Minkowski, al mostrar que si K es un
conjunto convexo abierto en un espacio normado, existe un hiperplano
soporte en cada punto de la frontera de K.

Krein y Milman en 1940 introducen el concepto de punto extremo
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para un convexo y prueban que los compactos convexos en esos espacios
siempre tienen suficientes puntos extremos.

En 1946 Mackey determina todas las topologias para las que F es el
dual de F, suponiendo que y E' y F son espacios vectoriales en dualidad,
tomando las intersecciones finitas de las polares de ciertas familias de
subconjuntos de F y muestra que todas esas topologias producen los
mismos conjuntos acotados en F.

Por otra parte, el teorema de Riesz sobre el dual del espacio € |a, b]
de las funciones continuas, mencionado en la seccién 3.1, marca un
hito en la teoria de integracién y de la medida, pues puede servir como
definicién de la nocién de medida y de hecho el grupo Bourbaki lo
hizo en los aftos 40. Ese punto de vista es reforzado por el estudio
de las formas lineales continuas sobre el espacio de Fréchet € (R) , sus
andlogos € (R")y maés tarde otros espacios de funciones infinitamente
diferenciables, comenzado por Sobolev hacia 1937. Las formas lineales
asi obtenidas se conocen ahora como distribuciones y generalizan la
nocién de medida.

Uno de los principales contribuyentes a la teoria de las distribuciones
fue L. Schwartz que prueba en 1945 que el concepto de distribucion in-
troducido por Sobolev, y descubierto independientemente por él, da una
generalizacién satisfactoria de la transformada de Fourier que engloba
a todas las que se habian dado hasta entonces. Ademds Schwartz, en
su ya clasico tratado Théorie des distributions, unifica todas las ideas
precedentes en una teorfa completa que enriquece con definiciones y
resultados nuevos, tales como los concernientes al producto tensorial y
a la convolucién de distribuciones.

Las distribuciones se han mostrado extremadamente utiles a partir
de 1950, sobre todo en la teoria de ecuaciones con derivadas parciales
lineales.
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