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1. Introducciéon

Hace mas de 400 anos Johannes Kepler publicé sus tres leyes sobre el
movimiento de los cuerpos celestes, las cuales dicen lo siguiente:

1. Todos los planetas se desplazan alrededor del Sol describiendo orbi-
tas elipticas. El Sol se encuentra en uno de los focos de la elipse.

2. El radio vector que une a un planeta y al Sol recorre dreas iguales
en tiempos iguales.

3. Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital es direc-
tamente proporcional al cubo de la longitud del semieje mayor de
su orbita eliptica.

En este trabajo nos vamos a concentrar en la tercera de estas leyes, la
cual fué publicada en 1619 [5]. En esta ley se relaciona el periodo de los
planetas (7") con su distancia al Sol (R), esta ley se puede representar
de forma sencilla en la forma 72/ R? igual a una constante. Lo simple de
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esta relacién no excluye su trascendencia en el desarrollo de la ciencia
moderna, muchos autores la han considerado como un parte-aguas en
la historia de la ciencia. Podemos considerar que esta tercera ley es un
hito histérico que sucedié hace cuatro centurias y que se ha quedado
olvidada en las pagina de los libros de Fisica donde los estudiantes de
bachillerato deben aprenderla, sin embargo hay mucho mas cosas que
podemos descubrir en esta ley. Como iremos viendo en este trabajo,
este enunciado de Kepler sigue siendo muy actual y nos ha permitido
abrir nuevas visiones en el campo de la Astronomia moderna como es
el caso de la busqueda de los exoplanetas. Este trabajo pretende dar
una vision de como estas ideas desarrolladas por Kepler han impactado
en distintas areas de la Mecanica Celeste y de la Fisica actual. En
particular es interesante mostrar como al relacionar el mundo de las
frecuencias con el espacio geométrico la tercera ley permite entender la
Ley de Titius Bode como un primer ejemplo de un fenémeno cuantico
en la naturaleza respecto a la colocacién de los planetas en el sistema
solar. Esta misma cuantizacién nos lleva a la conexion de la geometria
mas clasica donde los poliedros platénicos encajan en la colocacién de
los planetas, formando asi lo que Kepler llamé la Armonia del Mundo
y que abrié una ventana para escuchar la musica de Dios.

A lo largo de este trabajo vamos a ver como han ido evolucionando
estas ideas iniciadas por Kepler y como contintian siendo parte de los
nuevos descubrimientos de la Astronomia actual y que dia a dia somos
participes de ella.

2. La herencia de Copérnico y el nuevo mundo
astronémico

Los siglos XVI y XVII fueron extraordinarios en la evolucién del pen-
samiento cientifico, personajes como Galileo, Copérnico y Kepler trans-
formaron el pensamiento clasico que los griegos y arabes habian desa-
rrollado en los siglos anteriores en el calculo de efemérides. La idea
geocéntrica habia tenido un éxito en el desarrollo de los célculos de
las efemérides astronémicas basados en los modelos de Ptolomeo donde
daba una descripcion del movimiento de los cuerpos celestes basada
en circulos, epiciclos y deferentes. Tanto los griegos como los arabes
habian creado verdaderas maquinas de calculo como es el caso de los
astrolabios o la Anticitera que es una computadora analégica formada
por engranes que los griegos usaban para el calculo de la posicién de
los planetas hacia el ano 200 de nuestra era [IJ.
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Figura 1. Reconstruccién moderna de 2007 del mecanismo de la Anticitera
por Mogi Vicentini.

Esta visiéon del movimiento planetario habia permitido calcular con
mucha precisién efemérides que habian sido muy utilizadas en al as-
trologia para la elaboracién de los hordscopos pero también sirvieron
para la creacion de la cartografia moderna y la navegacion en los mares
que limitaban a la Europa de aquellas épocas. Sin embargo los viajes
de Vasco da Gamma y Colon abrieron una nueva perspectiva sobre la
necesidad de céalculos mas precisos en la determinacion de las latitudes
y sobre todo de las longitudes en la navegacion oceanica.

Kepler publica en 1596 un pequeno libro titulado El secreto del Uni-
verso donde tiene un acercamiento a la teoria heliocéntrica de Coperni-
co. En este libro habla de los poliedros regulares y de las propiedades de
estos objetos geométricos respecto a la colocacién de los planetas: La
idea que propuso Kepler fue inscribir los poliedros regulares en esferas
donde a su vez el poliedro inscribe a una esfera, La Tierra es un circulo
que es la medida de todo. Circunscribe un dodecaedro. El circulo que
circunscriba serd Marte. Circunscribe a Marte un tetraedro, el circulo
que comprenda a éste serd Jupiter. Circunscribe a Jupiter un cubo, El
Ctrculo que comprenda a este serd Saturno. Ahora inscribe en la Tierra
un tcosaedro. El circulo inscrito en éste serd Venus. Inscribe en Venus
un octaedro. El circulo inscrito en el sera Mercurio. Tienes la razon
del nimero de los planetas. Asi describe Kepler este juego geométrico
de los poliedros y esferas inscritas donde los radios de las esferas tienen
las mismas proporciones que la distancia de los planetas al Sol [3]. Para
mostrar este hallazgo, él mismo construye un artificio de semiesferas y
poliedros donde se observa como los poliedros se van acomodando en
las esfera tal como lo vemos en la figura [2 y también en la figura
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Mercurio

Figura 3. Orden de los poliedros platénicos y las esferas en el Cosmdégrafo de Kepler.

Es claro que este juego geométrico refleja en primer lugar la teoria
heliocéntrica de Copérnico en el ordenamiento de los planetas, al asignar
el radio de la esfera que representa a la Tierra como 1 entonces la
sucesion de radios de las esferas inscritas siguen la misma proporcién
de lo que mas adelante se conocera como la Ley de Titius-Bode.

Seguramente al lector se ha hecho la pregunta sobre que tan exacto
es este descubrimiento de Kepler. Para darnos una idea de la precisién
de estas relaciones comencemos describiendo algunas propiedades de
los sélidos platénicos. Dado que todos los sélidos platénicos tienen la
misma longitud en todos sus aristas, fijemos la longitud de la arista
como la unidad. Designemos el radio de la esfera inscrita al poliedro
como r y la esfera que circuscribe al poliedro como R, entonces tenemos
las siguientes relaciones [9]:

Sélido
Cubo 5 5
Dodecaedro | /250 + 110v/5/20 | (v/15 + v/3) /4
Icosaedro (3\/§ + \/ﬁ) /12 \/10 + 2\/5/4

Octaedro V6/6 V2/2
Tetraedro \/6/12 \/6/4

<

5 =
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Ahora mostremos la razon de las o6rbitas de los planetas consecutivos
y comparemos el radio de la esferas que forman el cosmégrafo de Kepler,
es decir, tomemos la razon de los radios de las esferas inscritas r, y de
la esfera que circuscribe R,, al poliedro que esta en la posicion n en el
cosmografo, en donde el subindice n representa el orden de los poliedros
tal como especificé Kepler (véase la figura |3)):

Planetas Razén de los radios | rn/Ry,

de los planetas
Mercurio y Venus 0.5773 0.5277
Venus y Tierra 0.72 0.794
Tierra y Marte 0.6578 0.794
Marte y Jupiter 0.2923 0.333
Jupiter y Saturno 0.5451 0.577

Como podemos observar la concordancia de los datos es relativamente
pobre para un matematico o fisico del siglo XXI, pero hace cuatrocien-
tos anos esta comparacion de los sélidos platonicos con la posicion de
los planetas resulté muy significante, en particular a Kepler le llevé a
pensar que esto era la clave que conectaba el mundo exacto de la geo-
metria con el espacio de los planetas, lo cual convergia en la armonia
de los mundos.

3. Tycho Brahe y las tablas Rudolfinas

En 1599 Johanes Kepler es invitado por Tycho Brahe para trabajar
junto con él en Praga. La razon principal de la visita de Kepler a Praga
fue el tener acceso a las tablas Rudolfinas que era el mejor compendio
de datos astronémicos que se habia hecho hasta ese momento. Debe-
mos aclarar que Tycho Brahe seguia las ideas geocéntricas de Ptolomeo
para el calculo de efemérides. De hecho, Brahe habia incluido modifi-
caciones muy importantes sobre la colocacion de los circulos deferentes
que corresponden a los planetas. En su modelo cosmologico, donde la
tierra es el centro del sistema, alrededor de la Tierra orbitan la Luna y
el Sol, los planetas orbitan en este modelo alrededor del Sol tal como
lo vemos en la figura [4]

Es de resaltar como este modelo tiene una gran similitud al que
propuso Hill a finales del siglo XIX para entender el movimiento lunar
[13]. Podemos indicar que el modelo de Brahe al compararlo con el
modelo de Hill, tiene coincidencia en los periodos de los planetas pero
no en las distancias puesto que la tercera ley de Kepler aiin no habia
sido enunciada. Las tablas Rudolfinas fue la mayor contribucién de
Brahe a la Astronomia, contiene la posicién de mas de mil estrellas
y los elementos para el cédlculo de efemérides de los planetas. Estas
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Figura 4. Modelo cosmolégico de Tycho Brahe.

tablas fueron la mejor referencia para la astronomia posicional en el
siglo XVIII por la precisién que se lograba tener en el cdlculo de sus
efemérides. Kepler trabajé junto con Brahe en la elaboracion de estas
tablas y a la muerte de Brahe en 1602 Kepler quedé como heredero
de toda esta informacién [6]. Debemos aclarar que, segiin Koestler [7],
fué el yerno de Brahe quien hered6 para su publicacion estas tablas y
Kepler tuvo que compartir la autoria de esta publicacion con él.

Uno de los trabajos que ocupd gran parte del tiempo de Kepler en su
estancia en Praga fue el estudio del movimiento de Marte por sugerencia
de Tycho Brahe. Ain con el modelo cosmoldgico de Tycho Brahe, las
mediciones de la posiciéon de Marte mantenian un error de 8 minutos
de arco que no era posible explicar con dicho modelo. El movimiento de
los planetas estaba referido al sol medio y aunque la excentricidad de
las orbitas eran modeladas con los epiciclos, no se lograba reproducir
con la exactitud necesaria las posiciones que Marte seguia en su érbita
alrededor del Sol. Kepler incorporé la idea de medir la posicién de
Marte en funcién del periodo de este planeta alrededor del Sol. Como
consecuencia de esto, pudo concluir la excentricidad del movimiento de
la Tierra alrededor del Sol. Otro aspecto que incorpord Kepler fue el
colocar al sol verdadero como fuente de la fuerza de atraccién de los
planetas y no al sol medio, de esta manera el Sol queda situado en uno
de los focos de la elipse. Varios hechos permitieron a Kepler concluir
que las orbitas de los planetas tenian que ser elipses:

e La velocidad de los planetas en su érbita no es homogénea.

e La separacion de la trayectoria del planeta del circulo que inscribe
la 6rbita mantiene una razén constante a lo largo de la orbita.

e Kepler introduce un angulo que ahora conocemos como anomalia
excéntrica que permite conectar el movimiento medio con la velo-
cidad angular del planeta.
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A partir de aplicar estas nuevas ideas él pudo analizar el drea que
cada planeta barre en su trayecto alrededor del Sol y asi proponer su se-
gunda ley donde los planetas barren areas iguales en tiempo iguales. De
esta manera Kepler establece los elementos necesarios que mas adelante
Newton utilizard para crear su teoria gravitatoria y el establecimiento
de la Mecanica Moderna: Los elementos cineméaticos del movimiento de
los planetas en elipses y la descripcion de la dindmica al colocar el cen-
tro de fuerza en el foco de la elipse fueron fundamentales para Newton
en la creacion de la Mecéanica Celeste que se gestaba en esos momentos

).

4. Nace la tercera ley

En el libro titulado La Armonia del Mundo, Kepler ya nos da cuenta de
la tercera ley la cual dice que la razoén del cuadrado del periodo de un
planeta y el cubo del semieje mayor del planeta es constante. En una
segunda serie de publicaciones llamadas Epitome astronomiae coperni-
canae, las cuales aparecieron entre 1618 y 1620, Kepler discute otra vez
la formulacién de esta ley y ademas da una idea de como pudo concluir
esta relacién. Algo que es evidente en esta tercera ley es el conocimiento
que se tenia ya en el siglo XVII sobre las distancias de los planetas al
Sol, inclusive tenian una buena estimacién del perihelio y el afelio de
cada uno de los planetas conocidos hasta el momento. Es interesante
ver como Kepler tenia un gran interés sobre las relaciones armonicas
de los planetas, para ello calcula la velocidad angular diurna de cada
planeta en su punto de perihelio y de afelio para asi determinar la razon
entre estas dos cantidades. De esta forma Kepler pudo concluir una se-
rie de relaciones armonicas musicales lo cual le permitio asignar a cada
planeta una melodia musical. Este descubrimiento debi6 causar en Ke-
pler una gran emocion pues conectaba la geometria, la astronomia y la
musica en un solo discurso del cual lo enlazaba con una armonia divina
y un lenguaje cercano a Dios: Las distancia de los planetas coincidian
con los radios de las esferas que circunscriben los poliedros regulares,
ademas la segunda ley nos indica que los planetas se mueven en érbitas
elipticas y que su velocidad orbital no es constante, de ahi que Kepler
haya considerado las razones de sus velocidades en los apside de las
elipses donde las razones de estas velocidades angulares dan pie a las
armonias musicales de cada planeta.

En la tercera ley de Kepler descubrimos un punto de coincidencia de
todos los conocimientos astronémicos relacionados con el movimiento
de los planetas, pero particularmente vemos una relacién virtuosa entre
el espacio geométrico y el mundo de las frecuencias, esto casi doscientos
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anos antes de que Joseph Fourier haya introducido en las matematicas
las series y transformadas que llevan su nombre.

Las tres leyes de Kepler son un compendio de toda la informacién
obtenida durante su estancia en los observatorios de Tyco Brahe, en
particular sobre el andlisis cuidadoso de los datos que contenia las ta-
blas Rudolfinas que eran el gran tesoro de Brahe y que le heredd a
Kepler. Estas tres leyes pueden deducirse a partir de las leyes de la
Mecanica cuando estudiamos la interacciéon de dos masas puntuales
donde solo actia la fuerza debida a la atraccién de las masas. Newton
pudo mostrar como las leyes de la Mecanica eran consistentes con los
fenémenos astronémicos conocidos hasta ese momento, marcando asi
el nacimiento de la ciencia moderna predictiva. Sin embargo la formu-
lacién de la Mecanica no podria haberse dado sin el arduo trabajo de
Kepler reflejado en sus tres leyes. Por esta razéon Newton afirmaba que
la creacién de la Mecanica se dio gracias a que «estamos parados en
hombros de Gigantes».

5. La ley de Titius Bode

Los hallazgos de Kepler pueden reconstruirse a partir de la Mecéni-
ca Analitica considerando solamente fuerzas gravitacionales, donde la
atraccion de los cuerpos es proporcional al producto de sus masas e in-
versamente proporcional al cuadrado de sus distancias. Esto nos asegura
tener Orbitas cerradas y por lo tanto periddicas cuando solo considera-
mos interacciones binarias. Sin embargo, algunos de los descubrimien-
tos de Kepler no son tan evidentes como para que los podamos obtener
simplemente de aplicar la Mecénica. Como comentamos en las secciones
anteriores, Kepler encontré que la sucesién de esferas que inscriben y
a su vez circunscriben a los poliedros regulares colocados en el siguien-
te orden descrito en la figura |3| dan como resultado que los radios de

] octaedro— icosaedro— dodecaedro— tetraedro— cubo \

las esferas coinciden con los radios de los planetas al asignar el radio
de la Tierra como la unidad. ;Es esto una coincidencia o refleja una
relacion muy profunda de la Mecénica con la Geometria? Para Kepler
esta correspondencia tenia un significado muy profundo y que lo rela-
cionaba con la armonia de los planetas, donde dichas armonias podian
representarse en melodias celestiales, es decir, era una forma cientifica
de acercarse a Dios.

En el desarrollo de la Mecénica no hubo mayor interés a este hecho
geométrico, pero en 1715 David Gregory plantea en su libro The Ele-
ments of Astronomy, que si suponemos que la distancia de la Tierra al
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Sol la dividimos en diez partes iguales entonces Mercurio estaria en la
cuarta posiciéon, Venus en la séptima, Marte en la decimosexta, Jupiter
en la posicion 52 y a Saturno le corresponderia la posicién 95. Esta se-
cuencia de colocacién de los planetas fue planteada como una sucesién
por Johann Daniel Titius y Johann Elert Bode, la cual se conoce como
la ley de Titius—Bode y dice lo siguiente:

La relacion de los semi ejes mayores a de cada planeta a partir del
Sol y considerando que el semi eje mayor de la Tierra es 10, entonces:

a, =4+x donde z=0,3,6,12,24,48, ...

donde, exceptuando el primer paso, cada valor es el doble del valor
previo, donde la variable a, representa la distancia de cada planeta al
Sol. Dividiendo entre 10 para que las distancias queden en unidades
astronomicas, tenemos entonces la siguiente ley;

a, =2" x03+04 donde n=—-00,0,1,2,3,4,5,...

Esta ley predice la posicion de los planetas pero en particular, para el
caso n = 3, esta ley predeciria la posicién de un planeta que no se habia
observado. Sin embargo en 1801 Guiseppe Piazzi descubrié un pequeno
objeto que lo llamo Ceres cuya distancia al Sol es de 2.8 unidades
astronémicas y que forma parte de lo que ahora conocemos como el
cinturéon de asteroides. La comparacién de las distancias actuales de los
planetas comparadas con las distancias que predice la ley de Titius—
Bode son las siguientes:

Planeta n  Distancia Ley
actual  Titius-Bode

Mercurio  —o0 0.387 0.4
Venus 0 0.723 0.7
Tierra 1 1.0 1.0
Marte 2 1.52 1.6
Asteroides 3 2.8 2.8
Jupiter 4 5.20 5.2
Saturno 5 9.55 10.0
Urano 6 19.2 19.6
Neptuno 7 30.1 38.8

Es claro que esta ley comienza a tener complicaciones cuando n = 7,
es decir cuando la tratamos de aplicar a Neptuno, para el caso de Plutén
el error es aiin mayor. Se puede examinar con mas cuidado la sucesion
de las distancias de los planetas y verificar que la razén geométrica que
las conecta no es constante. Si tomamos a R, como la distancia del
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planeta en la posicién n (siendo n = 1 Mercurio) entonces la sucesién,

R, — Ry
Rnfl - Rl

nos da los siguientes valores para r,: 1.82, 1.84, 1.86, 1.88,1.90,2.058
paran = 3,4,5,6,7,8. Podemos concluir que en general, la sucesién de
distancias de los planetas sigue una ley de crecimiento geométrico [12].

En 1772, Johann Elert Bode incluyé esta ley en su compendio as-
tronémico titulado Anleitung zur Kenntniss des gestirnten Himmels
(Manual para conocer el cielo estrellado). Tanto Titius como Bode tu-
vieron la esperanza de encontrar nuevos planetas siguiendo la progresion
geométrica que establecia la ley que lleva su nombre, hay que recordar
que en su tiempo no se conocian los planetas més alla de Saturno ni
alguno de los asteroides como es el caso de Ceres. En 1781, William
Herschel descubrié el planeta Urano, aunque inicialmente creyé que
habia observado un cometa pero fue Bode quien consideré que este
objeto celeste correspondia méas a un planeta y no a un cometa. Al
determinar su posicién se pudo verificar que la ley de Titius-Bode pre-
decia con bastante aproximacion el radio de su orbita. A pesar de la
coincidencia de la posicion de Urano respecto a lo que predice la ley,
esta fue quedando en desuso y en cierta forma en el olvido.

Tn =

6. Neptuno, el planeta predicho antes que visto

El descubrimiento de Neptuno ha sido uno de los eventos cientificos mas
importantes del siglo XIX pues se pudo predecir su existencia antes de
ser observado por un telescopio. Los dos héroes de esta hazana cientifi-
ca fueron Jean Joseph Le Verrier (1811-1877) y John Cauch Adams
(1819-1892). La historia de su descubrimiento comienza con los prime-
ros calculos de las efemérides de Urano, ya en 1825 se encontrd una
discrepancia entre la teoria desarrollada por Laplace y los datos obser-
vacionales que eran del orden de 65 segundos hasta dos minutos de arco.
Mucho se discutié sobre estas discrepancia y hubo hasta quien propu-
so que las leyes de la Mecanica de Newton ya no se aplicaban a esas
distancias. Sir John Herschel y otros comenzaron a especular sobre la
existencia de un planeta mas alejado de Urano que fuera el causante de
las perturbaciones de se movimiento. El primero que intent6 dilucidar
la existencia de este planeta fue el inglés J. C. Adams, en 1841 comenzd
a trabajar en el hipotético planeta al cual le asigno una distancia inicial
que correspondiera a la siguiente posicion después de Urano siguiendo
la ley de Titius-Bode y cuya orbita deberia compartir la ecliptica de los
planetas conocidos, asi que le asigné una distancia de unas 38 unidades
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astronomicas. Analizando las perturbaciones producidas por este nue-
vo planeta y cambiando sucesivamente sus parametros orbitales para
obtener una mejor aproximacion del comportamiento de Urano, Adams
pudo determinar en 1845 la posiciéon de Neptuno y este resultado se lo
comunicé al director del Observatorio de Greenwich que era George B.
Airy. Al observar que estos calculos se habian iniciado con la ayuda de
la Ley de Titius-Bode, Airy considero que no era prudente usar esta ley
y le recomendé rehacer todos sus cédlculos sin basarse en ella. Adams
abandoné entonces este proyecto. Simultaneamente el francés J. J. Le
Verrier habia iniciado la busqueda de este hipotético planeta y siguio
el mismo camino que Adams. El era un astronomo mas consolidado y
fue mas astuto en la manera de presentar sus resultados. En noviembre
de 1845, Le Verrier mostrd sus resultado en la Academia de Ciencias
de Paris donde describia la masa y los elementos orbitales del nuevo
planeta. Con el apoyo del observatorio de Berlin, se pudo verificar la
existencia de Neptuno en septiembre de 1845. Esté descubrimiento tu-
vo una repercusion en todo Europa y fue celebrado por los franceses
de manera muy entusiasta pues habian superado a los britanicos en la
busqueda del planeta desconocido. Airy habia tratado de corregir su
error y retomaron los trabajos de Adams para buscar en el observa-
torio de Greenwich la posicion de Neptuno. Aunque Adams determiné
la masa y los elementos orbitales de Neptuno antes que Le Verrier, la
gloria del descubrimiento de Neptuno fue acaparada por los franceses
al declarar a Le Verrier el descubridor del nuevo planeta.

No cabe duda que la ley de Titius-Bode jugé un papel fundamen-
tal en la determinacion inicial de la posiciéon de Neptuno y a su vez
la tercera ley de Kepler se utiliz6 de manera intensiva en el estudio
de las perturbaciones de Urano. Las inconsistencias en el cédlculo de
las efemérides de Urano estaban acompanadas de frecuencias que no
se podian explicar por las perturbaciones de los planetas interiores a
Urano. Al considerar que estas frecuencias tenian que ser producidas
por un objeto celeste, entonces se podia inferir la posicion de este objeto
por el periodo de la érbita, el cual debia de ser responsable de estas fre-
cuencias que se registraban al observar Urano. Es entonces importante
observar como esta primera vision que tuvo Kepler al encontrar una
relacién que hacia corresponder periodos a posiciones, abrié los ojos de
los mecanicos-celestes para considerar como una parte fundamental el
estudio de las frecuencias en la nueva teoria perturbativa iniciada por
Laplace, Lagrance, Euler y otros, la cual tuvo como consecuencia, en
el descubrimiento de Neptuno, el mayor éxito cientifico a mediados del
siglo XIX.
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7. Las lunas también prefieren a Titius-Bode

En la medida que los astronomos comenzaron a explorar los sistemas
satelitales de los planetas mayores encontraron también un comporta-
miento ordenado de sus satélites, esto se puede observar tanto en Jupi-
ter, Saturno, Urano y Neptuno. Al igual que los planetas, los satélites
de los grandes cuerpos de nuestro sistema solar siguen una ley similar
a la de Titius-Bode pero con coeficientes distintos. En el articulo publi-
cado por Neuh&duser y Feitzinger [11], nos presentan distintas férmulas
que siguen el mismo formato de la ley de Titius-Bode para los planetas
mayores, asi tenemos por ejemplo que la ley que ajusta a los satélites
de Jupiter es

7 = 0.3+ 0.28 x 2

para Saturno tenemos
rn = 0.25 + 0.465 x 2",
y para Urano la ley sigue esta progresion
rn = 0.23+0.7 x 2™

Estas formulas tienen un grado de precisién que es del 6.4 % para las
lunas jovianas, 9.3 % en el sistema satelital de Saturno y un 6.4 % en el
caso de Urano.

Se han intentado otros tipos de progresiones geométricas que ajus-
ten mejor a los distintos sistemas satelitales o bien a los planetas en
el sistema solar, sin embargo sigue siendo sorprendente que tanto los
planetas como sus lunas sigan una colocacién que cumpla una regla de
progresion geométrica. ;Porqué los cuerpos celestes de nuestro sistema
solar siguen estas reglas de colocacién? ;Es posible dilucidar una expli-
cacion de este comportamiento considerando tnicamente argumentos
puramente mecanicos?

8. De los muchos intentos de demostracion de la ley
de Titius-Bode

Al cabo del tiempo se han intentado dar distintas demostraciones de
esta ley, la gran mayoria invocan a la situacion inicial del sistema so-
lar donde los discos de materia, que finalmente formaron los planetas,
podrian haberse ordenado bajo la ley de Titius-Bode. De este grupo de
demostraciones es necesario acudir a la mecanica de fluidos, la mecanica
de los cuerpos elasticos, o el uso de la termodinamica para entender lo
que sucedié en un principio en la creacion de los planetas en el sistema
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solar, por lo tanto hay mucho de especulativo de como se plantean las
hipotesis de algo que sucedié hace muchos millones de anos.

Con las herramientas actuales de cémputo, se han hecho experimen-
tos de colocar inicialmente un conjunto de masas puntuales atraidas
principalmente por una masa mayor, como es el caso del Sol y de esta
forma dejarlas evolucionar por mucho tiempo. En este tipo de experi-
mentos numéricos, Conway [2] muestra como eventualmente las masas
distribuidas aleatoriamente terminan ordenandose bajo una distribu-
cién que sigue una progresion del tipo de Titius-Bode. Esto nos hace
pensar que debe haber una razén puramente mecanica que explique
esta ley y que no tenemos que recurrir a argumentos complejos sobre la
formacion inicial del sistema solar. Nuestra pregunta es entonces: ;La
Mecanica Celeste puede explicarnos un comportamiento de crecimiento
geométrico en el sistema solar y de los satélites de los planetas? O dicho
en otra forma, ;Existen los fenémenos de cuantizacion en la Mecanica
Clasica?

Una demostracion con argumentos puramente gravitacionales fue da-
da por J. Llibre y C. Pinol en 1987 [§], en este trabajo se muestra un
sistema puramente gravitacional representado por cuatro cuerpos que
son: el centro de la galaxia, el Sol, un planeta primario y un pequeno
planeta de masa insignificante. La idea es presentar un dinamica de
cuatro cuerpos reducida, donde el planeta de masa insignificante no
altera el movimiento de los otros tres cuerpos pero su movimiento si
es modificado por la accion de los otros tres cuerpos mayores. Euler
introdujo el concepto de problema reducido de tres cuerpos, donde dos
de los cuerpos siguen orbitas keplerianas y el tercer cuerpo de masa
insignificante es atraido por las masas primarias [10]. En este articulo
se sigue una idea similar pero trabajando con tres masas primarias y
una reducida (o de masa insignificante).

En [§] los autores consideran que el Sol y los planetas estan coloca-
dos en un solo plano que es la ecliptica del sistema solar, el centro de
la galaxia se mueve en un plano que hace una inclinacién de 60° con
respecto a la ecliptica del sistema solar. Se asume que el planeta pri-
mario se mueve en una érbita circular alrededor del Sol y que también
el centro de la galaxia se desplaza en una orbita circular alrededor del
baricentro del sistema formado por el Sol y los dos planetas, tal como
se ve en la figura[j

La idea bésica de [8] es mostrar que el cuerpo reducido puede mo-
verse en una oOrbita periddica. Esta oérbita viene de continuar de forma
analitica una érbita kepleriana circular obtenida por la interaccion del
Sol y el planeta reducido cuando eliminamos la interaccion de la galaxia
y del planeta primario. La continuacién corresponde a introducir la ac-
cién de la galaxia y del planeta primario de manera analitica al tomar
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Ecliptica del sistema solar

Centro de la
galaxia

—2y
Sesd

Figura 5. Descripcién del sistema reducido de cuatro cuerpos.

como parametros pequenos la interaccion de la galaxia y del planeta
primario. Aqui se hace la suposicién de que las érbitas de la galaxia
y del planeta primario son circulares. Lo que se pretende mostrar es
que la orbita periddica estable mas cercana que puede tener el planeta
reducido, respecto al planeta primario, tiene un razén de 1/3 respecto
a sus periodos y por lo tanto sus radios, por la tercera ley de Kepler,
estan relacionados por un factor de 2 aproximadamente, que es lo que
predice la ley de Titius-Bode.

Al considerar al baricentro como el origen de nuestro sistema coor-
denado, los radio vectores a los cuatro cuerpos son r; siendo i = g, s, p
el del centro de la galaxia, el del Sol y el del planeta primario respecti-
vamente, r representa la posicion del planeta reducido. En este trabajo
la masa del Sol es my; = 1 — 1, del planeta primario es m, = 1 y de la
galaxia es m,. Haciendo la constante de gravitaciéon igual a 1 se tiene
la siguiente ecuacion de movimiento del planeta reducido:

. T —Tg r="p re —T Ty
r=—(1- - +m -
1= (S )

donde la dindmica de los objetos primarios (sol, planeta y galaxia) estén
preestablecidos como oOrbitas circulares.

Tal como lo indican los autores de [§], este modelo es muy cercano al
modelo de Hill que propuso para describir el movimiento de la Luna al
final del siglo XIX [I4]. Siguiendo ideas similares al problema restringi-
do de tres cuerpos, se cambia el sistema coordenado (sidéreo) a uno que
gira con la misma velocidad que los primarios (Sol y Planeta) cuando
siguen un movimiento circular y al cual lo llamaremos el sistema sinodi-
co. De esta forma queda el Sol y el planeta primario como puntos fijos
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en este sistema giratorio. Las ecuaciones de movimiento toman la forma
habitual del sistema coordenado sinédico, quedando asi las ecuaciones

de movimiento de la forma
B2 = o= (1- )5 — e

—n (x — 3(z cos(W) - ysen(W)) cos(W)),

i+ 2% = y(l—lgg“—%> (1)
—n (y — 3(z cos(W) — zsen(W)) sen(W)),
P= —z (1;2“ + %) —n2z

donde ny y p son parametros pequenos (giro medio de la galaxia y la
masa reducida del planeta), el angulo W = (1 — ngy)t es el movimiento
medio de la galaxia alrededor del baricentro. Al hacer n, = p = 0
tenemos un problema de dos cuerpos (Sol y el planeta reducido) al cual
podemos asignar una érbita circular en la ecliptica, la cual produce una
familia de soluciones circulares de radio a y movimiento medio n donde
por tercera ley de Kepler, n?a® = 1. Cuando los pardmetros pequeiios
ng y p dejan de ser nulos, los autores de [§] proponen que estas érbitas
se pueden extender por continuacién analitica (tal como Poincaré lo
hizo para el problema restringido de tres cuerpos hace mas de cien
afios [I4]). En el sistema de ecuaciones (I]), cuando z = 0, el plano
correspondiente es invariante. Podemos observar que este sistema es
perturbado por funciones periddicas que dependen de W cuyo periodo

es ;7—, entonces las drbitas periddicas de este sistema deben tener
g
perfodo %~ siendo p un entero. Entonces proponen que las drbitas
g9

periédicas que se pueden continuar de ny = 1 = 0 tendran periodo £*

q
con p y q enteros (la 6rbita debe de dar g vueltas para completar el
periodo pr). Estas drbitas periddicas en el sistema sinédico tendréan un
movimiento medio dado por [n— 1| = %”, de aqui los autores proponen
la siguiente proposicion.

21 _ prm
, , In—1] q
para ng = p = 0 que den q vueltas, serdn candidatas a ser continuadas
como orbitas periodicas de periodo {¥— en el sistema para el caso

—Tg

Proposicion 8.1. Para las orbitas circulares de periodo

ng # 0y p # 0 si satisfacen que 0 < 1%% < 1 con p y q enteros
Positivos.

Para estimar la estabilidad de esta familia de érbitas periddicas, en el
caso no perturbado (n, = = 0), se calcula la matriz de monodromia y
de ahi se obtienen sus valores propios, los cuales son 1, 1, e!™! e~ "t as{

estas orbitas periddicas seran linealmente estables si los valores propios
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no triviales estan en el circulo unitario. En el caso no perturbado, los
valores propios no triviales seran 1y —1 si p es impar y seran 1 y 1 si
P es par.

A continuacién los autores pasan el sistema de ecuaciones , cal-
culado sobre el plano invariante z = 0, a coordenadas de Poincaré
(A, n, A, p) [14], del cual obtienen el siguiente sistema de ecuaciones
(hasta una aproximacién del orden p y n?),

A= AP —1+0(u,n?),
7_7 = (+0(u, n?;)a (2)
A= O(u,n),
p= —n+0(uny).
Este sistema tiene soluciones periddicas para n, = pu = 0, las cuales
son,
((t) = Cocos(t) — no sen(t),
n(t) = Cocos(t) + mosen(t),
A(t) = (A§ — 1)t + Ao,

El siguiente paso es aplicar el método de continuacién, aqui se busca
encontrar condiciones iniciales para el sistema de ecuaciones ([2)) tal que
la solucién, al avanzar un tiempo 7' = % sea periddica, es decir, que
se cumplan las siguientes condiciones:

CT_CO = 07
Nr — T = 07
/\T_/\O: 27Tq,
AT—AQ = 0.

Para aplicar el método de continuacion se debe asegurar que el teorema
de la funcién implicita en todo momento se puede aplicar, es decir, que
el jacobiano de la transformacién no sea singular. Como consecuencia
de lo anterior se prueba el siguiente teorema:

Teorema 8.1. Sean p y q dos enteros tal que 0 < ’%% <1,q>0,

p > 0, y p tmpar. Para valores muy pequenos de 1 y ng, si la solucion

de la ecuacion con condiciones iniciales o, Ny, Ao Yy Mo para t =0
pm

satisface A — Ao = 0 con T = ¥~ entonces esta solucién depende
g

analiticamente de p y ng, la cual es periddica con periodo T' y se reduce
a una solucion circular de dos cuerpos cuando p = ngy = 0 cuyo periodo
es Ty = % donde gira q veces en el sistema rotante y su movimiento
medio es nyg = p;#.

La continuacién de la orbita se realiza de forma numérica conside-
rando valores pequenos de los parametros del orden la continuacién de
p=10""y |n,| = 10~*. Para los valores de p = 3y ¢ = 1 se encuentran
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soluciones periédicas estables con periodo % y estos valores de p y ¢
son los més pequenos posibles. Esto quiere decir que la érbita periddica
del planeta reducido tiene un movimiento medio cercano a 1/3 respecto
al movimiento medio del planeta primario, el cual es 1. Aplicando la
tercera ley de Kepler, la distancia del planeta reducido al Sol debe de
ser cercano a 3%? ~ 2.08, donde debemos recordar que la distancia del
planeta primario al Sol es 1. De aqui se concluye que las distancias al
Sol van creciendo en una proporciéon de 2 tal como lo indica la ley de
Titius-Bode.

Como podemos ver en este trabajo, todos los argumentos son del tipo
gravitacionales, no se asume ningun otro tipo de fuerza que pueda estar
actuando en el sistema. En su momento, se criticé el hecho de incluir
en el modelo un punto muy masivo como es el centro de la galaxia. En
los ultimos anos los astrénomos han apuntado que en todas las galaxias
debe de existir un agujero negro, lo cual daria pie a que ese punto muy
masivo en el centro de la galaxia sea precisamente el agujero negro.

9. Mas alla del sistema solar

En las ultimas dos décadas los astréonomos han fijado su atencién en el
estudio de los exoplanetas, los instrumentos astronémicos han permi-
tido estudiar con mucho mas detalle las estrellas cercanas. La luz que
emiten las estrellas tienen variaciones periddicas, las cuales son anali-
zadas para determinar con la mayor precision posible los periodos de
estas. El hecho que las estrellas tengan estas variaciones periddicas en
su emision tiene que ver con el paso de los planetas que giran alrededor
de estas estrellas, al pasar estos planetas frente a la estrella reduce muy
tenuemente la intensidad de la luz emitida por la estrella. Las series
de tiempo de las observaciones de dichas estrellas son procesados con
algoritmos potentes que determinan con mucha exactitud la frecuencia
de estas reducciones de la luz que recibimos de la estrella. La tercera
ley de Kepler juega entonces un papel muy importante pues permite
calcular la distancia de estos planetas a la estrella que los atrae. De es-
ta forma se han descubierto una gran cantidad de sistemas planetarios
extra-solares.

Con toda la informacién que se ha ido recolectando sobre los planetas,
varios investigadores han retomado la ley de Titius-Bode para verificar
si mas alla del sistema solar es aplicable esta ley. El telescopio espacial
Kepler, lanzado en 2009, ha ayudado a descubrir alrededor de un millar
de exoplanetas al estudiar 440 sistemas estelares. Con la informacién
obtenida de las observaciones del telescopio Kepler, C. Huang y G.
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Bakos [4] pusieron a prueba la ley de Titius-Bode en los sistemas extra-
solares descubiertos. Ellos usaron una extension de la ley de Titius-Bode
(BL13) que relaciona los periodos de los planetas de una estrella de la
siguiente forma,

log(P,) = log(Fy) + nlog(a) (3)

donde « es un parametro que se ajustayn =0,1,2,..., N—1. Con esta
version BL13 se pudieron hacer 141 predicciones de nuevos exoplanetas
pero solo se pudieron verificar la existencia de 5 de ellos. Como lo indi-
can los autores de este trabajo, hay muchas razones por las cuales no
se podrian encontrar estos nuevos planetas, ya sea porque su tamano
es muy pequeno o porque la inclinaciéon de su orbita no nos permite
observar el transito de estos planetas sobre el disco de su estrella, cabe
recordar que el transito de Venus sobre el disco solar sucede aproxi-
madamente una vez cada siglo, siendo que la Tierra y Venus estan en
conjuncion cada 585 dias.

A pesar que estos intentos por mostrar si los exoplanetas siguen una
progresion geométrica en su colocacion en la estrella que orbitan es atin
muy incipiente, es muy posible que en la medida que los telescopios
aumenten su capacidad de observacién y los métodos de andlisis de
series de tiempo sean aun mas precisos, podamos entonces verificar
qué leyes del tipo Titius-Bode darian una prediccion adecuada sobre la
colocacién de estos objetos celestes al gravitar alrededor de la estrella
que los atrae.

10. Kepler a 400 anos y mas

En este articulo he intentado mostrar como el trabajo de Kepler sigue
siendo util en el estudio de la dinamica de los cuerpos celestes, la tercera
ley es ampliamente utilizada en el descubrimiento de nuevos planetas en
estrellas lejanas y la colocacién de estos objetos en progresion geométri-
ca seguramente va a ser confirmada en la medida que podamos realizar
observaciones mas detalladas de nuestra béveda celeste.

La brillantez de los resultados de Kepler fueron esenciales para que
grandes pensadores pudieran estructurar las nuevas teorias matemati-
cas que dieron forma a la Mecanica Celeste a través de los siglos. Actual-
mente seria impensable entender el mundo actual sin toda la ciencia y
tecnologia que nos permite realizar nuestras actividades dia con dia, la
telefonia moderna, los sistemas de posicionamiento global que permiten
la navegacién por cielo, mar y tierra de la transportacion de individuos
y mercancias, los sistemas satelitales que permiten hacer predicciones
cada vez més exactas del clima y de los riesgo geoldgicos, etc, Todo
esto nos lleva a concluir que sin los trabajos de Kepler nada de esto
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hubiera sido posible, pero que mucho de los nuevos descubrimientos en
la observacion de los objetos celestes los vamos a poder interpretar co-
rrectamente gracias a que contamos con los conocimientos que Kepler
nos aporté hace mas de cuatro siglos, asi, como decia Newton, seguire-
mos avanzando en la ciencias gracias a que seguiremos parados en los
hombros de gigantes, en los hombros de Johannes Kepler.
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