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Algunas Cuestiones Concernientes a Continuidad

y Funciones de Baire.

Alejandro LOpez Y&fiez *

La idea de escribir este trabajo surgid al estar ensehando

en un curso de C&lculo Diferencial los consabidos ejemplos de
una funcifn continua sin derivada en un punto, de una funcibn
continua sin derivada en ningln punto y de una funcibn cuya
derivada es discontinua en un punto. De agui se nos ocurrib
en analogia al primer y segundo ejemplos, si existirfia una
funcibén cuya derivada fuese discontinua en todo punto. Des-
pués de buscar en la mayoria de los libros de C&lculo y uno
que otro de Andlisis, no encontramos ni siquiera comentarios
acerca @el problema. Posteriormente en algunos libros de
Andlisis hallamos respuestas parciales, de las cuales surgie-
ron nuevas preguntas, como, J{Que tan discontinua puede ser
una funcibn gue es limite puntual de funciones continuas?.
Finalmente dimos con la monograffia ( 2 ) en la cual estaban
las respuestas a algunas de nuestras preguntas, adem&s de una
serie de resultados mis refinados v generales relacionados
con el tema. En dicha monografia se presupone el conocimiento
de Medida de Lebesgque y algunos otros tbpicos de Andlisis, asi
es gue a los estudiantes que hayan llevado estos cursos, re-
comendamos ver directamente { 2 ). Agui expondremos los re-

sultados més simples y algunos otros puntos relacionados con
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el tema, dando ademis referencias para encontrar las demostra-
ciones mis elaboradas, procurando gue la exposicifn y las de~
mostraciones citadas sean bastante accesibles para los estu-—

diantes de los primeros afios de la carrera.

Como es usual, R denotari al conjunto de los nfimeros reales,
18,y[ un intervalo abierto de R y {B,y] un intervalo cerrado
de R. Un intervalo abierto conteniendo a o serd llamado una

vecindad de a y ser& denotado por V.

Definicibn. Sea §:]B,Yy[ —> Ry a e]8,y[ , diremos que el

1fmite por la izquierda de § en o existe, o qgue £im §(x)
X+a

existe, si el limite de 4{x) existe cuando x tiende por la
izquierda a o. An&logamente, diremos gue limite por la dere-

cha de 4§ en o existe, o que Kém+ §{x) existe, si el 1fmite de
X0,

4{x) existe cuando x tiende a a por la derecha. Recordemos
gue se dice que x tiende por la izquierda a a, si x tiende a
o con X < ay x tiende por la derecha a o, si x tiende a «
con a < X ,

Claramente, 4 es continua en o si y sblo si, fLim §lx) v ﬂLm+5(x}
x+at X+a

existen y son iguales a f{aj.

Definicifn. Supongamos que {: R > R es discontinua en o ¢ R,

1) o es llamada una discontinuidad de 4 de la la. clase o dis-

continuidad simple si £4im_ {{x) y Lim_ §{x} existen.
X+ X0

2) Si al menos unoc de los 1lfmites siguientes: £im_{(x}, Eim+ﬁ(x}
X+a X+o

no existe, diremos que ¢ es una discontinuidad de la Z2a.clase.

Observamos que si $: |B,¥] >R y o e]B,y[ , s6lo hay dos



posibilidades para que o sea una discontinuidad de § de la

la. clése:

1) &im  4{x) # Lim 4§{x} o
x+a” x+at

2y Eim f(x) = 2im §ix) £ 4la)
x+o” . x=at

En el caso 2), si o es una discontinuidad aislada de §, esto
es, si existe una vecindad VUV de a, tal que { es continua en
V-{al, entonces cambiando el valor de §{ en o , o sea definién-

dolo como A£4im {({x}, hacemos a { continua en a. En esta si-
xX>ro”

tuacibn o es llamada una discontinuidad removible. Notemos que
formalmente lo que hacemos es definir una nueva funcidbn
g: ]B"Y['

y gla) = Zim §(x) , entonces § y g coinciden en cada punto
x-+o”

>R por medio de glx}= §({x) si xe]g,v[ vy x#a

de }8,y[ con la excepcién de o, v g es continua en a.

El siguiente ejemplo demuestra que si la discontinuidad no es
aislada, el proceso de redefinir la funcidn no puede llevarse

a cabo en general, a menos que se cambie radicalmente la fun-

cibn.
Sea h: R > R definida por
¢
l si x = E ; €Oon P en forma irreducible
q a g
hi{x} =144 1 si x=20
L 0 si x es lrracional




Vemos que h es continua en cada irracional, ya gue dada una
vecindad V del irracional 1 y un natural ny,, existe s8lo un
nfimero finito de racionales con denominador menor © igual gque
e en la vecindad V. La funci®n h es claramente discontinua
en cada racionai, es mis en cada racional p sé tiene gue

Lim hix)= £&im hi{x)= 0., ya qgue la propiedad mencionada an-
x+p~ x+pt .

teriormente es v&lida tambi&n para cualquier vecindad V del
racional p . Si modificamos h de la manera planteada ante-
riormente, tendrfamos gque darle €l valor cero en cada racional

cbhbteniendo asi la funcifn constante igual a cero.

Ahora consideremos la Siguiente bien conocida funcibn k: R

dada por:

1 si x es racional

R{x}

0 s1 x es irracional

Primero, es claro que todo nfimerc real es una discontinuidad

de k de la 2a. clase.

Segundo, ya gue k es discontinua en todo R y todas sus dis-

continuidades son de la 2a. clase, surgen varias preguntas:

I. c¢Existe una funcibn §: R

> R discontinua en todo R y

tal que todas sus discontinuidades sean de la la. clase?

ITI. Dado un subconjunto § < R. ¢Existe una funcibn {: R >

discontinua en los puntos de S y s6lo en ellos?



ITI. ¢Existe {: R——> R discontinua exactamente en S’y cun

todas sus discontinuidades de la la. (2a.) clase?

A continuacibn contestaremos la pregunta II caracterizando el

conjuﬁto de puntos de discontinuidad de una funcifn arbitraria.

Definiciones. Decimos que un subconjunto A ¢~ R es abierto

si para todo % ¢ A existe una vecindad V de x tal que V C A,
Decimos que un subconjunto C C R es cerrado si su complemento
es abierto, Un conjunto cerrado C es denso en ninguna parte,
si no contiene ningfin intervalo abierto. Los conjuntos gue
pueden ser expresados como una unidn finita o numerable de con-
juntos densos en ninguné parte, son llamados de la la. catego-
ria. Un conjunto gue no es de la la. categoria es llamado de

la 2a, categoria.

Por ejemplo el conjunto de los nlimeros racionales 0 es de la

-

la. categoria, yva que Q = LﬁL {pn} donde estamos considerando
ne

una numeracibn de 9, claramente cada conjunto {pn} es cerrado
y denso en ninguna parte. Un resultado gue se demuestra
usualmente en el primer curso de An&lisis es: R es de la Z2a.
categorfa o m&s generalmente todo espacio métrico completo es

de 2a. categoria. ( 3 ).

De aqui deducimos que el conjunto de los ntmeros irracionales
no es de la. categoria, yva gque de serlo, los nfimeros reales
serfan la uni6n de dos conjuntos de la. categorfa y por lo

tanto serian un conjunto de la. categoria.



Definicifn. Un conjunto S R es llamado un Gse 51 3
puede ser expresado como una interseccifn a lo m8s numerable
de conjuntos abiertos, SC R es llamado un Fq » 81 S puede

ser expresado como una unibn a lo mis numerable de conjuntos

cerrados,

Es inmediato que el complemento de un GS es un F0 y el

complemento de un F_ es un Gye

Sea §: R——> R y € = {xe R : § es continua en x} , © sea,
C es el conjunto de puntos de continuidad de §, entonces
C es un GG‘

Demostracidn. Consideremos el conjunto § = l J An con
- nre

x v 8y

>}
u

{xeR : §, > 0 tal que

g6, , x + 8 10 &= T, glo+pD.

De agquil inferimos que A” es abiertc para toda n, por ser unidn
de conjuntos abiertos y por lo tanto gue S es un GS' Ahora
demostraremos que 8 = C, Primero, SCC . 8Sea o & S y su-
pongamos dado el intervalo J§lal-e , fla)+ e[ , entonces a ¢ A2

con %-< e , de aqui tenemos que existe B ¥ 58 tales gque

m

o € ] 8"6 » B+68[ C- Azm b

B
ﬁ(]B‘-GB . B*GB[JC ]5(8)—7-,’,; , 6(8]*7%[
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pero ]B~68, B +6B[ contiene un intervalo abierto con centro

- 1
en o y la imagen de &ste bajo { estd contenida en ]6(8)-§E

6(B)+§% [ vy por lo tanto estd contenida en ]§{a)-€, fla)+e v

esto demuestra que { es continua en &, o sea o € C.

Sequndo, CCCS. Porque si o € ¢ dado ]6(&)-% ﬁ(a)+% [
- . ’

consideramos & > 0 tal que g < % y sabemos gue existe un

intervalo Ja-8, a+d[ tal que §1)a-5 , ars[IC )glal-e, fla)+e[ T

]ﬁ(u)-% , ﬁ[a)+%[ y por lo tanto a € AH para toda ne N, o sea

que o E S.

Fn vista del resultado .anterior colegimos que el conjunto de

> R es un de

puntos de discontinuidad de una funcidn {: R

Tenemos que si S CC R es un Fd' entonces § es de la la. cate-

goria o S contiene un intervalo abierto.

Demostracién. La o de la afirmacifn es excluyente , pero aqui
demostraremos f(nicamente que si S no contiene un intérvalo,
entonces S es de la la. categorfa, va que por un lado S=LEL Cn
con Cn cerrado para toda n y por otro lado ningfin Cn contiene
un intervalo, © sea gue cacda Cﬁ es denso en ninguna parte y por

_ io tanto S es de la la. categoria. Parahla demostracifn de la otra

parte, v&€ase ( 3 ).

va hemos visto gue los irracionales no son un conjunto de la
1a. categoria, tampoco contienen ningfin intervalo abierto, con-

cluimos que no son un FU, y por lo tanto no existe una funcibn

§: R

>- R +tal que sea continua en cada racional y discontinua

en cada irracional.



La pregunta II queda totalmente contestada por el teorema si-

guiente que puede ser visto en { 5).

Teorema. Dado un subconjunto FG de R existe una funcidn
§: R
dado.

> R que es discontinua exactamente en el conjunto

Con respecto a la pregunta III, tenemos el siguiente muy cono-

cido resultado:

sea §: R > R, el conjunto de discontinuidades de {§ de

la la. clase es a 1o m&s numerable y dado cualguier subcon-

junto numerable de R existe una funcibén g: R > R continua
"en el complemento del subconjunto y con discontinuidades de la
1a. clase en &ste, de hecho g puede ser construida de manera

tal que resulte monbtona.

Demostracibn. Definiremos una funcibn inyectiva del conjunto
de discontinuidades de § de la la. clase al conjunto de ter-

nas de nfimeros racionales. Consideremos primerc el caso en

que Lim_ flx) < Zim §(x), le asociamos a o una terna (51,02,03)
X-+a x+a®
tal que:

1) £dm_ flx) < py < Lim, §{x)
X+a X+0

2) 4(x) < p;y para x € ] p2, af

3) 4{x)-> p1 para x € Ja , p; [



El caso en que £4m §{x) > Lim {{x]} es considerado de la

Xra” x+at
misma forma.
Cuando Zim_ §Ix) = LZim. flx) < fla) , le asociamos a o la
X0 x+ot

terna(pi,pz,p:) de manera que

1) &im gix) < py < fla)
X0

2) 4lx) < py para x € ] p2, @ [ vy x e Jo, o5

De un modo an&logo tratamos el caso £4m {{x) = Lim §(x]) > {lal.
' X+a” Xo

Es facil ver, pero latoso de escribir, que la asociacibn de-

finida es inyectiva v por lo tanto el conjunto de discontinui-

dades de § de la la. clase es a lo mé&s numerable.

Para la segunda parte, tenemos que si {Yn} es un conjunto

dado a lo m&s numerable, definimos la funcibn:

!
f{x) = —- , donde sumamos para todos los indi-
n
nty <
A
ces n tales que Y.< X.
Claramente esta funcibn es.chCiente, esto es, o < B implica

fla) < §(B).

Un resultado que se demuestra usualmente en el primer curso
de An&dlisis Real es gue las funciones monbtonas no tienen
discontinuidades de la 2a. clase, 0 sea, dque en cualquier

discontinuidad, los limites por la izquierda y por la derecha



existen. Véase por ejemplo ( 8 ).

Demostremos ahora que £im_ §(x) = {(a) para toda o & R ¥
x>0
en particular obtendremos que Lim_ f(x) = flv }.
XY m
m
Dado £>0 existe nos tal que j L £. Sea {o.} una
n=ho*l nZ L

sucesifén que tiende por la izquierda a a; entonces

E d . EE !
Vl2 Vlz

na < : <y,
Yn n Yn o

fla) - gla)

1

ra . <y <gon
n aL_Yn 4]

1lamemos n; al minimo Indice n tal que o Y . de agqui si 4

es suficientemente grande, h; €s mayor que . ng vy por lo tanto

_>— __%_ S ) _.;_ < £,
& e — :z ::::
n:uifYH<a " n=npt! n

obsérvese aqui que el punto importante es que Y €5 tomada

estrictamente menor Jue o.

vemos que £4m, gix) > 6{YmJ ya que para X > Y, en la suma gue
m
define a §l{x) siempre aparece cuando menos un término més,
a saber 1 , que en la suma que define 6(Ym}.
m

pe agul deducimos que § tiene una discontinuidad de la la.

clase en céda Yy y de hecho el salto, esto es,



i, §lx) - Lim_ flx) = —
x>y Xy m
Ahora si a # Y, para toda n, se tiene que &im, fix) = §(et)

X o
ya gque si 0& converge a o por la derecha

6((1’(‘)'6((1) E g =
}12 )
0+ 'Y <Ol. n: Y <q
Z :
2
n

nro<y <o.
YH A

Agqui, otra vez como Y, €8 tomada estrictamente mavor que «
(yva que o # Y, para toda n) repitiendo el argumento anterior

llegamos a que

o<y <o,
neo Yn o,
En consecuencia si o # Yn para toda »n, entonces { es conti-
nua en a , yva que £im fix) = £im  §{(x) = fla).

x+o" x>0

Ahora consideremos las preguntas siguientes, gue Ccomo veremos

estin relacionadas entre =i.

IV, ¢Qué tan discontinua puede ser la derivada de una fun-

> R?

cibn 4 R

V. ¢Quéd tan discontinua puede ser una funcibn que es limite

puntual de funciones continuas?

> K puede ser expresada como

VI. ¢Cualguier funcibn §:



1¢mite puntual de una sucesibén de funciones continuas?

Recordemos primero que si {# R—> R es derivable, entonces
1a derivada 4': R——> R tiene la propiedad del valor inter-

medio, esto'esi dado vy tal Que

§la) < v < §(B) existe n e Ja,B[ tal que {(n) = ¥.

Las funciones que tienen esta propiedad son conocidas con el

nombre de funciones de Darboux.

Una consecuencia inmediata de que las derivadas son funciones
de Darboux es que sus discontinuidades son de la 2a. clase,
va que estas funciones no pueden teﬁer saltos. También sa-
bemos que si {: Ru——$ R es derivable, entonces § es conti-
‘nua y esto nos permite ver gue toda derivada es el limite

puntual de una sucesifn de funciones continuas, ya gue,

§'(x) = Lim gn(x) donde g, ¢ R > R esta dada por
pve
§larl) - (x)
(x) = L
Gpt ]
n

Claramente 9, es continua para toda n.

Hasta aqui, ya tenemos algunas restricciones para las dis-

continuidades de las derivadas.

Recordemos un hecho m&s de An&lisis, la funcibn k{x) definida



anteriormente puede ser expresada como:

Rix) = &im g_[x) donde g (x] = £im {Mix] vy
m m n

m-c pr

6? (x) = lcos m!nx)h _

Claramente 6ﬁ (x} es continua en todo R, sin embargo g _{x)

no es continua en R , de hecho en cada intervalo de la forma
[#,n+1] tiene un nfimero finito de discontinuidades-de la la.
clase. O sea que k{x) puede ser expresada como 1f{mite pun-
tual de funciones que son a su vez lfmite puntual de funciones
continuas., EI1 siguienterresultado demostrarf que no es posible
expresar k{x]) como lfmite puntual de funciones continuas

directamente.

(Lebesgue). Una condicifn necesaria y suficiente para que

una funcibn {: R > R sea continua o lfmite puntual de
funciones continuas es que para cualgquier o € R, los con-

juntos

{Be R: 4{B)>a} y {ye R : §ly)<a} sean Fa . (7).

Aplicando este teorema a k{x) , con a= % ,. Vemos que los

irracionales coinciden con el conjunto {ye R : k(Y)<%} , Ya

que los irracionales no son un F  , concluimos que la funcién
o

k{x) no es limite puntual de funciones continuas.



Consideremos las siguientes familias de funciones de R a R,
definidas y estudiadas por Baire y de aquf, gque actualmente

l1leven su nombre.

L.a clase B0 estard formada por las funciones continuas.

La clase B estard formada por las funciones que pueden ser
1 .

expresadas como limite puntual de funciones que pertenecen a

la clase Bo'

La clase B estard formada por las funciones que pueden ser
2
expresadas como limite puntual de funciones que pertenecen a

la clase 81'

Y asfi sucesivamente podemos definir una clase By1 para cada

nmero natural u.

Claramente BJ: BIC: BzC:: . e Bn v Bn S

+]
Estas familias de funciones aparecen también de manera natu-
ral en Teoria de la Medida, cuando se estudia la estructura

de los conjuntos de Borel,

Para el estudio de puntos como:
1) La contencifn de Bn en Bn+1 es estricta para toda =n.

2) E1 1fmite uniforme de funciones en Bh est8 en Bn'

3) La relacibn entre las funciones de Baire y los conjuntos

de Borel.

4) Condiciones necesarias y suficientes sobre los elementos



de una sucesibn {6 = Bn convergente puntualmente,mara

que su limite pertenezca a Bn‘
VEase (4 ), (6) y (7)) .

De paso mencionaremos que la unifn de las familias Bn forma
un conjunto con la cardinalidad del continuo y por lo tanto
"hay muchas" funciones que no pertenecen a ninguna clase Bnc
Apuntamos simplemente que la cardinalidad de las funciones

medibles es 2%, donde ¢ denota la cardinalidad del continuo.

En contraste, tenemos que cualquier funcibn es limite puntual

de una sucesidn de funciones de Darboux.

En términos de funciones de Baire podemos afirmar gue la de-
rivada de una funcién pertenece a la clase Bl ¥ no necesaria-
mente a la clase B0 y seglin vimos, la funcibn k(x) pertenece
a la clase Bz Y no pertenece a la clase 81' Usaremos el re-

sultado siguiente:

( Baire ) El conjunto de puntos de continuidad de una fun-

cién de la clase Bj es denso, (7 ).

Como el conjunto de puntos de discontinuidad es un Fa . S1
la funcibn pertenece a Bl, no puede contener un intervalo
abierto, ya que el complemento, esto es, el conjunto de pun-
tos de continuidad no seria denso, contradiciendo esto el
resultado anterior. Por lo tanto el conjunto de puntos de

-

discontinuidad de una funcifn de la clase Bl, es de la la.



categoria . (RecuBrdese que urn Fd que no contiene un inter-

valo abierto es de 1a la. categoria).

Entonces tenemos el siguiente teorema: -

E]l conjunto de discontinuidades de una derivada es un Fo de 1la
la. categorfa. E1 reciproco tambifn es v8lido, esto es, dado
un Fd de la la. categorfa, existe una derivada que lo tiene

como conjunto de discontinuidades. ( 2 ).

Una consecuencia inmediata del Teorema de Categorfa de Baire
es gque un G6 denso no puede ser a lo m&s numerable y de aquf
inferimos que no existe una derivada continua s8lo en un con-

junto a lo m&s numerable.

Con esto concluimos estas notas, como se ver§j, algo de reflexibn
plantea nuevas preguntas, algunas quiz&s va contestadas, otras
posiblemente no, por lo tanto al' lector interesado le sugerimos
consultar la bibliograffé, donde encontrar§ material intere-

sante y otras referencias pertinentés al tema.
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