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1. Introducciéon

Se presenta al lector el problema béasico de la ruina, que es relevante
en muchas aplicaciones, especialmente en lo relativo al estudio de si-
tuaciones que involucran riesgo. Se trata de un modelo aleatorio que
evoluciona en el tiempo, (también llamado proceso estécastico) y que
toma valores en el conjunto de ntimeros reales. Interesa conocer cémo
podemos calcular la probabilidad de que se llegue, por primera vez, a
valores negativos (llegar a la ruina) o bien se logre rebasar un nivel
positivo prefijado. Se presentan los casos mas sencillos, y los métodos
de solucion son elementales. Sélo supondremos que el lector cuenta con
conocimientos basicos de probabilidad, tales como variable aleatoria,
distribucion, independencia y condicionamiento.

2. Caso discreto

Una variable aleatoria de Bernoulli de pardmetro p € (0,1) toma el
valor 1 con probabilidad p y el valor —1 con probabilidad (1 — p). Es,
entre otras cosas, un modelo adecuado para describir un volado (aguila
es 1 y sol es 0). Estas variables aleatorias se llaman asi en honor al
famoso matematico Jakob Bernoulli, quién en su célebre libro Ars Con-
jectandi probd el primer teorema de los grandes niimeros precisamente
para estas variables llamadas binarias porque sélo pueden tomar dos
valores. Este teorema ha tenido una trascendencia enorme en todo el
desarrollo posterior de la teoria de la probabilidad.

Las caminatas aleatorias simples pueden verse como un modelo
para una sucesion de juegos de volados, que se suponen independientes
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entre si: hay dos jugadores que llamaremos A y B; cada jugador apues-
ta en un volado un peso. Gana ese peso el jugador A con probabilidad
p € (0,1) (sale dguila) y lo pierde con probabilidad ¢ = 1 — p (sale sol).
La independencia significa que lo que sucede en un volado no influye en
los demés volados. El modelo matematico se construye con una suce-
sién de variables aleatorias independientes (X, )nen (que describen a los
resultados de los volados sucesivos), y cada una de ellas es una variable
Bernoulli de parametro p € (0,1). Si el capital inicial de A es a € N
pesos v el de B es de b € N pesos, el capital de A después de n volados
es

Sh :a—l—iXi
=1

y el capital de B serd

Rn:b—iXi:(c—a)—zn:Xi:c—Sn.
i=1 i=1

A la sucesién {S, =a+> | X;, n=1,2,---} se le llama caminata
aleatoria simple que empieza en a. Si p = ¢ se le llama caminata
aleatoria simple simétrica y es el caso de una moneda equilibrada
0 juego justo.

Esto se puede visualizar como una grafica dirigida, que describe todas
las posibilidades para el juego. A continuacién damos un esquema hasta
el cuarto juego (figura [1).

Figura 1. Gréfica.

En la figura [2] se tienen dos trayectorias destacadas: la discontinua
describe el hecho de que A gan6 dos veces seguidas, luego perdié una
vez, gano una vez y volvié a perder; la punteada describe el hecho de
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que A perdi6 los dos primeros volados luego gané dos veces y finalmente
volvié a perder.

Figura 2. Gréfica con dos trayectorias destacadas.

El problema que nos interesa es saber cuando alguno de los dos ju-
gadores se arruina, es decir, cuando alguno de los dos pierde todo su
dinero y entonces el juego termina y el jugador que gané todo el capital
¢ = (a+b) es quien gana el juego. En este caso el modelo es el de una
caminata aleatoria simple con barreras absorbentes. ;Cudl es
la probabilidad de que gane todo el capital el jugador A? ;Cudl la de
que gane B? Claramente esto va depender del valor de p y del monto
del capital inicial de cada uno. Una forma de resolver el problema es
usando probabilidad condicional. Para ello, se observa que pasa en el
primer juego y se define la probabilidad buscada en términos del capital
inicial del jugador A y se mantiene constante el capital total c.

En la figura [3| se describen dos trayectorias una (la negra continua)
en la que A gana el juego y otra (la negra punteada) en donde A pierde
el juego.

Sea J el evento (A pierde), es decir, S,, alcanza primero el nivel 0
antes que el nivel ¢. Llamemos h(u) a la probabilidad de que A pierda
habiendo empezado con u € {1,2,...,(c — 1)} pesos.

h(u) == P(J|Sy = u) := Py (J).

Al utilizar la infomacién de lo que puede pasar en el primer volado (A
gana o pierde un peso) se tiene lo siguiente

h(u) =P (J|Sy = u) = P ((JN(Sy = 1+u))U(JN (S = u—1))|Sy = u)



50 MARIA EMILIA CABALLERO

)

Figura 3. Dos trayectorias que llegan a las barreras.

lo que por aditividad y por la definicion de probabilidad condicional es
igual a

PINSi=14uw)N(So=u)+P(JN(S1=u—1)NSy=u)
P(Sy = u)
=P[J|(S1=u+1)P(S; =u+1)]
+PJ(S1=u—1)P(S;=u—1)] =
=ph(u+1) + gh(u—1).

en las ultimas igualdades se usa la independencia de las variables (X;);en.
Como ademsds se sabe que h(0) =1y h(c) = 0, el problema consiste
ahora en resolver la ecuacion en diferencias finitas:

h(u) = ph(u+ 1) + gh(u — 1), h(0) =1,h(c) =0.
e En el caso de que p = 1/2 = ¢ se tiene
c—u

h(u) = (1)

C

es decir, la funcién h es lineal y se conocen sus valores en la frontera
por lo que se obtiene directamente la solucién (tinica)

cC—Uu

h(u) =

C

y para el caso u = a esta probabilidad es

b
h(a) = T

e Para resolver el sistema en el caso que p # ¢ se procede ast:

(p+ @)h(u) = ph(u +1) + gh(u — 1),
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lo que es equivalente a
p(h(u) = h(u+1)) =q(h(u—1) = h(w), u=1,2,...,(c=1). (2)

e Sean d, = h(k) —h(k+1), k=1,2,....(c—1) y r=q/p.
e La igualdad escrita con esta notacién es

du = Tduflv
y por iteracién se llega a
d, = rdy
en consecuencia
c—1 c—1
1—r°
1 =h(0) — h(c) = d; = dy Tj:dol )
=0 =0 -r
c—1 c—1 PU e
o) = h(u) = h(e) = Yo di = do Y1 = do

De la primera ecuacion se obtiene el valor de dy que se sustituye
en la segunda y se obtiene
r — pc

) = 3)
De esta manera hemos obtenido la probabilidad de que el jugador A

pierda el juego si empieza con u pesos.
Por otra parte, si M denota al evento «B pierde» el juego (equivalente

a «A gana» el juego) y denotamos por

k(u) =P(M|Sy = c —u)

tenemos nuevamente dos casos: p = q o p # q.
Si p=q = 1/2 ya sabemos que la funcién k es lineal y se tiene

k(u) =u/c (4)

por las condiciones a la frontera que ahora son k(0) =0y k(c) = 1.

En el caso p # ¢, se resuelve de manera analoga a lo hecho en el
problema anterior o simplemente se pueden invertir los papeles A y
de B e intercambiar a p por ¢ es decir, aparecerd 1/r en vez de r y
(¢ — u) en vez de u. Al aplicar la férmula a esta situacion y hacer
los céalculos se obtiene:

1—r¢
k(u) = 5
(w)=1—2 P#4q (5)
y lo extraordinario es ver que de ,, y se deduce
h(u) + k(u) =1, u=0,1,...,c (6)

para cualquier valor de p € (0,1).



52 MARIA EMILIA CABALLERO

Observacién Otra forma en que se pueden escribir los resultados
anteriores es mediante el uso de «tiempos de paro». Se define

o inf{neN:S, =z} si {neN:S,=x}#0
Y 40 si {neN:S,=z}=0.

Esta es una nueva variable aleatoria y nos dice en cuanto tiempo llega
cada trayectoria de la caminata por primera vez al punto x € N. Con
esta notacion, la probabilidad de que el jugador A pierda, si empezd
conu € {1,2,...,n— 1} pesos es

P(1o < 7e|So = u) :=Py(10 < )

ya que esa probabilidad indica que se llegé primero al nivel 0 antes que
al c.

3. Consecuencias

Del simple calculo que se ha hecho, podemos obtener propiedades no-
tables de la caminata aleatoria:

e Por la igualdad @ toda caminata aleatoria simple sale de un
intervalo dado con probabilidad 1.

e Ahora usaremos las notaciones h(c,u) y k(c,u) en lugar de h(u) y
k(u) para hacer énfasis en que el resultado depende de la barrera
superior ¢ y veremos que pasa si esta barrera superior se hace
variar. No se menciona la barrera inferior porque se mantiene fija
e igual a cero y como también se mantiene fijo el capital inicial de
A.

—Sir= }% < 1, gracias a se puede calcular el limite cuando
c tiende al infinito:

lim h(c,u) = r*
Cc—00

lo que significa que A tiene una probabilidad positiva (1 — )
de no arruinarse, aun si la barrera superior se aleja indefini-
damente.
Esto equivale a

lim k(c,u) =1—1",

Cc—00
es decir B puede arruinarse con probabilidad positiva.

— Si ahora r = % > 1 observemos que pasa con los mismos
limites:
lim h(c,u) =1,

Cc—00
lo que significa que A eventualmente se arruinara con proba-
bilidad 1 y es también razonable esperar esto pues sabemos
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que en cada volado A tiene mayor probabilidad de perder que
de ganar por ser ¢ mayor que p. Es claro, ademas que

lim k(c,u) =0,
c— 00

es decir la probabilidad de que B se arruine es cero.
Esta aparente asimetria se debe a que la barrera inferior se
mantuvo constante y la superior se hizo crecer indefinidamen-
te, lo que presupone que para u fijo, B tiene un capital que
crece indefinidamente, ya que sélo de esta fuente puede crecer
el capital total ¢ (recordemos que u representa el capital inicial
de A y como ya se dijo, se mantiene constante).

e Si ahora consideramos el tiempo en que sale por primera vez del

intervalo (0, ¢),
T = min(g, 7c),

se puede probar (vea por ejemplo [3] o [2]) que si la cadena em-
pieza en cualquier punto u € {1,2,--- (¢ — 1)}, la esperanza de
T es finita, es decir, no sélo es cierto que con probabilidad 1, la
caminata sale de un intervalo dado, sino que lo hace en un tiempo
finito (en media).

e Sise empieza en el origen, y el intervalo (0, ¢) se traslada al (—a, b),
los resultados anteriores se traducen en:

r¢ sior<l,
lim P(7_, < 1|Sp =0) =
b=r00 1 sir>1

es decir la probabilidad de que la caminata que empieza en 0 salga
de la banda (—a, b) por el extremo inferior —a es r® sir < 1y es
0sir>1.

4. Caminatas aleatorias generales

Lo notable es que muchas de estas propiedades se heredaran para cual-
quier caminata aleatoria.

Por ejemplo, con probabilidad 1 las trayectoria de una caminata alea-
toria general sale de un intervalo acotado dado.

Definicién 4.1. se dice que (S,,),en €s una caminata aleatoria si es
de la forma

n

i=1
donde Sy = constante y (X;);en es una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas.
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En este caso ya no se pide que las variables X; sean Bernoulli, sélo se
les pide que sean independientes y tengan la misma distribucién.
La analogia con lo anterior se ve gracias al siguiente teorema:

Teorema 4.2. Dada una caminata aleatoria (S, )nen no trivial, sucede
una y solo una de la tres propiedades siguientes:

1. lim,, o S, = +00,

2. liminf, ,» S, = —o0 y limsup,,,. S, = +00 0 bien

3. lim,, .o, .S,, = —00.

Y esto sucede con probabilidad 1.

Dos casos son sencillos de probar el 1 y el 3:

Si X; tiene media finita y positiva, E(X;) = m € (0,00), la ley de
los grandes niimeros nos permite afirmar que se cumple el primer caso.
En efecto, por dicha ley se tiene la convergencia (casi segura) siguiente

.Sy
lIim — =m
n—oo M
de donde se deduce que
lim S, = 4+

n—o0

Si ahora X tiene media finita y negativa, la misma ley de los grandes
numeros nos dice que se cumple el caso 3.

Para demostrar la propiedad 2 y asi como la tricotomia se requiere
de la ley 0—-1 de Hewitt—Savage y no lo vamos a hacer aqui. Un estudio
detallado con enfoque elemental, se encuentra en [7].

Un poco mas dificil de probar es la situacion en que la media m =
E(X) no sea finita.

Ejemplo 4.3. Un ejemplo muy cercano a las caminatas aleatorias son
las caminatas aleatorias con retraso o caminatas aleatorias pe-
rezosas [0]. El modelo es importante en aplicaciones diversas, por ejem-
plo en procesamiento de senales en donde dependiendo del valor del
peso de la senal se envian tres posibles nimeros a la central que esta
procesando toda esta informacion: si el peso es grande, envia el niime-
ro 1, si es muy pequernio, el (—1) y no transmite nada si los pesos son
intermedios. Cuando se rebasa un cierto nivel se deben tomar medidas
adecuadas y al bajar de otro nivel fijo, también se debera actuar en
consecuencia.

Claro que cada modelo deberd precisar qué es grande y chico asi
como estos niveles de los que no podemos salirnos.

El modelo matematico para esto, es una caminata aleatoria en donde
las variables aleatorias independientes X; que se estan sumando son las
siguientes:
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X; =1 con probabilidad p € (0,1)

X; = —1 con probabilidad ¢ € (0,1)

X; = 0 con probabilidad r € (0,1)
ydonde p+q+r =1, p,q,r > 0. Es obvio que si r = 0 volvemos a las
caminatas aleatorias simples.

Figura 4. Dos trayectorias posibles.

Para simplificar el estudio pensemos que el nivel superior es ¢ > 4
y el inferior es 0 y empezamos en un punto v € {1,2,...,¢ — 1} Si
aplicamos las ideas usadas para resolver el del problema de la ruina de
la seccion 2 a esta situacion tendremos la siguiente ecuacion,

h(u) = ph(u +1) + gh(u — 1) + rh(u)
que es lo mismo que
h(u)(1 —r) = ph(u+1) 4+ gh(u — 1)

y que
h(uw) = —L2—h(u+1) + —L—h(u— 1)
p+q pt+q
si observamos los cédlculos hechos para el problema de la ruina veremos
que la probabilidad de llegar a 0 o a ¢, son las mismas que en el caso
de la caminata simple, y esto porque el cociente r de los coeficientes es

el mismo:
pre Y
+
R
~- q
p+q

Una pregunta interesante es si la esperanza del tiempo de llegada a
las barreras sera también igual a la esperanza del caso anterior o si al
menos serd finitas y ademds ver si esta propiedad depende o no de los
valores de p,q y r. Para ver la respuesta consulte [0].
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5. Caso del movimiento browniano

Podemos plantear un problema de barreras andlogo para un proceso
en tiempo continuo, lo que es en general mucho mas dificil de resolver
pero que tiene una gran importancia en una gran variedad de mode-
los matemaéticos ligados a los més diversos fenémenos aleatorios de la
naturaleza.

Si se tiene un proceso mas general que lo tratado en secciones ante-
riores, la pregunta es la misma: jse puede saber con qué probabilidad
sale de un cierto intervalo dado? Veamos el caso més conocido: el del
movimiento browniano:

El movimiento brownianno (B;),cp+ (M B) es un proceso estocastico
definido en un espacio de probabilidad (£2, F,P) que evoluciona en el
tiempo de manera continua, es decir los subindices del proceso varian
en RT y queda definido como sigue:

BO — 0

tiene trayectorias continuas.

B; tiene densidad normal N (0, t)

Es un proceso con incrementos independientes, esto significa que
para toda n € N y para cualesquiera tiempos 0 <t <ty < --- <
t,, las variables aleatorias

(Bti - Btj )i,jE{l,...,n}

son variables aleatorias independientes.
e Tiene incrementos estacionarios, es decir, la distribucién de (B, —
B;) es la misma que la de (B, — B,) para cualesquiera ¢,r,h > 0

Observe que en este caso las trayectorias del proceso son funciones
de [0,00) en R y una trayectoria es, para cada w € Q fijo, la funcién
t — By(w). El proceso que empieza en x € R se define como (z + B :
t>0)

Por lo que se ha dicho en la definicién B; tiene densidad normal de
media 0 y varianza t, asi que la densidad de x + B; es:

1 —|z —y|?
pt($7y) = WGXP 2—t

y en esta férmula la x inicial queda fija. Podemos entonces plantear
preguntas similares al caso de la caminata aleatoria:

e ;Cual es la probabilidad que habiendo empezado en el punto z > 0
llegue primero a ¢ > z > 0) que a cero? (el jugador A gana).

e Si tenemos un MB que empieza en 0 y a > 0,b > 0 son dos
reales positivos. ;Cudl es la probabilidad de que salga del intervalo
(—a,b) por —a y cuél la de que salga por b? Esto por traslacién
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es equivalente a pensar en el intervalo (0,a 4+ b = ¢) y en un MB
que empiece en a = x.
e ;Es cierto que con probabilidad 1 sale de cualquier intervalo finito?

Teorema 5.1. St M B es un movimiento browniano que empieza en
r>0yc>x>0. Entonces
c—x

P(r. < 10| By = z) = %; P(1. > 10| By = z) = .

donde
Ty :=mf{t >0:By=u} ueR

Podemos de inmediato ver que es el mismo resultado que para las ca-
minatas aleatorias simétricas. Si recordamos que existen teoremas que
nos permiten aproximar al MB mediante un re-escalamiento cada vez
mas fino en el tiempo y el espacio de las caminatas aleatorias simples
simétricas, podriamos pensar que el resultado se deduce de las propie-
dades correspondientes de ellas. Pero en realidad esto no es asi. El tipo
de convergencia de procesos que se tiene, no respeta, por lo general
estas propiedades. La demostracién es totalmente diferente a lo que
hemos hecho aqui en el caso de caminatas aleatorias y no se hara en
este texto, solo indicaremos que se puede hacer usando el Teorema de
Muestreo de Opcional para Martingalas y o bien usar propiedades de
la densidad de = + B;. Un calculo elemental muestra que esta funcién,
satisface la ecuacién del calor

Ipy _ 10%p,
ot 20y%
y entonces para una funcién medible y acotada u : R — R, la funcién
Ult,z,y) :=E (u(z + B))

también satisface esta ecuacién por derivacion bajo el signo de la inte-
gral. Si ahora se toma

u(y) = 1{Tc<7'0} (y)

y se hacen calculos adicionales se obtiene el resultado. Otros métodos
de prueba utilizan la teoria de las martingalas, como ya se mencion6
antes.

Ademas de este resultado para el MB, se pueden estudiar otros mo-
delos en la teoria de riesgo a partir de procesos en tiempo continuo
pero con trayectorias discontinuas. Algunos de estos modelos han sido
desarrollados recientemente por un grupo de especialistas mexicanos en
el drea en colaboracién con probabilistas de otros paises (vea la biblio-
graffa 4 a 9) e incluyen a procesos del tipo:

e Cramer—Lundberg
e Lévy simétricos
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e Lévy espectralmente negativos

Esto ha permitido acceder a modelos mas precisos y ttiles en di-
versas aplicaciones, pero, naturalmente, es trabajo de investigacion que
requiere de conocimientos mas avanzados de probabilidad y de procesos
estocasticos.

Observaciones Finales

La solucién al problema de la ruina de la primera parte de este trabajo,
aparece en el libro de Kai-Lai—-Chung [3]. En muchos otros libros se hace
con la teoria de martingalas y con el teorema de muestreo opcional. El
problema de la ruina asociado a una caminata aleatoria perezosa, lo
resuelve con otros métodos A. Gut en su articulo [6].
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