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Resumen

Este trabajo es una recopilacién de casi todos aquellos teo-
remas, lemas y proposiciones referentes al conjunto de Cantor
que generalmente se analizan, o por lo menos se mencionan,
en los cursos de matemadticas a nivel licenciatura. Algunos de
ellos se demuestran en los mismos cursos o en los textos uti-
lizados, pero muchos otros no. Por otra parte, los resultados
acerca de este conjunto se encuentran dispersos en la literatura,
no es posible encontrar una fuente donde se encuentren todos
juntos, en parte porque los conocimientos necesarios para com-
prenderlos son disimiles. Estas son las razones fundamentales
que motivaron este trabajo. Las demostraciones que aparecen
en él son originales en el sentido de que no fueron extraidas de
ningun texto, fueron inventadas por el autor. Se asume que el
lector recuerda algunos resultados acerca de series y posee un
conocimiento elemental de topologia.

1 Introduccién

El conjunto de Cantor de tercio medio es, probablemente, el mas usual
ejemplo y contraejemplo de cuantos se utilizan en el estudio de ciertas
dreas de las matematicas. Fue construido por primera vez a fines del
siglo XIX por Georg Cantor para resolver un problema que se habia
planteado en el marco de la naciente topologia, a saber, si existia 0 no
un subconjunto compacto no vacio de R que fuera totalmente disconexo
y denso en si mismo. Cantor probé que si existe, mas tarde ya en el
siglo XX se demostré que todos los conjuntos con estas caracteristicas
son topolégicamente equivalentes (homeomorfos). El presente trabajo
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reune una buena cantidad de los resultados mas interesantes respecto
a este famoso objeto.

Antes que nada se recordara cual es el proceso de construccién del
conjunto de Cantor. Supdngase que al intervalo cerrado [0,1] se le
divide en tres subintervalos de igual longitud: [0,1/3], (1/3, 2/3) y
[2/3, 1] y que se le quita el tercio medio, a saber el intervalo (1/3,
2/3). El conjunto que queda esté constituido por los intervalos [0,1/3] y
[2/3, 1]. Supéngase ahora que cada uno de estos intervalos es dividido
a su vez en tres partes iguales y que se quitan los tercios medios de cada
intervalo. Si repetimos este proceso una infinidad de veces obtendremos
el conjunto de Cantor. Es decir, si denotamos por C, a la unién de
todos los intervalos cerrados que permanecen hasta el paso n (o n-ésima
iteracion), el conjunto de Cantor es C = Jim C,.

Denotemos por J,; al i-ésimo intervalo presente en la n-ésima ite-
racion y por I ; al j-ésimo ausente en la misma iteracién. Como se
puede observar en la tabla siguiente

271
Cn = U Jn,k.
k=1

Ademas
o0
C=[C
n=1
Iteracién n Cn
0 J011 = [0’ 1]
1 Ji1=0,3), 12 = [3,1]
2 Jan =0, 51, 22 = [§, 3] J23 = [5, 51 Jaa = [51]
3 J31 =0, %] Jap = (&, 2], Ja3 = [, &), J34:[%,%]
3 (cont) | J3s =[5, B Jas = 37 31 Jar = (3, B). Jai = (38, B

2 Medida y cardinalidad

Sea 1 1a funcién de medida (longitud) en R, C el conjunto de Cantor
de tercio medio y C¢ el complemento del mismo ( C¢ =[0,1]\ C )
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Teorema 1 p(C) =0

Demostracion:

00 2 % o0 2 i
A+1:1+Z(—) =Z(—) :
=1 \3 =0 \3
Esto es una serie geométrica con razén % < 1y por lo tanto converge
1 1
3 3
de donde: A = 2 y entonces
() =1ta=1
uC) =54=1.
Ademis
u((0,1]) = 1.

Por lo tanto
pC)=1—p(C)=1-1=0.

Proposicién 1 Si [a,b] es un intervalo del tipo J,, entonces b es
maltiplo impar de (1/3)™.

Demostracion: (Por inducci6én sobre n).
n=1
Ji1

=)

2 2 1
wa=[2=ba()
b2 [3] 3°°\3
Ahora suponemos que la proposicién es valida para n = s — 1, es

decir,
R R+1
Js-1)k = [33—_1 3—_1]

donde R es par.
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[n=s]
Al construir los conjuntos J, dentro de J(s-1),x Para el siguiente nivel
de iteracién tenemos:

3R 3R+1} 3R+2 3(R+1)
AT O T T

Dado que R es par R = 2q para alguna g € Ny 3R = 3(2¢) = 2(3¢)
es par. Por lo tanto
3R+ 1 esimpar.

Adema3s

3(R+1) R+1
3s - 3s—1

el cual era impar por hipétesis .
[

Ahora se utilizaran las expresiones ternarias de los niimeros en el
intervalo unitario, recuérdese que en dichas expresiones solo son posibles
los digitos 0, 1 y 2 y cada posicién en el nimero corresponde a una
potencia de 1/3.

Proposicion 2 Si z es un miltiplo impar de una potencia de 1 /3 en-
tonces existe una erpresion ternaria finita para x.

Demostracion:
1\ " 25—1 1\
z=(2s—1 (—) = (—)
e-1(3) =X (3
y esta sumatoria, evidentemente se expresa en, a lo mas, n digitos

ternarios. [ ]

Proposicion 3 Siz es un maltiplo impar de una potencia de 1 /3 con
representacion ternaria finita 0.t,¢...t, entonces existe i € {1,2,...,n}
tal que t; = 1.

Demostracion: (por reduccién al absurdo)
z es multiplo impar de una potencia de 1/3, por lo tanto

r=(25~1) (%)k
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Supdngase que tiene una representacién ternaria finita (0.ty,ty,...t,)
donde para toda ¢ € {1,2,...,n} se tiene que t; € {0, 2}.
Sea dy, dy, ..., d la sucesién creciente de indices tales que

ty, =2 para toda j€{1,2,..r}

entonces
1\ % 1\ % 1\*
NGO A 1\
= 2|{= o T
[(3) +(3> * T(3) ]

_ l3"f—d1 +34-d2 4 1}

34

Sea s =344 4 34—% 4 11 entonces

1\ %
T=2s(=
(5)
lo que contradice la hipétesis de que z es miltiplo impar de una potencia
de 1/3. ]

Teorema 2 Para todo n € N la expresion ternaria de los elementos de
I\ para toda k € {1,2,...,2" — 1} tiene, al menos, un 1 involucrado.

Demostracion: De las proposiciones 2 y 4 se deduce que para toda
n € N-los extremos derechos de los intervalos J,, x que son los extremos
izquierdos de los I, ; tienen una representacion ternaria con, al menos
un 1 involucrado. Ademads, dado que todos los elementos de I, x dis-
tan de su extremo izquierdo en menos que (1/3)" entonces la expresién
ternaria de dicho extremo es un subconjunto de la expresién correspon-
diente a cualquier elemento de I, . Es decir, si la expresién ternaria
del extremo izquierdo de un I, es 0.a;a;...a,, entonces la expresion
- ternaria de cualquier punto de I, x es 0.a1a3...anb1 bs... donde, al menos
uno de los digitos a; es 1. ]

Proposicién 4 El conjunto de Cantor tiene una cardinalidad mayor
0 igual a la del intervalo [0, 1).
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Demostracion: Denotaremos por # A la cardinalidad del conjunto A.
Considérese la expresion binaria de todos los elementos del intervalo
0,1)eR
Para todo z € [0, 1) tenemos que

Tr = 0b1b2

donde b; € {0,1} para todo z € N.
Definase la funcién f como sigue

f(z) = 0.2b,2b,...

es decir sustituimos todos los 1’s por 2’s en la expresién binaria de z.

Lldmesele F a la imagen bajo f de [0,1). Claramente f es una
funcién biyectiva (es invertible). F estd constituida exclusivamente
por elementos de la forma 0.t,¢,... donde ¢; € {0,2} para todo ¢ € N.

Por lo tanto F C [0, 1], ademds #F = #[0, 1].

Si se considera a los elementos de F como expansiones ternarias de
los elementos de [0, 1] vemos que para todo z € F, paratodon € Ny
para todo k € {1,2,...,2" — 1}, z ¢ I, porque su expresién ternaria
tendria al menos un 1 involucrado, por lo tanto z € C, para todon € N.

En conclusién: z € C = F C C = #F < #C. |

Teorema 3 El conjunto de Cantor tiene la cardinalidad del continuo.
Demostracidn: Por la proposicién anterior #C > #10,1] .

Por construccién C C [0,1] = #C < #10,1].
Entonces

#C = #1[0,1] = 2%

3 Propiedades topoldgicas

Recuérdese que por C, denotamos la n-ésima generacién del proceso de
Cantor y por C al limite de C,, cuando n — oo.

Proposicién 5 Si z € C,, para alguna n € N entonces existe y € C tal
n
que |z — y| < (%) y T #y.
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Demostracién: z € C, = = € J,; para alguna k € {1,2,..,2""'}.
Sean y; y ¥ los extremos de dicho J, k.
Tenemos que:
1<z Y2

Sea y el extremo mads distante de z, es decir
y={n [z — 3| 2 |2 — v
Yo st |z—ya| >l -yl
entonces

12—yl <y — ol = <1)".
| = 3

Con C* se denota el conjunto derivado de C (es decir, el conjunto
de puntos de acumulacién de C).

Teorema 4 C C C*. FEs decir, el conjunto de Cantor es denso en st
mismo; todos sus puntos son de acumulacion.

Demostracion: Sea x € C = = € C, para todo n € N. Por lo tanto
para cada n € N existe y(n) € C tal que:

oyl < 5
m —_— —

yl< o
y = # y (por la proposicién anterior).

Sea e >0y N tal que

—In(e)
<N
In(3)

1 Ny
& —logz (e) < N & —log; (e) < N log; (3) & - <3V e (5) <e¢
N
entonces existe y (V) talque y £z y |z — y| < (%) < ¢ por lo tanto:

rzelC*=Ccc®

Proposicién 6 Para todo n € N, C, es cerrado.
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Demostracidén: Por definicion:

2n-1

Cn = U Jn,k
k=1

y cada J, es un intervalo cerrado. La uni6n finita de conjuntos cer-
rados es un conjunto cerrado. Por lo tanto para todon € N, C, es
cerrado. (]

Teorema 5 C es cerrado.

Demostracion: Para todo n € N, C,, es cerrado, por la proposicién
anterior.
Por definicién:

o
c=Nc
i=1
C es la interseccién numerable de conjuntos cerrados, luego C es
cerrado. ]

Teorema 6 C es perfecto (cerrado y denso en si mismo).

Demostracion: Del teorema 4 y el teorema 5 se deduce inmediatamente
lo deseado. ]

Por B, (z) se denotard la bola abierta de radio 7 y centro en z.

Proposicién 7 Siz € C, , (n > 0) entonces B.(z) NCE # @ con:
r=—
271.
(por C¢ denotamos [0,1]\ C, ).

Demostracion: Siz € C, = x € Jy; para alguna k € {1,2,...,2" — 1}.
Sean y1 y y2 los extremos de dicho intervalo. Es decir, Jn % = [y1, y2).
Por construccién del conjunto de Cantor:

1

91— vl = = <
U y2—3n on

Dado que z € [y;, yo] ocurre: y; < z < y, asi que

1 1
|y1—$|53—n<2—n
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Es decir la distancia de z a cualquier extremo del intervalo es menor
1
que Ine
Por lo que, necesariamente

1
r:-é-r—l=>B,(w)ﬂC;7é(b,

dado que el radio de la bola es mayor que la longitud total de J, . =

Recuérdese que un punto es interior de un conjunto si existe una
bola abierta centrada en él que esté completamente contenida en el
conjunto. Dencminaremos interior de un conjunto A al conjunto de
puntos interiores de A y lo denotaremos con A°.

Teorema 7 C° = { (el interior del conjunto de Cantor es vacio).

Demostracidn: Hay que probar que, para todo z € C y todo € > 0,
B.(z) no est4 contenida en C, es decir: B.(z) NC®# 0.

Sean z un punto cualquiera de C y € > 0 entonces z € C,, para toda
n € N dado que C C C,,.

Entonces, paracadan € N, sir = 2%, , ocurre:

B.(z)NC. # 0= B, (x)NC#0

dado que: C; C C°.

Sea N tal que:
—In(e)
In (2)

<N
de donde

1 1
—log,(e) < N log,(2) & =< 2V & v <€

por lo tanto
B Jr (z) C Be(x)

B;lv(x)ﬂcc¢@=>Bg(z)ﬂCc#@
n

Definicién 1 Una cubierta cerrada de un conjunto A es una coleccién
de conjuntos cerrados {E;} tal que A C U; (E;)
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Definicién 2 La cerradura de un conjunto A es la interseccién de todas
las cubiertas cerradas de A. Es decir, es el minimo conjunto cerrado
que contiene a A. La cerradura de A se denotard con A™.

Definicién 3 Un conjunto A es denso en ninguna parte si y sélo si el
interior de la cerradura de A es vacio.

Teorema 8 C es denso en ninguna parte..

Demostracion: C~ = C y el interior de C es vacio, por lo tanto el interior
de C~ es vacio. |
4 Algo mas

Proposicién 8 Se tiene que 1/4 € C.

Demostracidon: Observacién

K
1/3-1/9<1/4<1/3 1
1/3-1/9<1/4<1/3-1/9+1/27 2
1/3-1/9+1/27—1/81 <1/4 <1/3—-1/9+1/27 3
1/3-1/9+1/27—1/81 <1/4<1/3—1/9+1/27 —1/81 +1/243 | 4
En general
1
con k impar: agy < 1 < ag
1
con k par: ai < 1 < Qg1
Donde

we 50

Por construccién ax € C para todo k € N dado que a es un extremo de
los intervalos cerrados que van quedando en C, a los que hemos llamado

Jn's.
5= {(2)) em ne
n=1\3 con n .

Definimos
La sucesién S, es decreciente y de términos mayores que cero para todo

n € N. Ademas N
lim (5) =o.
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Entonces, por la prueba de las series alternantes de Leibniz
> (3) v
n=1 (3
converge.
Sea
> (35) o
—_ — =a
n=1 3
ahora bien, dado que todos los puntos de acumulacién de C estdn en C
y dado que, para cada k € N la suma parcial
k

a =) (%)n(—l)'l”1

n=1
es elemento de C, se tiene que a es elemento de C dado que es punto
de acumulacién de la sucesién de sumas parciales y cada suma parcial
esta en C.
Ahora se mostrard que a = 1/4. Para ello se separara la serie
original en dos series

1. La suma de términos negativos

£ @) o507

m=0

Esta es una serie geométrica con razén (1/3)2 < 1 y por lo tanto

converge a
1

C+1=1_

9

s 8
de donde

ol

8

2. La suma de los términos positivos
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5 Generalizaciones

Es posible generalizar el proceso de construccién del conjunto de Can-
tor, ya sea dividiendo el intervalo original en mds partes y quitando
distintas porciones de éste o bien haciendo algo similar en un objeto de
mas de una dimensién.

Un ejemnplo de lo que puede obtenerse con objetos bidimensionales
es el llamado tridngulo de Sierpinski. Su proceso de construccién es
como sigue: inicialmente se tiene un tridngulo equildtero relleno (es
decir, con sus puntos interiores) de lado 1, utilizando como vértices los
puntos medios de cada lado del tridngulo original, se traza otro que
divide al original en cuatro regiones triangulares de la misma &rea, se
extrae el tridngulo central y se repite el proceso con cada uno de los
tres tridngulos que permanecen en el conjunto hasta el momento. Si
el proceso se itera indefinidamente al final se obtiene el tridngulo de
Sierpinski.

Es facil observar que el drea cubierta por la generacién nimero n
del tridngulo de Sierpinski es A, = (3/4)"Ao donde Ay es el area del
tridngulo inicial. En el limite, cuando 7 tiende a infinito, del area
cubierta es cero. Es decir, al igual que el conjunto de Cantor, tiene
medida cero y sin embargo posee la potencia del continuo. Ambos
son objetos que tienen tantos puntos como el espacio donde viven pero
ninguno de ellos contiene un trozo (disco o intervalo) de ese espacio.

A decir de Benoit Mandelbrot el tridngulo de Sierpinski y el conjunto
de Cantor son més deshilados que un plano y una recta respectivamente
pero mas gordos que una linea o un conjunto de puntos aislados. Para
caracterizar objetos tan extranos el mismo Mandelbrot inventé el con-
cepto de dimension fractal en la década de los 80 de este siglo.

La dimensién fractal es una generalizacién del concepto de dimen-
sién topolégica que estamos acostumbrados a usar cuando decimos que
un plano tiene dos dimensiones y un cubo tres. A diferencia de la
dimensién topoldgica, que siempre es un nimero entero, la dimensién
fractal puede ser un nimero real cualquiera.

Si el lector dibuja algunas de las distintas etapas sucesivas de cons-
truccion del conjunto de Cantor o del tridngulo de Sierpinski notara que
en la etapa n del proceso se ve lo mismo que se vié en la etapa n — 1
pero a una escala menor. El aspecto general del todo se reproduce en
cada una de sus partes. Esta propiedad es caracteristica de los objetos
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fractales y se denomina autosimilitud.
En el caso particular de objetos autosimilares tan sencillos como el
conjunto de Cantor y el tridngulo de Sierpinski, la dimensién fractal es

el cociente:
D— In(N)
In (%)
donde N es el nimero de veces que se reproduce el objeto inicial en
la primera generacién y € es la escala a la que se encuentran las di-
mensiones de las reproducciones. En caso del conjunto de Cantor en
la primera generacién quedan dos (N = 2) intervalos iguales al [0, 1]
pero a escala 1/3 (¢ = 1/3) del original; asi que la dimensién fractal
del conjunto de Cantor es:
p, = 23)__ 1) 63
In (1}—3) In(3)
lo que corresponde con la idea intuitiva de que el conjunto de Cantor
es mas gordo que los puntos pero mas deshilado que un segmento de
recta. En el caso del tridngulo de Sierpinski donde quedan 3 tridngulos
equildteros con lado igual a la mitad del original:

_ In(3)  In(3)
b= In (1}—2) ~ In(2)

que andlogamente coincide con la idea de que el objeto en cuestion es
algo que estd entre una linea y un plano.
Asi como el tridngulo de Sierpinski existen muchos otros objetos

~ 1.58

extrafios y fascinantes, hablar de ellos rebasaria con mucho los obje-
tivos de un articulo sobre el conjunto de Cantor. Sin embargo el lector
interesado podra consultar las obras sobre fractales mencionadas al fi-
nal de este documento. Especialmente recomendables son los primeros
capitulos del libro de Mandelbrot y el apéndice sobre curvas patoldgicas
del libro de Kasner y Newman.

6 Conclusiones

Como se ha visto, el conjunto de Cantor reune las caracteristicas mas
aparentemente contradictorias e interesantes. Tiene una infinidad no
numerable de puntos pero ningin intervalo cabe en él, es denso en si
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mismo pero también denso en ninguna parte y contiene muchos mas
puntos que los extremos de los intervalos que se forman durante el
proceso de construccién. Por si esto fuera poco nos abre las puertas de
la geometria fractal, una rama muy joven y sin embargo muy extensa
de las matematicas.

A pesar de que este articulo se ha dedicado casi exclusivamente
al conjunte de Cantor no agota la exploracién de este objeto. Hay
aln cosas interesantes que hacer. Por ejemplo: hacer un programa de
computadora que reciba como dato n y que mediante recurrencia dibuje
en la pantalla las primeras n generaciones del proceso de construccion
del conjunto; o bien considerar el intervalo [0, 1] como una barra de
material con masa unitaria y sin volumen (objetos de uso comin en la
fisica) y pensar que siempre que se retira un intervalo la masa de éste
se redistribuye uniformemente entre los que quedan, de tal forma que
la masa total del conjunto se conserva y luego dibujar la grafica de cada
una de las funciones:

gn(z) = /0:” Pndz

donde p, es la densidad lineal de los segmentos de barra de la generacién
n; gn(z) es la cantidad de masa contenida desde 0 hasta x en el conjunto
de Cantor de generacién n, asi que siempre g,(1) = 1 para toda n. El
lector curioso sin duda pronto averiguard por qué a la funcién g(z) =
limy, 0 gn(z) se le denomina la escalera del diablo.

También con ayuda de una computadora es posible explorar otros
objetos igualmente fascinantes, como el ya mencionado tridngulo de
Sierpinski y algunos otros que se encuentran en la literatura mencionada
a continuacién.
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