MISCELANEA MATEMATICA 37 (2003) 15-28 SMM @

Panorama, de la Clasificacién Lipschitz y
Uniforme de los Espacios de Banach

César Luis Garcia
Departamento de Matematicas
Instituto Tecnolégico Auténomo de México
Rio Hondo # 1
01000 México, D.F.

México

clgarcia@itam.mx

1 Introduccion.

Este articulo es una breve incursién a aspectos no lineales de los espa-
cios de Banach. Este es un campo de investigacién que, si bien puede
trazar sus origenes a principios de los anos treinta del siglo pasado y
ha tenido un desarrollo lento pero constante, no es sino hasta estos
ultimos seis anos que ha recibido un empuje considerable. Nos limi-
tamos a presentar un panorama general y ciertamente incompleto de
esta drea de las Matemadticas: nada de entrar en detalles técnicos que
podrian ponernos rapidamente en aprietos. Los resultados, en general
profundos y producto de un arduo trabajo de investigacién, se enun-
cian sin demostrar puesto que las dificultades técnicas van mas alld del
propésito de estas notas. Asi, solamente la Proposiciéon 4 y el Lema 13
podrian considerarse como ejercicios para el lector:) . Asimismo formu-
lamos algunas preguntas bésicas en el drea que siguen siendo problemas
abiertos. Referencia esencial para conocer mas detalles, otros aspectos
y direcciones de estudio sobre el ramo, es el excelente compendio de Y.
Benyamini y J. Lindenstrauss ([BL)).

El autor agradece las valiosas sugerencias del arbitro para mejorar la
presentacion de este articulo y la amable invitacién del Dr. Guillermo
Pastor para colaborar con Misceldnea Matematica.
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2 Conceptos basicos.

Los espacios de Banach fueron estudiados por primera vez en forma
general por Stefan Banach alrededor de 1922 segin el mismo refiere en
(B, pdg. 53]. En [B], Banach dice que un espacio vectorial X es de tipo
B (si, B de Banach) si el espacio es normado y la norma es completa,
es decir, si existe una funcién || - || : X — Rt U {0} (una norma) tal que
para todo z,y € X y a € R se tiene que

L Jjolf =0y ||lz]| > 0siz #0,
2. |laz|| = lof li=l,
3. [lz +yll < ll=l| + Iyl

y esta norma satisface que para toda sucesioén (z,) ; en X para la cual

n=1

limy, 00 [|Zm — Znl| = 0, existe z € X tal que limp o0 ||72 — z|| = 0.
Asi, en los espacios de Banach (X) se conjugan dos estructuras:

e La estructura lineal — X es un espacio vectorial.

e La estructura topoldgica — X es un espacio normado.

La norma (|| - ||} da la topologia cuyos abiertos basicos son las bolas
abiertas: B,(z) = {y € X : |ly — z|| < r} y las estructuras lineal y
topoldgica se ligan via la continuidad de las operaciones vectoriales de
suma y producto por escalar.

3 Los Clasicos.
Ejemplos clésicos de espacios de Banach son:

1. (&,] - llp),1 < p < 00, el espacio de dimensién n, con norma

n

1/p
(1, 22, - s Zu)llp= (Z Ixil”) y l(z1, 22, - . ,wn)lloo=ls<ug {lz:l}
<ikn

n=]
2. (€|l - llp),1 < p < o0, el espacio de sucesiones p-sumables con
norma

o

1/p
(@1, z2, . )llp = (Z |$i|p) y l(z1, 22, o = sup {|z:|}
1<i<o0

n=1
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3. ¢, el espacio de sucesiones numéricas que son convergentes con la
norma || - ||eo-

4. ¢, el subespacio de ¢ que consiste de las sucesiones que convergen
a cero.

5. C([0,1]) el espacio de funciones continuas f : [0,1] — R con
norma || f|| = sup{|f(z)| : = € [0, 1]}

6. Ly([0,1]), 1 < p < o0, el espacio de funciones p-integrables (con
la convencién usual sobre las clases de equivalencia) con norma:

1 1/p
fll = (/0 |f(t)P dt) ¥ | fllc = inf{c: |f| < ¢ casi dondequiera}

Nota: En las siguientes secciones X y ) denotaran espacios de Ba-
nach reales de dimensién infinita. Tambien recordemos que un espacio
normado es separable si contiene un conjunto denso numerable.

4 De que se va a tratar esto.

En vista de las dos estructuras basicas que posee un espacio de Banach,
las relaciones naturales entre dos espacios de Banach son las funciones
lineales y continuas. La continuidad de una funcién lineal se carac-
teriza de la siguiente manera: Si X y ) son espacios de Banach, una
funcién lineal T : ¥ — ) es continua si y solo si existe una constante
M > 0 tal que ||Tz|| < M||z|| para toda z € X. Note que esta caracte-
rizacién en particular prueba que para funciones lineales la continuidad
es equivalente a la continuidad uniforme. Tambien estamos ahora en
condiciones de definir un espacio de Banach muy especial: el espacio
de todas las transformaciones lineales y continuas 7' : X — ) con
IT|| = sup{||Tz|| : ||z|| = 1}. El caso particular J = R es relevante: se
llama el espacio dual de X y se denota por X*.

Las transformaciones lineales permiten una primera clasificacion de
los espacios de Banach: dos espacios de Banach seran linealmente equi-
valentes o isomorfos si y solo si existe una transformacion lineal biyecti-
va y continua entre ellos (la inversa resulta lineal y continua). Diremos
tambien que un espacio de Banach X es linealmente equivalente a un
subespacio del espacio de Banach ) si existe una transformacion lineal,
continua e inyectiva 7' : X — ).

Buena parte del desarrollo de la teoria de espacios de Banach es
motivado por encontrar en un espacio de Banach dado, subespacios
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que sean linealmente equivalentes a alguno de los espacios de Banach
clasicos o bien ver si el espacio de Banach es linealmente equivalente a
un subespacio de algin clasico. Por otro lado, y esto es lo que motiva
este escrito, como espacios topoldgicos los espacios de Banach pueden
relacionarse via una funcién que no sea lineal y una pregunta natural
seria:

. Cuales son las posibles “consecuencias lineales” que surgen de esta
relacion?

Por ejemplo, si f : X — Y es inyectiva, continua y no-lineal ;serd X
linealmente equivalente a un subespacio vectorial de Y7 La respuesta a
esta pregunta es en general que no. Sin embargo, puede ser que la mera
continuidad de la funcién sea una condiciéon muy débil para obtener
alguna ganancia lineal. Pero entonces, ;qué clase de funciones no-
lineales entre espacios de Banach podrian ser de interés? (en el sentido
que la relacién no lineal entre los espacios implique alguna relacién
lineal entre ellos). Veamos los siguientes resultados para aclarar el
panorama:

Mazur y Ulam [MU, ’32] demostraron la siguiente

Proposiciéon 1. Si X, ) son espacios de Banach y T : X — Y es una
isometria (i.e., [Tz — Tyl|| = |jz — y||) suprayectiva tal que TO = 0
entonces T es lineal.

El resultado de Mazur y Ulam dice que la estructura lineal de un
espacio de Banach, esta completamente determinada por su estructura
como espacio métrico. Por otro lado se tiene el resultado de Kadec [K,
67):

Proposicién 2. Cualesquiera dos espacios de Banach separables de
dimension infinita son homeomorfos (i.e., existe una funcidn biyectiva,
continua y con inversa continua entre ellos).

Este es el otro extremo: el resultado de Kadec dice que la estructura
de un espacio de Banach como espacio topoldgico no da informacién
sobre su estructura lineal ya que hay espacios de Banach separables
que no son isomorfos aunque topoldgicamente sean “el mismo”.

Los dos resultados anteriores sugieren considerar funciones no-li-
neales no tan “rigidas” como las isometrias pero no tan “laxas” como
las continuas. Existen varias clases de funciones en este rango cuyo
estudio, en el contexto aqui explicado, ha conducido a una teoria rica e
interesante donde interaccionan la topologia, la teoria geométrica de la
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medida, la probabilidad, el analisis arménico, el andlisis combinatorio y,
por supuesto, la geometria de espacios de Banach. Aqui nos limitaremos
al caso de funciones Lipschitz y de funciones uniformemente continuas
entre espacios de Banach, pero queremos hacer notar que existen otras
clases de funciones que han sido y son ampliamente estudiadas en el
sentido de este escrito (ver, por ejemplo [BL]).

5 Inmersiones Lipschitz y uniformemente
continuas.

Recordemos que una funcién f : X — Y es Lipschitz si existe una
constante C > 0 tal que ||f(z) — f(¥)|| < C||lz - y|| para todo z,y € X.
Ahora supongamos que f : X — ) es una inmersion Lipschitz, es decir
f es una funcién Lipschitz e inyectiva.

iSera X linealmente equivalente a algin subespacio de Y7

La pregunta se puede reformular y preguntar si es posible producir
a partir de f una transformacién lineal e inyectiva de X a Y. La pri-
mera idea, como en cdlculo diferencial, es . .. jcalcular la derivada!. En
espacios de dimensioén infinita hay varias nociones de diferenciabilidad,
tomemos la extension natural de la derivada en dimensién finita:

Definicién 3. Si G C X es abierto, una funcién f : G — Y es Gateauz
diferenciable en xo € G si para todo u € X el limite

Dy(zo)u := im(f (2o + tu) — f(z0))/t

eziste y Dy(zo) : X — Y es una transformacion lineal y continua.

La existencia de la derivada de Gateaux en algin punto es suficiente
para lograr nuestro objetivo:

Proposicién 4. Si f : X — Y es una inmersion Lipschitz y Ds(zo)
eziste para algin xo € X entonces D¢(zo) : X — Y es una inmersion
lineal (i.e. X es isomorfo a un subespacio de )).

La pregunta inmediata es: ;cudndo una funcién Lipschitz es Gateaux
diferenciable en algin punto?

Una condicién general que garantiza la existencia de la derivada de
Gateaux es la propiedad de Radon-Nikodym:
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Definicién 5. Un espacio de Banach Y satisface la propiedad de Radon-
Nikodym (PRN) si toda funcion Lipschitz f : [0,1] — Y es diferenciable
c.d. (casi dondequiera, con respecto a la medida de Lebesgue).

La PRN es una concepto que ha sido ampliamente estudiado y
hay muchisimas caracterizaciones de ella (ver, por ejemplo [DU]). Es
de hecho una propiedad geométrica que gozan muchos de los espacios
de Banach que llamamos cléasicos. Algunas excepciones son: C([0, 1]),
co, L1([0,1]), £w, etc. Sin embargo para nuestros fines la PRN nos
da el siguiente Teorema que generaliza el bien conocido Teorema de
Rademacher sobre diferenciacién c.d. (con respecto a la medida de
Lebesgue) de funciones Lipschitz con dominio en un abierto de R,

Teorema 6. Sea f una funcién Lipschitz de un espacio de Banach
separable X en un espacio de Banach Y con PRN. Entonces [ tiene
derivada de Gateaur c.d.

El casi dondequiera (c.d.) en el Teorema anterior se refiere al com-
plemento de cierto conjunto nulo. Existen varias nociones de conjuntos
nulos en espacios de dimensién infinita (ver, por ejemplo [BL, Cap. 6])
y cualquiera de ellas es 1til en este contexto. Para nuestros fines basta
con saber que hay abundancia de puntos donde la funciones Lipschitz
son Gateaux diferenciables. El Teorema 8 fué demostrado de manera
independiente por varios matemdticos (N. Aronszajn, J. Christensen,
P. Mankiewics) cada uno usando una nocién diferente de conjunto nulo
([BL, pag. 155]).

Comentario: ;Que pasa cuando Y no satisface la PRN?. Por
ejemplo se sabe que espacios como £, o L,([0,1]), 1 < p < o0, no
son isomorfos a subespacios de ¢y, que recordemos no tiene la PRN,
luego cualquier inmersién Lipschitz de alguno de esos espacios en ¢y no
es Gateaux diferenciable en algin punto. Por otro lado, en el caso de
L,([0,1]), aunque no se sabe, es bastante probable que cualquier espacio
de Banach que es Lipschitz inyectable en L;(]0,1]) sea isomorfo a un
subespacio de L;(]0, 1]) (se sabe al menos que es cierto para espacios de
Banach reflexivos), si esto es cierto se tendria un caso de linearizacién
que no apela a diferenciacién.

Para el caso cuando f : X — ) es inyectiva y uniformemente conti-
nua (note que las funciones Lipschitz son en particular funciones uni-
formemente continuas) el dnico resultado significativo de linearizacién
que se conoce es €l siguiente Teorema de I. Aharoni, B. Maurey y B.
Mityagin ([AMM]) para el espacio Y = £5:
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Teorema 7. Eziste una funcién inyectiva, uniformemente continua de
un espacio de Banach X en {5 si y solo si X es isomorfo a un subespacio
de Ly([0,1]) (el espacio de funciones medibles en [0,1] con la topologia
de convergencia en medida, que por cierto no es un espacio de Banach).

6 Aqui se pone mas emocionante.

Comencemos con un par de definiciones: diremos que dos espacios de

Banach X y Y son Lipschitz equivalentes (X £ V) siexiste f: X = )Y
biyectiva y bi-Lipschitz (i.e., tanto f como f~! son Lipschitz). Simi-
larmente, X y ) son uniformemente equivalentes (X = V) si existe
f : X — Y biyectiva y bi-uniforme (es decir, tanto f como f~! son
uniformemente continuas).

En esta seccion incursionamos brevemente sobre lo que se sabe y
no se sabe sobre la siguiente pregunta: si X y ) son espacios de Ba-
nach Lipschitz equivalentes o uniformemente equivalentes, ;seran X y
Y isomorfos (linealmente equivalentes)?

De la seccién anterior sabemos que si comenzamos con una funcién
Lipschitz biyectiva f y su derivada de Gateaux existe para algin o € X
entonces Dy(zg) es inyectiva. El pelo en la sopa es que en esta seccién
nos interesa que tambien D(zo) sea suprayectiva (sobre) para tener un
isomorfismo entre los espacios de Banach. Desafortunadamente esto no

siempre sucede, como lo muestra el siguiente ejemplo de D. Ives y D.
Preiss [IP]:

Proposicién 8. Eriste una equivalencia Lipschitz f : £y — £y que es
Gdteauz diferenciable en todo punto tal que Df(0) : £, — €3 no es sobre.

Uno podria preguntarse si en el ejemplo de Ives y Preiss se podria
elegir un punto distinto de cero en el cual calcular la derivada de
Gateaux y esperar que en este nuevo punto la derivada ahora si fue-
se sobre, sin embargo no se sabe como elegir un “buen punto” en el
cual calcular la derivada. La derivada de Gateaux en principio parece
no ser de mucha ayuda aqui. ;Que tal si exploramos otra nocién de
diferenciabilidad?

Definicién 9. Si G C X es abierto, una funcién f : G — Y es Fréchet
diferenciable en vo € G si es Gateaur diferenciable y el limite que
define a la derivada de Giteauz es uniforme en u (la direccidn), o
equivalentemente si

f(zo +v) = f(xo) + Dy(zo)v + o(|jv]]) cuando |jv]| = 0
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En dimensién finita las nociones de Gateaux y Fréchet diferencia-
bilidad coinciden por la compacidad de la bola unitaria, pero en di-
mension infinita son distintas; por ejemplo, la funcién f : L([0, 1]) —
L,([0,1]) dada por f(g) = sen(g) es Gateaux diferenciable en todo
punto (D¢(g)(u) = cos(g) - u) pero no es Fréchet diferenciable en algin
punto.

Las buena noticia es que si f : X — ) es una equivalencia Lipschitz
y [ es Fréchet diferenciable en algin punto zy € X entonces Dy(zo) :
X — Y es un isomorfismo.

Las malas noticias son: que es comin que las funciones Lipschitz
no tengan puntos de diferenciabilidad de Fréchet, mds atn, no hay un
criterio general que garantize la existencia de la derivada de Fréchet. De
hecho el tinico resultado general que se conoce es un teorema bastante
profundo y dificil de D. Preiss [P]:

Teorema 10. Si X es un espacio de Banach con dual separable y f :

X — R es Lipschitz entonces f es Fréchet diferenciable en un conjunto
denso de X.

La desventaja de este resultado es que la existencia de puntos de
diferenciabilidad de Fréchet se garantiza en un subconjunto denso de X
en lugar de algo més deseable como el complemento de un conjunto nulo
de X ([BL, Cap. 6]). Esto hace, por ejemplo, que del Teorema de Preiss
no se pueda deducir si es posible que dos funciones Lipschitz de X en R
tengan un punto de Fréchet diferenciabilidad en comin (que equivale
a cambiar R por R? en el Teorema de Preiss). Este, por cierto, es un
problema abierto cuya solucién garantiza la fama (aunque quizd no la
fortuna).

Criterios generales para deducir equivalencia lineal de equivalen-
cia Lipschitz entre ciertos espacios de Banach fueron descubiertos por
Heinrich y Mankiewics [HM]. Ellos, usando técnicas de ultraproductos
de espacios de Banach, demostraron que:

Teorema 11. Si X £ Y via f, X y Y separables, X es un espacio dual
y Dy(xo) eriste para algin zo € X entonces Dy(xo) es un isomorfismo
de X con un subespacio complementable de Y , es decir, Y es isomorfo
a D¢(zo)(X) @ W para algin subespacio W de Y.

y que,

Corolario 12. §i X, Y son espacios duales, separables y X £y en
tonces cada uno de ellos es isomorfo a un subespacio complementable
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del otro, es decir X es isomorfo a Y®V y Y es isomorfo a X®W para
algunos subespacios V C X y W C ).

Con los dos resultados anteriores y un resultado de la teoria de
espacios de Banach (el Método de Descomposicién de Petczynski [LT,
pag. 54]) fué posible concluir que si X es £, o L,([0,1]), 1 < p < o0,

yYy £ % entonces Y es isomorfo a X. Para el caso de ¢; el resultado
tambien es cierto si se asume que ) es un espacio dual (i.e., ) es
isomorfo a algin X*. Por ejemplo ¢; es un espacio dual ya que ¢§ = ¢;).
Cuando Y no es un espacio dual el problema esta abierto, igualmente
el caso X = Ly([0,1]) es un problema abierto.

7 El caso uniforme.

7 . ¢z u
;,Cudl es la situacién en el caso X = )7

Respecto a la clasificacién uniforme un lema sencillo ha sido una de
las herramientas fundamentales en el analisis del problema:

Lema 13. 51 f : X — Y es uniformemente continua entonces f es
Lipschitz para distancias grandes, es decir, para toda 0 > 0 existe una
constante K = K () tal que st ||z — y|| > § entonces ||f(z) — f(y)|| <
Kllz -yl

El lema sugiere que de alguna manera el andlisis de funciones uni-
formemente continuas entre espacios de Banach se puede cambiar al
de funciones Lipschitz. Por ejemplo si f : X — Y es uniformemente
continua entonces el mapeo  — lim,,_,o, n~} f(nz) es Lipschitz siempre
que el limite exista. La existencia del limite se puede remediar usando
la nocidén de ultraproducto. La ultrapotencia de un espacio de Banach
con respecto a un ultrafiltro no trivial U, Xy, es el espacio de todas las
sucesiones acotadas Z = (1,29, .. .) de elementos de X con la seminor-
ma ||Z||y = lim,ey ||2n|]. M6dulo sucesiones de seminorma cero, X, es
un espacio de Banach.

La primera ventaja en el uso de ultrapotencias es que si X =) via f
entonces X = Yy via f(x1,22,...) = (f(z1), f(222)/2, f(323)/3,...).
Otra ventaja es que atn cuando X;; es bestialmente mas grande que
X, X es isométrico a un subespacio de X;; y ademads los subespacios de
dimensién finita de X;, son esencialmente los mismos que los de X. Que
dos espacios de Banach X y ) tengan los mismos subespacios de di-
mension finita se dice asi: existe una constante C' > 0 tal que para todo
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E C X de dimensién finita existe F' C Y tal que d(E, F) < C'y vicever-
sa, donde d(E, F) = inf{||T|||T"||: T : E — F es un isomorfismo} es
la distancia de Banach-Mazur de E a F'.

Sin entrar en mas detalles de ultraproductos, diremos que con esta
técnica fué posible demostrar que cuando X = Y resulta que los espacios
X y Y tienen esencialmente los mismos espacios de dimensién finita, en
otras palabras la estructura uniforme de un espacio de Banach deter-
mina la estructura lineal de sus subespacios de dimensién finita [HM].
Este resultado, por cierto, habia sido demostrado con anterioridad con
técnicas de tipo combinatorio por M. Ribe [R].

Una consecuencia sencilla de la discusién anterior fué el siguiente
resultado de P. Enflo (’70, sin publicar) que dice que los espacios de
Hilbert separables si estdn determinados por su estructura uniforme.

Teorema 14. Si X = ¢, entonces X es isomorfo a fs.

Lo natural ahora seria preguntarse si el Teorema de Enflo es vélido
para £,, 1 < p < co. La respuesta es que si siempre que 1 < p < o0 (jel
caso p = 1 sigue siendo un problema abierto!). La historia de como se
llegé a la demostracién del caso 1 < p < 0o es como sigue:

Sabiendo que los homeomorfimos uniformes preservan la estructura
finito dimensional de los espacios de Banach, los matematicos se pre-
guntaron si espacios como ¢, y L,([0,1]), 1 < p < o0, que tienen los
mismos subespacios de dimensién finita y no son isomorfos (p # 2) ,
podrian ser uniformemente homeomorfos. Resulté que no y la demos-
tracién se did en tres abonos:

e Caso p=1— P. Enflo ’69, sin publicar.

e Caso 1 < p< 2— J. Bourgain ’87 [B]

i

e Caso 2 < p < 0o — E. Gorelik ’94 [G].

El argumento de Gorelik funciona de hecho para 1 < p < cc. Esen-
cialmente, Gorelik probé que no puede haber una funcién de £, en L,
tal que tanto f como f~! sean ambas Lipschitz para grandes distan-
cias. Lo relevante del asunto es que W. B. Johnson, J. Lindenstrauss
y G. Schechtman, en un articulo que se considera piedra angular en la
teoria no lineal de los espacios de Banach ([JLS]), leyeron entre lineas el
argumento de Gorelik y encontraron el siguiente principio fundamental:
un homeomorfismo uniforme entre espacios de Banach no puede man-
dar una bola de radio grande de un subespacio de codimensién finita en
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una vecindad pequefia de un subespacio de codimensidn infinita; esto
cuantitativamente se escribe asi:

Principio de Gorelik. Supongamos que X =Y via f y que f manda
una bola cerrada con centro en el origen y de radio v de un subespacio
de codimension finita de X en una p-vecindad de un subespacio de codi-
mensidn infinita de Y (i.e. un subconjunto de Y de la forma B,(0)+V,
V de codimension infinita), entonces Qp-1(2p) > /4 donde

Q1) = sup {|If7(x) - fT W}

z,y€X
llz—yli<t

es el mddulo de continuidad de f~

La formulacién de este Principio en [JLS] no es muy dificil de de-
mostrar, el argumento depende de dos lemas sencillos uno de los cuales
es consecuencia del Teorema de Punto Fijo de Brouwer. El Principio de
Gorelik fué una herramienta fundamental para concluir que si X = £y,
1 < p < o0, entonces X es isomorfo a ¢, ([JLS]) y tambien recientemen-
te para demostrar que si X es Lipschitz equivalente (sic) a co entonces
X es isomorfo a ¢y [GKL].

Concluimos esta seccién diciendo que si bien la teoria no lineal de
los espacios de Banach esta muy desarrollada, aun existen preguntas
bésicas sin contestar. No se sabe, por ejemplo, si los espacios de Banach
Ly([0,1]), 1 < p < o0, cg, 41, C([0,1]), entre otros, estdn determinados
0 no por su estructura uniforme.

8 Si ya llegd hasta aqui.

Quisieramos concluir este escrito con un breve esbozo de las considera-
ciones hechas para la nocién dual de inmersién lineal: el mapeo cocien-
te. Un espacio de Banach ) es un cociente de un espacio de Banach X
si existe una transformacién lineal, sobre y continua @ : X — ). La
primera pregunta que se ocurre en nuestro contexto es: si.) es ahora
un cociente Lipschitz o un cociente uniforme de X, ;Serd ) un cociente
lineal de X7

El primer impedimento al tratar de responder esta pregunta es que,
si queremos definir un cociente Lipschitz (uniforme) de X a Y simple-
mente como una funcién Lipschitz (uniformemente continua) y supra-
yectiva esto no es suficiente: se sabe que para todo espacio de Banach
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de dimensién infinita y separable existe un mapeo Lipschitz, Fréchet
diferenciable y suprayectivo sobre cualquier otro espacio de Banach se-
parable [Ba]. Sin embargo un minuto de reflexién llevé a la siguiente
idea:

SiQ : X — )Y es una transformacién lineal, continua y sobre en-
tonces, por el Teorema del Mapeo Abierto, se tiene que existe A > 0
tal que para todoz € Xy r > 0, Q(B,(z)) D Bx(Qz). Esta pro-
piedad de mapeos cocientes lineales es la que se observd era necesario
implementar en la definicién de cocientes no lineales, asi:

Definicién 15. Y es un cociente Lipschitz de X si existe una funcion
Lipschitz, sobre, f : X — Y y A > 0 tal que para todox € X yr > 0,

f(B,-(iL')) 2 B,\,-(f(l'))

Similarmente Y es un cociente uniforme de X si existe una funcion
uniformemente continua, sobre, f : X — Y, tal que para todo x € X y
r > 0 eziste w(r) = w(r,z) > 0 tal que f(B,(z)) D Buw)(f(x)).

Observaciéon: Para aclarar un poco la nocién de dualidad entre
funciones no lineales y cocientes no lineales note que la continuidad
uniforme de una funcién f : X — Y se puede caracterizar de la si-
guiente manera: f es uniformemente continua si y solo si f(B,(z)) C
Bo,(f(z)) para toda z € X y r > 0, donde Qg(r) es el médulo de
continuidad de f. Ademds f es Lipschitz cuando Q(r) = Ar para
alguna A > 0.

El estudio de cocientes no-lineales entre espacios de Banach ofre-
cié un sinnumero de dificultades desde el primer momento: ser Gateaux
diferenciable probd no ser 1til pues al igual que para el caso de funciones
Lipschitz, no hay criterios generales para escoger un “buen punto” don-
de calcular la derivada. Tambien, el Principio de Gorelik, que fué una
herramienta fundamental para el estudio de mapeos Lipschitz y unifor-
memente continuos, ya no es valido para mapeos cocientes: se encon-
traron ejemplos de mapeos cocientes uniformes de ¢, a £,, 1 < p < o0,
que llevan toda la bola unitaria de un hiperplano de ¢, al cero [BJLPS].

A pesar de las malas nuevas, se han desarrollado nuevos conceptos
para estudiar a los mapeos cocientes no-lineales. Por ejemplo nue-
vas ideas relacionadas con la aproximacion de funciones Lipschitz por
transformaciones afines fueron desarrolladas en [BJLPS] y estas per-
mitieron demostrar que cocientes uniformes de Z,([0,1]), 1 < p < oo,
son cocientes lineales de L,([0, 1]). Tambien en [BJLPS] se mostré co-
mo codiciones mds débiles de diferenciabilidad de Fréchet (la nocién de
e-Fréchet diferenciabilidad) serian suficientes para obtener transforma-
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ciones lineales de mapeos no lineales entre espacios de Banach.

Muy interesante es el hecho de que el andlisis de mapeos cocientes
no lineales result6 ser material relevante incluso para el caso cuando los
espacios de Banach son de dimensién finita. Por ejemplo en [JLPS] se
estudian con detalle mapeos cocientes uniformes de R? en R? y de R?
en R, con resultados del tipo: Si f : R? — R? es un cociente Lipschitz
entonces f = Poh con P un polinomio y h un homeomorfismo del plano
en si mismo (identificando al plano con C, los nimeros complejos). De
hecho la hipétesis de ser un cociente Lipschitz es mas fuerte que la del
teorema enunciado en [JLPS].

Las técnicas usadas en [JLPS] son particulares al plano lo cual deja
un buen nimero de preguntas abiertas sobre cocientes no lineales para
dimensiones mayores a dos.

Como el lector habra apreciado, esta es una area de investigacion
con muchas cosas por aprender y preguntas por contestar, amén de
que seria muy interesante conocer posibles aplicaciones de esta linea
de trabajo. Para profundizar en el tema o conocer mads detalles de los
resultados aqui expuestos sugerimos al lector consultar [BL] y [L].
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