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1. Introduccién

La geometria compleja es una rama de las matematicas que combina
la topologia, el analisis complejo y la geometria algebraica. Su objetivo
es el estudio de ciertos espacios topoldgicos localmente homeomorfos a
abiertos de C™ (es decir que localmente su topologia puede ser tratada
como la topologia de un abierto en C"), estos espacios topoldgicos son
conocidos como variedades complejas de dimensién n. Es de gran in-
terés estudiar los objetos geométricos sobre una variedad compleja tales
como: divisores, haces vectoriales, gavillas, etc. La geometria compleja
tiene aplicaciones en otras areas de las matemaéticas y de la fisica ta-
les como: teoria de representaciones, geometria riemanniana, teoria de
gauge, teoria de campos, teoria de cuerdas, simetria especular, entre
otras.

En este articulo de difusién daremos un repaso sobre variedades com-
plejas con gran énfasis en los toros complejos, asi como propiedades
de funciones holomorfas y meromorfas sobre superficies de Riemann.
También estudiaremos las principales propiedades heredadas de funcio-
nes holomorfas sobre superficies de Riemann tales como: continuacién
analitica o teorema de la identidad, el teorema del médulo maximo y
el teorema de Liouville. El objetivo principal de este trabajo es dar
una demostracion del teorema de Abel en el caso en que la variedad
compleja es un toro complejo C/A de dimensién n = 1 (teorema [4.6)).
Para llevar a cabo este propdsito, calcularemos de manera explicita las
funciones meromorfas sobre el mismo.
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Ademas de la aplicacion anterior, es de gran interés conocer la C-
algebra de funciones meromorfas sobre una variedad compleja compacta
X ya que esto nos da informacién geométrica acerca de la variedad.
Una coleccién de funciones meromorfas { fo, ..., f,} con determinadas
propiedades definen una funcién holomorfa 7 : X — P". Esta es una
manera de ver si la variedad compleja X tiene estructura de variedad
compleja proyectiva. El primer objetivo de este articulo de difusiéon es
el siguiente:

Teorema 1.1. Cada funcion meromorfa sobre un toro complejo es un
cociente de funciones theta trasladadas

Un concepto de interés sobre superficies de Riemann es el de divisor,
esto es una funcién D : X — Z tal que el soporte es finito (véase la defi-
nicion . Los divisores estan directamente relacionados con funciones
meromorfas, dada una funcion meromorfa f se le puede asociar un di-
visor, denotado por div(f), el cual a cada punto p se le asocia el orden
de la funcién meromorfa f en el punto p. Estos divisores provenien-
tes de funciones meromorfas son conocidos como principales y tienen
la propiedad que su grado es cero. Una pregunta natural es decidir si
todo divisor de grado cero es principal. En la linea proyectiva P* todo
divisor de grado cero es principal. Sin embargo, en otras superficies de
Riemann esta condicién no es suficiente. El teorema de Abel caracteriza
los divisores principales sobre superficies de Riemann compactas, y es
un resultado clasico en la teoria de superficies de Riemann, las ideas
en su demostracion estan relacionadas con temas de interés actuales en
geometria algebraica.

Aventajaremos al lector enunciando de manera breve el teorema de
Abel para toros complejos X = C/A. Dado un divisor D : X — Z
denotaremos por »_ .y D(p)-p ala suma en X como grupo. Entonces,
podemos definir un homomorfismo de grupos

A:Div(X) - X
D> D(p)-p,

donde Div(X) es el grupo de divisores de X.

Teorema 1.2 (Teorema de Abel para el toro complejo). Un divisor D
sobre el toro complejo X = C/A es principal si y solo si deg(D) =0 y
A(D) =0.

Utilizando el homomorfismo de grupos A, el teorema de Abel caracte-
riza la equivalencia lineal de dos divisores de grado d (véase el corolario
. Una de las consecuencias del teorema de Abel es que el grupo de
divisores de grado cero sobre el toro complejo X maddulo equivalencia
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lineal es isomorfo a X (véase el corolario [£.8). El andlogo al teorema
de Abel para toros complejos de dimension arbitraria es conocido como
teorema de Appel-Humbert (véanse [2, teo. 2.2.3], [0]).

A los interesados en el teorema de Abel para superficies de Riemann
compactas de género g se les recomienda los siguientes textos: [I], cap.
1, 83], [3, cap. 5| y [4 cap. 8]. En [7], Nagashima demostré el teorema
de Abel para variedades complejas.

El articulo esta escrito de la siguiente manera: en la seccion 2 demos-
tramos que el toro complejo es una variedad compleja. En la seccion
3 desarrollamos la teoria de funciones holomorfas y meromorfas sobre
una superficie de Riemann y calculamos las funciones meromorfas sobre
un toro complejo. Finalmente, en la seccion 4 estudiamos los divisores
sobre superficies de Riemann y demostramos el teorema de Abel para
toros complejos.

2. Preliminares

El objetivo de esta secciéon es dar la definicién de variedad comple-
ja. Posteriormente demostraremos que el toro complejo C9/A es una
variedad compleja.

Definicién 2.1. Una carta compleja de dimension n sobre un espacio
topologico X, es un homeomorfismo ¢ : U — V, donde U C X yV C
C"™ son abiertos. Decimos que dos cartas ¢1 : Uy = Vi y ¢ : Uy — V5
son compatibles siU; NU, =0 o

ng o gz51_1 : ¢1(U1 N Ug) — ¢2(U1 N UQ)

es una funcion holomorfa (ver figura 1). Un atlas complejo A sobre
X es una coleccion de cartas compatibles A = {¢pq : Uy — Vo } tal que
X = U,. Decimos que dos atlas complejos A y B son compatibles
si cada carta de A es compatible con cada carta de B.

Definicién 2.2. Dado un espacio topologico X y dos atlas Ay y As,
diremos que estos son equivalentes si A;UAs es de nuevo un atlas sobre
X. Bajo esta identificacion, una estructura compleja para X es una
clase equivalencia de un atlas complejo de X . Una variedad compleja
es un espacio topologico sequndo numerable, Hausdorff y conexo tal
que contiene una estructura compleja. La dimensién de la variedad
compleja X es la dimension de cualquiera de sus cartas. En particular
st la variedad compleja X es de dimension 1, decimos que X es una
superficie de Riemann.

Una pregunta interesante es la siguiente: dado un espacio topolégico
X, jcuantas estructuras complejas no equivalentes tiene X7 Por muchos
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lél 2

Figura 1. Cartas compatibles de ¢1 y ¢o.

anos se ha estudiado esta pregunta y existen espacios topolégicos para
los cuales se desconoce si contienen al menos una estructura compleja,
un ejemplo muy conocido es el de la esfera unitaria en R7. Nuestro
interés en estas notas es solo demostrar que un toro complejo tiene al
menos una estructura compleja, para lo cual es suficiente exhibir un
atlas complejo para el mismo.

Ejemplo 2.3. C" es una variedad compleja de dimensién n.
Vamos a construir la estructura compleja de la siguiente manera: para
cada z € C", escogemos un abierto U, C C" tal que z € U,. Para cada
abierto U,, escogemos ¢, : U, — U, la funcion identidad con ¢,(y) = y.
St U, NU, # 0, entonces ¢, 0 ¢ (y) = y es una funcién holomorfa.
Entonces {U, | = € C"} forma un atlas para C*. Como C™ es espacio
conezo, sequndo numerable y Hausdorff, entonces C" es una variedad
compleja de dimension n.

Ejemplo 2.4. Sean v = (zo,..., %),y = (Yo, ...,yn) € C*™ —{0}.
Decimos que x es equivalente a y si existe N € C* tal que

(Toy -y Tn) = (AYoy - -+ s AUR)-

Se verifica que ~ es una relacion de equivalencia. El espacio proyectivo,
denotado por P", es el conjunto de clases de equivalencia

P" = C™' — {0}/ ~ .

Un buen ejercicio para el lector es comprobar que P con la topologia
cociente es una variedad compleja compacta de dimension n.
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PATES wy + 2wy 2wy + 2w,

w2 w1 + wo 2w1 -+ Woy

0 w1 AT
Figura 2. Reticula generada por w1 y w2 en C.

Ejemplo 2.5. Toros complejos. Sean w,...,wy, € C" tal que son
R-linealmente independientes, esto es, si existe una combinacion lineal

0=rw +...+ 1wy, con r; €R,

entonces r; = 0 para todo i = 1,...,2n. Definimos la reticula A for-
mada por los w; como

A= {a1w1 + ...+ GopWop ’ a; € Z}

Para x,y € C", decimos x es equivalente a y, denotado por x ~ vy, si
y solo st x —y € A. Se verifica que ~ es una relacion de equivalencia.
Ahora, vamos a demostrar que X = C"/A es una variedad compleja
compacta de dimension n con la topologia cociente: aqui, al considerar
la proyeccion natural w: C* — X, tenemos que U C X es abierto si y
solo si w1 (U) es abierto en C".

1. 7 es una funcién abierta. Sea VV C C" abierto, mostraremos
que (V') es abierto. Tenemos que

@) = Jw+ V).

wEA

Dado que V es abierto, w + V es abierto, y luego 7! (7(V)) es
abierto porque es una union de abiertos. Como X tiene la topologia
cociente se concluye que (V') es abierto.

2. A es un subgrupo discreto y cerrado. Definimos la funcién

F:R™ — C"
<)\1;---7)\2n) — )\1w1+...+)\2nw2n

Notemos que F' es un homeomorfismo y F(Z*") = A. Como Z*"
es un subgrupo discreto y cerrado, también lo es A = F(Z*").

3. Las cartas sobre X. Sea Y = A — {0}. Tenemos que Y es ce-
rrado, discreto y ademds 0 ¢ Y, entonces existe € > 0 tal que
ly| > 2¢ para todo y € Y. Para z € C", definimos D, = B.(z).
Tomamos 7, : D, — w(D,) la restriccién de 7 sobre su imagen.
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Claramente 7, es continua, sobreyectiva y abierta porque es la res-
triccién de una funcién que cumple con las propiedades anteriores.
A continuacién probaremos que m, es inyectiva. Asumimos que pa-
ra z1, 29 € D, se satisface que z; + A = 7,(21) = m,(22) = 20 + A.
Por lo tanto z; — 29 € A, y asi

|21 —22] < |71 — 2|+ |2 — 2| <e+e=2e

Entonces z; = 29 y por esto 7, es inyectiva. Tenemos que 7, es
un homeomorfismo ya que es continua, inyectiva, sobreyectiva y
abierta. Para cada z € C", definimos

¢, :m(D,)— D, CC"

como la inversa de m,. De este modo ¢, define una carta para X
en m(z).

. Compatibilidad de las cartas. Sean z;, 25 € C" y tomemos las

cartas
¢;:m(D,,) — D,,.

Consideramos el abierto U = n(D,,) N 7w(D,,). El caso U = ()
es inmediato. Asi, supongamos que U # (), demostraremos que
T(2) = ¢y 0 ¢;'(2) es holomorfa:

m(T(2)) = mogoog; (z) =Ido ¢ ' (2) = 7(2).
Entonces T'(z) — z € A para todo z € ¢,(U) y por ello w(z) =
T(z) — z es una funcién continua. Como A es discreto, entonces

w(z) es localmente constante, i.e. T'(z) = z+w localmente, por lo
tanto w(z) es una funcién holomorfa y las cartas son compatibles.

. C"/A es conexo. Como C" es conexo y m : C* — X es una

funcién continua y sobreyectiva, se sigue que C"/A lo es.

. C"/A es compacta. Definimos el conjunto

P ={\wi + ...+ dwy, | i €[0,1]} Cc C™.

Notemos que P es compacto ya que es la imagen de la funcién
continua y sobreyectiva

h:[0,1" — P
()\1, cey >\2n) — )\1’&)1 + ...+ )\angn.
Afirmamos que 7 : P — X es sobreyectiva. Sea v + A € X. Asi,
existen rq,...,ry, tales que v = rqwy + ... + rowe, con r; € R.
Podemos escribir a r; = a; + \;, con a; € Z y \; € [0,1]. Por lo
tanto

Entonces 7(> A\jw;) = v+ Ay C"/A es compacta. De esta forma
concluimos que el toro C"/A es una variedad compleja.
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3. Funciones holomorfas y meromorfas sobre
superficies de Riemann

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades heredadas de funcio-
nes holomorfas sobre superficies de Riemann tales como: continuacién
analitica o teorema de la identidad, el teorema del mdédulo méaximo
y el teorema de Liouville. Finalmente, determinaremos las funciones
meromorfas sobre el toro complejo.

Definicién 3.1. Sean X, Y superficies de Riemann, F': X — Y wuna
funcion yp € X. Decimos que F' es holomorfa en p, si existen cartas
01U = VienX yoo: Uy — VaenY, conp € Uy y F(p) € Uy
respectivamente, tales que

ppoFog' :ViCcC—V,CC
es holomorfa en ¢1(p), en el sentido usual de variable compleja.

Sea F una funcién definida sobre un conjunto abierto W sobre una
superficie de Riemann X, entonces decimos que F' es holomorfa en
W, si F' es holomorfa en cada punto de W. Decimos que F' es una
aplicacion holomorfa de X en Y, si es holomorfa en todo X. En

particular, cuando Y = C, decimos simplemente que F' es una funcién
holomorfa de X.

Ejemplo 3.2. La funcion identidad id : X — X es una funcion ho-
lomorfa. Sea p € X. Como X es una superficie de Riemann, exis-
te una carta ¢ : U — V de X con p € U. Luego, tenemos que
poidod ™ =1id:V — V es claramente holomorfa.

Ejemplo 3.3. Sea F' : X — Y wuna funcion entre superficies de Rie-
mann. Las siguientes propiedades se satisfacen y, es un buen ejercicio
para el lector verificarlas:

(a) F' es holomorfa en p € X si y solo si para cada par de cartas
0 Uy = Vien X, conp e Uy ypg : Uy — Vo enY, con
F(p) €Y, la composicion ¢ 0 F o ¢7" es holomorfa en ¢1(p).

(b) La composicion de funciones holomorfas es holomorfa: si G 1 Y —
Z una funcion holomorfa entre superficies de Riemann, entonces
GoF: X — Z es una funcion holomorfa.

(c) Si F' es holomorfa en p € X, entonces F' es continua en p.

Uno de los teoremas principales en la variable compleja es el teorema
de continuacién analitica (véase [5l, teo. 6.1.1]), el cual afirma que si
tenemos dos funciones holomorfas, definidas en una regién del plano
complejo y coinciden en un conjunto con un punto limite, entonces
las funciones son iguales. Este teorema puede ser generalizado en el
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contexto de funciones holomorfas entre superficies de Riemann como se
enuncia a continuacion:

Teorema 3.4 (Teorema de la identidad). Sean F,G : X — Y dos
funciones holomorfas entre superficies de Riemann. Si F = G en un
subconjunto infinito de X que contiene un punto limite, entonces F' =

G.

Algunas equivalencias del teorema de la identidad son las siguientes:

(1) Existe un sucesién convergente {z,} C X, con punto limite z y
F(z,) = G(z,) para todo n € N.

(2) Existe una vecindad W de z tal que F' = G en W.

(3) F=Gen X.

Las implicaciones (3) = (2) y (2) = (1) se verifican sin problemas.
La idea de demostrar (1) = (2) estd en el hecho de encontrar cartas
¢or:U; = Vide X conzelU yopy: Uy — VydeY tal que las funciones
holomorfas ¢y 0 F o ¢, v ¢y0Gop; " son iguales en la sucesion ¢y (z,).
Por el teorema de la identidad en C, estas funciones deben ser iguales
en V; y por lo tanto F' y GG lo son en Uj.

Como X es conexa, para ver (2) = (3) es suficiente verificar que el
conjunto

B ={z¢€ X | F =G en una vecindad de z}.

es no vacio, abierto y cerrado. La parte compleja de este paso es de-
mostrar que B es cerrado, sin embargo la demostracion es similar al
paso anterior.

Otro de los teoremas principales en la variable compleja es el teore-
ma del médulo maximo (véase [5, teo. 2.5.1]) el cual afirma que una
funciéon holomorfa en un compacto alcanza su maximo en su frontera.
En el contexto de funciones holomorfas sobre superficies de Riemann el
teorema del médulo maximo se generaliza de la siguiente manera:

Teorema 3.5 (Teorema del médulo méximo). Sea F': W C X — C
una funcion holomorfa, donde W C X es un abierto conexo de X. Si
existe un punto p € W tal que |F(p)| > |F(x)|, para todo x € W,
entonces F' es constante en W.

La idea de la demostracion es aplicar el teorema del moédulo maximo
en C a la funcién holomorfa Fo¢™t : V — C, donde ¢ : U — V
es un carta de X con p € U y U es conexo. Entonces, la funcion
holomorfa F o ¢! es constante en V, por lo tanto F es constante en U.
Finalmente, por el teorema de la identidad F' es contante en W. Como
una consecuencia inmediata del teorema de médulo maximo, tenemos
el teorema de Liouville para superficies de Riemann compactas.
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Teorema 3.6 (Teorema de Liouville). Sea X wuna superficie de Rie-
mann compacta. St F': X — C es una funcion holomorfa, entonces F
es constante.

La demostracién es una aplicacion directa del teorema del médulo
maximo en superficies de Riemann. Como F' es holomorfa en una su-
perficie de Riemann compacta entonces |F| alcanza el méaximo, por lo
tanto F' es constante.

3.1 Propiedades de funciones theta:

En esta subseccion definiremos y daremos propiedades de funciones
theta en el plano complejo, con el objetivo de calcular las funciones
meromorfas sobre el toro complejo C/A.

Sea 7 = a + bi un ntimero complejo con la parte imaginaria de 7
positiva. Definimos la funcién theta, denotada por © : C — C, como

O(z) = Z exp(mi(n*t + 2nz)), para cada z € C.

n=—oo

Resulta ser que la funcién theta es holomorfa: para ver esto demostrare-
mos que theta converge absolutamente y uniformemente en B = Bg(0),
la cerradura de una bola de radio R > 0 (véase [3, teo. 3.1.8]). Para

cada n € 7Z, definimos la funcién
g, C — C
z — exp(mi(n®T + 2nz)).

La funcién g, es entera (es decir, es holomorfa en todo C), pues es

composicién de funciones enteras. Sea z = x+iy € Bg(0), con z,y € R.
Existe N € N tal que si n > N se satisface

< .
90(2)] < 5

Por el criterio M de Weierstrass ([3, Teorema 3.1.7]), ©(2) = >, 7 gn(2)
converge absolutamente y uniformemente en B. Concluimos que © es
una funcién holomorfa en C por el teorema de continuacién analitica
(véase [0, teo. 3.1.8]).
Usando propiedades de variable compleja e induccién matemética,

obtenemos las siguientes propiedades:

(1) ©(z+1) =06O(2).

(2) ©(z+ 7) = exp(—mi(T + 22))O(2).

(3) O(z +m +n7) = O(z + nr1) para m,n € Z.

(4) O(z + r7) = exp(—mig(r, z,7))O(z), para alguna funcién g que

solo depende de z, 7, 7.
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(5) 2o es un cero de © de orden k si y solo si zg +m + n7 es un cero
de orden k, para m,n € Z.

Un buen ejercicio para el lector es verificar que % + 5 es un cero de
O. Para demostrar que % + 7 es un cero simple integraremos sobre la

reticula A = {1,7}. Definimos la curva p como a +  + v + 9, donde

0,1] = C; t—t.

:[0,1] = C; t— 14tr.
[0,1] = C; t— (1—t)+T.
0,1] = C; t— (1 —1t)T.

> 2 oD

Calculando las integrales de la funcién %T(ZZ)) sobre las caminos «, 3,
y 0, obtenemos que

L(g/éj;dz:Qﬂi—/OC%/(Z)dz y /Bgléj;dz - _/J%I(Z)dz_

Sumando las integrales, obtenemos que

1 O'(2)
2mi J, ©(z)

dz = 1.

Teniendo en cuenta que la funciéon © es holomorfa con al menos un
cero en la reticula A, por el teorema de conteo de ceros y polos ([5] teo.
6.2.1]), concluimos que el tnico cero de © en la reticula A es 3 + 2y
su orden es 1.

Para determinar las funciones meromorfas sobre un toro complejo
C/A es crucial la siguiente definicién. Para x € C, definimos la funcién
theta trasladada, denotada por O™ (z), como

Las funciones ©®(2) son holomorfas ya que son una composicién de
funciones holomorfas, y satisfacen las siguientes propiedades:

L. 0@ (z+1) = 0@(z).

2. 0@ (z 4+ 7) = —exp((—2mi(z — 2)))O@)(2).

3. Los ceros de ©@(z) son simples y estdan dados por x + m + nr,
donde m,n € Z.
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3.2 Funciones meromorfas sobre el toro complejo:

Utilizando las propiedades de las funciones theta trasladadas, calcu-
laremos las funciones meromorfas sobre el toro complejo C/A. Para
este propésito comenzaremos enunciando la definicion de una funcion
meromorfa sobre una superficie de Riemann.

Definicién 3.7. Sea X una superficie de Riemann, p € X y W una
vecindad agujerada de p. Sea f: W — C una funcion.

(1) Decimos que f tiene una singularidad removible (respectiva-
mente, un polo de orden k, una singularidad esencial) en
p sty solo si existe una carta ¢ : U — V con p € U tal que
fo¢™! tiene una singularidad removible (respectivamente un polo
de orden k, una singularidad esencial) en ¢(p).

(2) Decimos que f es meromorfa en p si y solo si f es holomorfa en
p, tiene una singularidad removible en p o tiene un polo en p.

El estudio de funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann
X estd relacionado con el estudio de funciones holomorfas entre la su-
perficie de Riemann X y la linea proyectiva P.

Ejemplo 3.8. Sea X una superficie de Riemann y f una funcion me-
romorfa sobre X. La funcion f induce la siguiente funcion:

F:X — P
p = [L:f(p)]

y es un buen ejercicio para el lector comprobar que de hecho es holo-
morfa.

Teorema 3.9 (Polos y ceros discretos). Sea f una funcion meromorfa
sobre una superficie de Riemann X. Si f no es cero, entonces el con-
junto de ceros y polos forman un conjunto discreto. En particular, si
X es compacta entonces los conjuntos de ceros y polos son finitos y de
la misma cardinalidad.

Demostracion. Por el ejemplo f induce una funcién holomorfa F' :
X — P Por el teorema de la identidad aplicado a la funcién
holomorfa F', tenemos que los conjuntos de ceros y polos son finitos.
El hecho que el conjunto de ceros y polos tiene la misma cardinalidad
es una consecuencia del teorema del residuo en superficies de Riemann
(véase [3], teo. 4.9]). O

Ahora definiremos el orden de una funcién meromorfa en un punto
sobre una superficie de Riemann. Sea f una funcién meromorfa definida
en una vecindad agujerada de p. Sea ¢ : U — V una carta de X, con
p € U; pensando z = ¢(x) para z cerca de p, tenemos que f o ¢! es
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meromorfa en una vecindad de 29 = ¢(p). Podemos expandir f o ¢!
en una serie de Laurent cerca de z,

foo(2) = ch(z — 2™
nez
El orden de f en p estd definido como ord,(f) = ord,,(f o ¢~'). Nétese
que se hace abuso de notacion pero no hay peligro de confusion pues
se dird explicitamente cuando estemos trabajando con funciones mero-
morfas sobre superficies de Riemann.

Las funciones periddicas son importantes en matemaéticas ya que al
conocer su comportamiento en un periodo determinado, podemos saber
como se comportan en general. En nuestro caso nos interesan las funcio-
nes A-periddicas, entendiendo a una funcién A-periédica f: C — C

como aquella que satisface f(z) = f(z + A) para cada z € C y cada
Ae A

Teorema 3.10. Si {1, - ,z,}, {y1, * ,Ym} Son conjuntos de nime-
ros complejos, entonces el cociente de funciones theta trasladadas

n (@) (5

- m . )

[T, 0w (z)
es una funcion A-periodica y meromorfa sobre C. Mds ain, R(z) des-
ciende a una funcion meromorfa sobre C/A si y solo sim = m y

Sor i — yor yi € Z. Los ceros y polos de R(z) en C/A estin da-
dos por p; = w(x;) y ¢ = 7(y;) respectivamente.

Demostracion. R(z) es una funcién meromorfa en C ya que es cociente
de funciones holomorfas en C. Tenemos que R(z) es meromorfa en C/A
si y solo si la funcién R(z) es periédica con respecto a la reticula A;
es decir, R(z) es meromorfa en X si y solo si R(z + 1) = R(z) y
R(z+7) = R(2). Como 0@ (z41) = ©@)(2), para todo = € C, tenemos
que R(z+1) = R(z). Ahora, analizaremos la condicién R(z+7) = R(z) :
R(z+71)=(—1)"""exp(—2mi[(m —n)z + Z Yj — Z z;])R(2).

j i
Por lo tanto R(z) es meromorfa sobre C/A si y solo si
(—1)™ " exp(~2mil(m —n)z+ > g = 3 ai]) = 1 1)
j=1

i=1

Finalmente, se verifica que la ecuacién (|1)) es equivalente a n = m y
n n

Zj:l Yj — D im1 Ti € L. o

Teorema 3.11. Cada funcion no constante y meromorfa sobre un toro
complejo X = C/A es un cociente de funciones theta trasladadas.
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Demostracion. Sean f una funcién meromorfa no constante sobre C/A,
D1, Pn los ceros de f v qq,...,q, los polos de f (véase el teorema
3.9). Consideramos a 7 : C — C/A la funcién cociente, escogemos 2n
valores =1,...,Zn,y1,...,yn € C tales que w(z;) = p; v 7(vi) = -
Afirmamos que Y\ p; = Y iy .

Asumimos lo contrario, es decir que Y - p; # >, ¢ en C/A. Como
C/Aesungrupoy > o pi — > ¢ € X, elegimos puntos py y go en
C/A tales que

Zpl- = ZQi en C/A.
i=0 i=0
Escogemos zg, yo € C tales que m(xg) = po ¥ 7(yo) = go. Definimos

n (i) ( 5
R(Z) _ Hz:()@ ( )

L 0%)(2)
R

La funcién g = % es meromorfa e induce un isomorfismo G : C JA — P!
pues g tiene un solo cero simple en py y un solo polo simple en ¢, lo
cual implica que C/A y P! tienen el mismo género. Esto nos da una
contradiccién ya que C/A tiene género 1 y la linea proyectiva P! tiene

género 0. Concluimos que Y pi=> ", G

Sea

L 0W(2)

Por el teorema m, R(2) es una funcién meromorfa sobre C/A sin ceros
y sin polos en C/A. En particular, % es holomorfa. Usando el teorema

- n () 2
R(Z) Hz:l 6 ( )

de Liouville }% es constante. Concluimos que f(z) = cR(z), para algin
ceC. O

4. Divisores y el teorema de Abel

El principal objetivo de esta seccién es demostrar el teorema de Abel
para divisores sobre el toro complejo el cual caracteriza a los divisores
principales.

Definicién 4.1. Sea X wuna superficie de Riemann compacta. Deno-
tamos por ZX el conjunto de funciones de X a Z. Dada una funcién
D : X — Z, el soporte de D, denotado por Supp(D), es el conjunto
de puntos

Supp(D) = {p € X | D(p) # 0}.
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Un divisor sobre X es una funcion D : X — Z con soporte finito.
Denotamos por Div(X) al conjunto de divisores sobre X.

Para ¢ = 1,2 consideramos dos divisores D; : X — Z, asi, tenemos
que Supp(D;) es un conjunto discreto. Dado que

Supp(D; — D) C Supp(D;) U Supp(Dy3),

tenemos que D;— Dy es un divisor. De esta manera, tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 4.2. Div(X) es un grupo abeliano.

Denotaremos al divisor D : X — Z como la suma formal

D=Y " D(p)-p.

peX

Definicién 4.3. El grado de un divisor D sobre una superficie de
Riemann compacta, denotado por deg(D), es la suma de los valores de

D:
deg(D) =Y D(p).

El grado define un homomorfismo de grupos deg : Div(X) — Z.
En efecto, sean D; = > _. D;(p)p divisores sobre X, con i = 1,2.
Entonces

peX

deg(Dy + D5) = > Di(p)+ Ds(p)

= > Di(p)+ > Dalp)

= deg(D1) + deg(D2).

Definicién 4.4. Sea f una funcion meromorfa sobre una superficie
de Riemann compacta X. El divisor principal determinado por f,
denotado por div(f), estd definido por

div(f) = ordy(f) - p.

Notemos que div(f) es un divisor pues en una superficie de Riemann
compacta el conjunto de ceros y polos es un conjunto finito. Por el
teorema [3.9] los divisores principales tienen grado cero. En efecto:

deg(div(f)) = Y _div(f)(p) = > _ord,(f) =0.

peEX peX
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Definicién 4.5. Sean D, y Dy divisores sobre una superficie de Rie-
mann X . Decimos que Dy y Dy son linealmente equivalentes, denotado
por Dy ~ Ds, si existe una funcion meromorfa f tal que div(f) =
Dy — Ds.

Los divisores linealmente equivalentes tienen el mismo grado y utili-
zando las siguientes propiedades:

e div(fg) = div(f) + div(g)

o div(g) = div(f) — div(g)

o div(%) = —div(f)

se verifica que la equivalencia lineal es una relacion de equivalencia
sobre el grupo de divisores de X.

Cabe senalar que los divisores principales sobre la linea proyectiva P!
estan determinados por su grado. Sin embargo, para otras superficies de
Riemann esta condicién es necesaria pero no suficiente. El teorema de
Abel da las condiciones suficientes y necesarias para determinar cuando
un divisor es principal. Utilizando herramientas de variable compleja
daremos una demostracién del teorema de Abel para toros complejos.

Consideramos el toro complejo X = C/A, con reticula A = Z + Zr.
Recordemos que X tiene estructura de grupo, esto permite definir un
homomorfismo de grupos

A:Div(X) —» X
D~ Y Dp)-p

peX

donde la suma de la derecha es la suma en X como grupo.

Teorema 4.6 (Teorema de Abel para el toro complejo). Un divisor D
sobre el toro complejo X = C/A es principal si y solo si deg(D) =10y
A(D) =0.

Demostracion. Supongamos que D tiene grado cero y A(D) = 0. De-
mostraremos que D es un divisor principal. Como D tiene grado cero,
podemos escribir a D como ) _.(p; — ¢;), donde p;,q; € X. Escogemos
zi,w; € C tales que m(z) = z; + A = p; y m(w;) = w; + A = ¢;. Como
A(D) = 0, entonces w = ) (2 —w;) € A. Cambiando z; por z; — w,
podemos suponer que Y (2 — w;) = 0; nétese que este cambio puede
hacerse pues m(z; —w) = 21 —w + A = z; + A = p;. Por el teorema
[3.10] la funcién theta trasladada

[1,0%(z)
"2 = et (z)

es meromorfa y A-periddica sobre C; ademés, h determina una funcién
meromorfa sobre C/A con div(h) = D.
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Ahora supongamos que D es un divisor principal. Escogemos una fun-
cién holomorfa f tal que div(f) = D, entonces deg(D) = 0. Finalmente
demostraremos que A(D) = 0. Sea 7 la funcién cociente. Definimos
h = f om. Tenemos que h es una funcién meromorfa sobre C y A-
periddica, pues f y 7 son meromorfas y w es A-periédica. Para p € C,
denotamos por 7, al paralelogramo con vértices en p,p + 1,p+ 1+ 7
y p 4+ 7. Dado que los ceros y polos son discretos, escogemos un punto
p € C tal que h no tiene ceros ni polos en v,. Sea x € C, luego, x es un
cero o un polo de A si y solo si x + A es un cero o polo de f. Entonces
los ceros y polos de f en C/A estdn en correspondencia biunivoca con
los ceros y polos de h dentro de v,, més atn, si x es un cero o polo de
h, se tiene que ord,(h) = ord,4A(f). Un buen ejercicio para el lector es

comprobar que
B (z
/ z ( >dz e A
Tp h(Z)
Utilizando el teorema de residuos en C, tenemos que

W(z), _
/Vp z 8 dz = Z ord,, (h)zp.

zo€Int(yp)

Dado que ord,,(h) = ord,,+a(f), tenemos que
Z ord,(f)z =0 ¢€ C/A.
reX
Se concluye A(D) = A(div(f)) = 0. O
Dado que deg(-) y A(-) son homomorfismos de grupos, tenemos que

el teorema de Abel determina cuando dos divisores son linealmente
equivalentes.

Corolario 4.7. Si D1 y Dy son dos divisores sobre el toro complejo
C/A. Entonces Dy es linealmente equivalente a Dy siy solo si deg(D;) =
deg(D2) y A(D1) = A(Ds).

Definimos el conjunto
Div’(X) := {D € Div(X) | deg(D) = 0}.

Notemos que Div’(X) es un subgrupo de Div(X) pues es el nticleo del
homomorfismo grado. En particular, el teorema de Abel da la siguiente
caracterizacion del toro complejo en términos de divisores de grado
cero.

Corolario 4.8. El homomorfismo A induce un isomorfismo de grupos
A:Div'(X)/~ = X
(D], — A(D).

~
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Demostracion. Sean Dy y Dy divisores de grado cero y linealmente
equivalentes, por el corolario tenemos que A(D;) = A(Ds) y por
eso A estd bien definido. Ademds, como A es un homomorfismo de
grupos, entonces A también lo es. Supongamos que A(Dy) = A(D»).
Por el corolario tenemos que A es inyectivo. Si p € X, entonces el
divisor D = p — 1 - 0 tiene grado cero y A([D].) = A(D) = p. Por lo
tanto A es sobreyectivo. O]
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