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Resumen

El objetivo de este articulo es hacer un recorrido a lo largo de algunos
de los teoremas de valor medio y de sus interpretaciones geométricas.
Introduccion

En 1691 el miembro de la academia francesa Michel Rolle (1652-
1719), publicé su famoso teorema de Rolle en un libro sobre algebra y
geometria titulado ”"Méthode pour résoudre les égalités”. Rolle estuvo
enzarzado en un acalorado debate sobre los fundamentos del "método
infinitesimal”, y sostenia que esos métodos conducian a paralogismos.
Fue refutado por John Bernouilli, quien mantuvo que Rolle no entendia
el Célculo.

Mas adelante, Joseph Louis Lagrange (1736-1813) y Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857) obtuvieron sus teoremas de valor medio aplicando
el teorema de Rolle a funciones adecuadas. El Teorema del Valor Medio,
uno de los tépicos fundamentales de un curso de Calculo, se atribuye a
Lagrange, aunque su primera aparicién fue en el articulo [1] de 1806 del
fisico André-Marie Ampere (1775-1836). En este trabajo, Ampere utiliza
las ideas de Lagrange para justificar el resultado. Cabe destacar que el
teorema se obtiene suponiendo la continuidad de la derivada. Cincuenta
anos después, Cauchy probd el teorema usando las mismas hipétesis.
Es digno de mencién que en el mismo articulo, Ampere alega haber
probado un resultado que hoy se sabe falso: una funcién continua es
derivable excepto, posiblemente, en un nimero de puntos excepcionales.

Sirvan estas pequenas notas historicas para que apreciemos el es-
fuerzo de los matematicos de la época para llevar al Célculo a la forma
que tiene hoy dia.
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El Teorema del Valor Medio relaciona los valores de la funcién en
los extremos de un intervalo con el valor de la derivada en un punto
intermedio del mismo. Su demostracion se basa en aplicar el teorema
de Rolle a una funcién ”deus-ez-machina” adecuada (algunos lo llaman
”idea feliz”). Ademés de una sencilla prueba, este teorema se interpreta
geométricamente de una forma facil, con lo que el contenido analitico y
el visual quedan perfectamente hermanados en un vistoso dibujo. Pero
este teorema no es el inico de este tipo que existe. Hay toda una gama
de resultados que relacionan los valores de la funcién y los de su derivada
o integral. Se denominan teoremas del tipo del valor medio, y algunos
de ellos tienen también una hermosa interpretacién geométrica.

En este articulo se hace un recorrido por algunos de los teoremas
del tipo del valor medio para funciones reales de una variable real, que
reunen las dos caracteristicas del teorema de Lagrange:

= Sus demostraciones se obtienen aplicando el teorema del valor
medio a una funcién adecuada.

= Tienen una bonita interpretacion geométrica.

Al final del trabajo se mencionan otros resultados del tipo del valor
medio, y las referencias para encontrarlos.
I- Comenzamos con Teorema del valor medio de Lagrange:

Teorema 1 (Teorema del valor medio de Lagrange) Sea f(z)
una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b). Existe ¢ € (a,b) tal

que:
b) —
oy - L= f@)
b—a
Este teorema tiene una vistosa interpretacién geométrica: la recta
tangente a la grafica de f(z) en (¢, f(c)) es paralela a la linea que pasa
por (a, f(a)) y (b, f(b)). En la direccién de internet:

http://demonstrations.wolfram.com/Mean Value Theorem,/

se encuentran graficos interactivos que recrean el teorema del valor
medio.

La unicidad del punto intermedio, siempre que f” no se anule en el
intervalo, estd asegurada por el teorema de Rolle. Por otro lado, en [10]
se comprueba que el punto ¢ se aproxima al punto medio del intervalo
a medida que b se aproxima hacia a.
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La demostracion de este teorema consiste en aplicar el teorema de
Rolle en [a, b] a la funcién auxiliar:

m(@) = @)~ 2O a4 )

Esta funcién representa la diferencia entre f(x) y la altura en z de la
recta que une (a, f(a)) y (b, f(b)) (figura 1):

a X

Figura 1

La funcién h(z) no es la tnica que permite demostrar el teorema
del valor medio a partir del teorema de Rolle. En [18] se demuestra,
aplicando el teorema de Rolle a la siguiente funcién:

ki(x) = [f(x) = fa)] (z =) = [f(x) = f(0)] (z = a)

La nueva funcion auxiliar no tiene un valor geométrico en si misma
(como sfi la tiene la anterior). Lo que sucede es que una simple manipu-
lacién de esta funcién (transformando la resta en una suma), todavia
permite que se le aplique el teorema de Rolle. Al hacerlo se obtiene un
nuevo resultado:

Teorema 2 Sea f(x) continua en [a,b] y derivable en (a,b). Erxiste ¢ €
(a,b) tal que

rie) (o= 5 ) = = (st - L9010
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Demostracién. Tomemos:

hiz) = [f(z) = fla)] (z = b) + [f(z) = F(O)] (z — a)

Esta funcién es continua en [a, b] y derivable en (a,b), y [1(a) = l;(b) = 0.
Ademas

h(x) = f'(2)(2z —a—b) +2f(z) = f(a) = f(b) =0

Por tanto, aplicando el teorema de Rolle, tenemos el resultado. m
Interpretacion geométrica

Para el caso en que ¢ # ‘%b, el enunciado anterior se puede expresar
en la forma:

<f(c) . f(a);-f(b)>
=)

_f@+f)
Supongamos que esta expresién no es cero. Ya que (O-"2577) es la
' (=)

la igualdad anterior significa que la pendiente de esta recta y la de la
tangente a f(x) en (¢, f(c)) son iguales pero de signo contrario, o dicho
de otra forma: la linea x = ¢ divide en dos partes iguales al angulo que
forman ambas rectas (figura 2). Al punto M se le denomina el medio
centro de f(z) en [a,b]. Observemos que la funcién f(z) = 2® en [—1, 1]
verifica el teorema pero no cumple la interpretacién geométrica.

La posibilidad de encontrar nuevas funciones auxiliares que cumplan
el teorema de Rolle da paso a que se puedan obtener nuevos resultados
similares a los anteriores. La busqueda de este tipo de funciones es el
objetivo de los trabajos [13] y [19].

pendiente de la recta que pasa por (¢, f(c)) y por M(

Teorema 3 Sea f(x) continua en [a,b] y derivable en (a,b). Eziste c €
(a,b) tal que:

0 (st - LI _ (et

Demostracién. Tomemos:

Ky (z) = [f(2) = f(@)] [f(x) = F(O)] + (z — a)(z = D)

Esta funcion es continua en [a, b] y derivable en (a, b),y K;(a) = Ky(b) =
0. Ademas:

Ki(z) = f'(x) (2f(z) = fa) = f(b)) + (2 —a —b)
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f(b)

f(a)

Figura 2: bajo las hip6tesis del teorema 2, existe un punto P(c, f(c)) tal
que la recta x = c es la bisectriz del angulo que forman la tangente a la
curva en Pcon la recta que une P con el medio centro de f

Por tanto, aplicando el teorema de Rolle tenemos el resultado. m
Interpretacion geométrica

Para el caso en que f(c) #
expresar en la forma:

w, el enunciado anterior se puede

(e~ =)

B ( fle) — f(a);f(b)>

Supongamos que la expresién anterior no es cero. En este caso, las pen-
dientes de la recta tangente por (c, f(c)) y de la recta que pasa por

(c, f(c)) y por M (“TH’, w%on inversas con signo contrario, por

tanto son perpendiculares entre si (figura 3).
Observaciones al teorema 3

1) Transformando la funcién auxiliar empleada en el dltimo teorema
en una una resta:

Ky(z) = [f () = f(a)] [f (x) = ()] = (& — a)(z — )
y aplicando el teorema de Rolle, se obtiene un punto ¢ € (a, b) tal que:

o) (o - LOHID) ot

La interpretacién geométrica de este resultado es similar al anterior.
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f(b)

f(a

F C b

Figura 3: bajo las hipdtesis del teorema 3, existe un punto P(c, f(c)) tal
que la tangente a la curva en P es perpendicular a la recta que une P
con el medio centro de f

2) En el articulo [13], el teorema 3 se prueba mediante la siguiente
funcion auxiliar:

h(w) = {x—“;”r+ [f(@—Mr

Esta funcién, que cumple las hipdtesis del teorema de Rolle, es el cuadra-
. . a a b
do de la distancia entre el punto M (%b, w> y P(z, f(x)) (figura
4).
La existencia de funciones auxiliares que cumplan el teorema de

Rolle es casi ilimitada. De esto da cuenta el teorema 4 (ver [22]), donde
se da una manera de generar este tipo de funciones.

Teorema 4 Sea f(x) continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si o, [
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f(b)

f(a)

Figura 4

son dos numeros reales, existe ¢ € (a,b) tal que:
f(©)[(a=B)c+ b= aa] = [~ (a = 8) f(c) + af (b) — 5f(a)]

Demostracién. Tomemos:

H(z) = a(z —a) [f(z) = f(b)] = Bz = b) [f(z) — f(a)]

Esta funcién es continua en [a, b] y derivable en (a,b), y H(a) = H(b) =
0. Ademas

H'(z) = [(a = B)x + fb—ad] f'(z) + (o = §) f(z) — af(b) + Bf(a)

Aplicando el teorema de Rolle tenemos el resultado. =
Observaciones al teorema 4

Dando valores a los parametros podemos obtener una lista enorme
de resultados del tipo del valor medio aunque, en la mayoria de los
casos, ni la funcion auxiliar utilizada, ni el propio resultado obtenido,
presentan una interpretacion geométrica apreciable.

A continuacién resaltamos tres casos destacados:

Caso 1: Si @ = 3, entonces el resultado se convierte en el teorema
del valor medio de Lagrange.

Caso 2: Si v = %, b= —%, se obtiene el teorema 2.
Caso 3: Si a = 0,3 = 1, se obtiene la expresion:
f(c) = fla)
, J—
f (C) - b —c

Supongamos que la expresién del caso 3 no es cero. Notemos que la
pendiente de la recta secante por (¢, f(c¢)) v (b, f(a)) y la recta tangente
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por (c, f(c)) son iguales y de signos opuestos. Por tanto el eje = y esas
dos rectas forman un tridgulo isosceles. En la figura 5 se visualiza este

hecho para f(x) = 22 en [0,2] (se obtiene ¢ = 3).

(c,f(c))

a (b, f(a))

Figura 5: bajo las hipdtesis del teorema 4, existe un punto P(c, f(c))
tal que la tangente a la curva en P el eje x y la recta que une P con
(b, f(a)) forman un tridngulo isésceles. (b, f(a))

II- Un teorema destacado del tipo del valor medio es el Teorema de
Flett. Este teorema se publicé en 1958 (ver [8]). Una version de este
resultado puede verse en [26]. Mds recientemente, en [8], se obtiene como
consecuencia de una version multidimensional del Teorema de Rolle.

A pesar de que proporciona una hermosa e intuitiva interpretacion
geométrica, no es demasiado conocido:

Teorema 5 (Teorema de Flett) Sea f(x) una funcidn continua y
derivable en |a,b]. Si f'(a) = f'(b), eziste ¢ € (a,b) tal que:

Interpretacién geométrica

En las hipétesis de este teorema (a diferencia de los anteriores) se
incluye que f(x) sea derivable en los extremos del intervalo [a, b] (por la
derecha en a y por la izquierda en b), y que las tangentes en esos puntos
sean paralelas. En tal caso, se asegura que existe un punto intermedio, c,
de manera que la recta tangente a la grafica de f(z) en (¢, f(c)) coincide
con la linea que pasa por los puntos (a, f(a)) v (¢, f(c)) (figura 6).

El teorema que sigue a continuacién (ver [21]) llega a la misma con-
clusién que se obtiene en el teorema de Flett. La diferencia es que el
resultado se obtiene exigiendo sélo la derivabilidad de f en (a,b), es
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/ é: ‘b

Figura 6

decir, lo mismo que en los anteriores teoremas de valor medio. Natural-

mente, al quitar las hipétesis sobre la derivabilidad en a y b, es necesario

introducir una nueva condicién que involucra a los dos siguientes valores:
Media aritmética de f:

Media de la funcion f :

b
10) =5 [ 1w

Veremos que la condicién M (f) = I(f), es suficiente para obtener la
formula del teorema de Flett. La técnica de la demostracion vuelve a
basarse en aplicar el teorema de Rolle a una funcion adecuada:

Teorema 6 Sea f(x) una funcion continua en |a,b] y derivable en
(a,b). St M(f)=1(f), existe ¢ € (a,b) tal que:

f(e) = fla)

c—a

f(e) =
Demostracién. Tomemos:

h(z) = M@: _a) - / F(t)dt

Esta funcién es continua en [a, b] y derivable en (a, b). Ademas h(a) = 0,
y

a b
o) = Ly [0 = 0 - o) ) - 1071 = 0
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La derivada de h(z), que se obtiene utilizando el teorema fundamental
del célculo, es:

W(x) = 3 (@) —a) + 3 [F(&) + Fla)] ~ F()

Por tanto, aplicando el teorema de Rolle se tiene el resultado. m
Observaciones al teorema 6

1) En general, para una funcién continua en [a,b] y derivable en
(a,b), existe ¢ € (a,b) tal que:

G[M(f) = I(f)]

c—a (b —a)?

(c—a).

No incluimos aqui la demostracion también basada en el teorema de
Rolle, que puede verse en [21].
2) Las condiciones M (f) = I(f) y f'(a) = f'(b) son independientes

entre si. Por ejemplo la funcién

1. 5, 13 4 9
S e T RN |
f(x) P2 5T + 37 + 48% 80x
en el intervalo [2, 5] verifica que f'(2) = f'(5), sin embargo M (f) # I(f).
Por otro lado la funcién

f(z) ::1:2—3:104—;
en [0, 2] verifica que M(f) = I(f), siendo f'(0) # f'(2).

3) La desventaja del teorema 6 es que la condicién M(f) = I(f) no
tiene un claro significado geométrico (cosa que si sucede con la condicién
f'(a) = f'(b)). De hecho, el autor de [21] propone la exploracién de las
funciones que verifiquen M(f) = I(f).

El acierto es que, al emplearse en la demostracion la técnica del
teorema de Rolle, se abre la posibilidad de elegir distintas funciones
auxiliares con las que obtener nuevos resultados del tipo del valor medio.
Los teoremas 7 y 8 son ejemplos de ello.

Teorema 7 Sea f(z) una funcion continua en |a,b] y derivable en

(a,b). Si M(f)=1(f), existe ¢ € (a,b) tal que:

f(0) — f(a)

fle) = 2(0_— a)
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Demostracién. Tomemos:

La funcién H; es continua en [a,b] y derivable en (a,b), y Hi(a) =
H,(b) = 0. Por tanto entonces existe ¢ € (a,b) tal que Hj(c) = 0, es
decir:

1 b
F0) = e = a) = 1) = S0 - 7 [ (e =
Aplicando la hipétesis M (f) = I(f), se obtiene que:

Fe)e—a) = (b - IO

con lo que se tiene el teorema. m
Interpretacién geométrica

La expresion del dltimo teorema expresa que es posible hallar un
punto ¢ de forma que la recta tangente a la gréfica de f(z) en (¢, f(c))
sea paralela a la linea que pasa por (2a, f(a)) v (2¢, f(D)).

Por ejemplo, la funcién

De la igualdad f'(c) = f(zb()c a())

en [0,2] verifica que M(f) = I(f) = 3.
. En la figura 7 se representa el caso

se obtienen los valoresc =1y ¢ =
c=1, yen lafigura 8 el caso ¢ =

La interpretacion geométrica del siguiente teorema es similar al an-
terior:

Teorema 8 Sea f(z) una funcion continua en |a,b] y derivable en
(a,b). Si M(f)=1I(f), existe c € (a,b) tal que:

flc)— f(a)
! = 2—
Fley =291
Demostracién. Tomemos:

Ha(e) = 5 b= a)f(@) ~ [ @)+ e b

Esta funcién es continua en [a, b] y derivable en (a,b). Ademés

Hula) = 50~ (@) y Halt) = 56— )10~ [ 50
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(2a,f(a))

a=0 c;1 b2 a0 c=1/2 b=2
Figuras 7 y 8: bajo las hipdtesis del teorema 7, existe un punto P(c, f(c))
tal que la tangente a la curva en P es paralela a la cuerda que une

(2a, f(a)) ¥ (2¢, f(b)).

Aplicando la hipétesis M (f) = I(f) se obtiene:

o(t) = 20— apf ) — - ) IO L))

Ademés, Hj(z) = 2(b—a)f'(z) — f(z) + f(a). Aplicando el teorema de
Rolle se tiene el resultado. m

I1I- El teorema del valor medio integral es otro de los teoremas del
tipo del valor medio, que se destacan en los primeros cursos de Calculo:

Teorema 9 Sea f(x) una funcion continua en [a,b]. Existe ¢ € (a,b)
tal que:

/f@ﬂw=ﬂ@@—@

Para el caso en que f(z) sea positiva en [a,b], el teorema expresa
que existe un punto ¢, de forma que el area bajo f entre a y b, es la
misma que la del rectangulo de base b — a y altura f(c). En la direccién
de internet:

hitp://demonstrations.wolfram.com/IntegralMean Value Theorem,/

se encuentran graficos interactivos que recrean el teorema del valor
medio integral.

Por otro lado, en [6] se comprueba que el punto ¢ se aproxima al
punto medio del intervalo a medida que b se aproxima hacia a (una
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generalizacion de esto ultimo, basada en el desarrollo de Taylor, puede
verse en [2]).

El dltimo teorema que se ha seleccionado (ver [20]) ofrece una gene-
ralizacién del teorema del valor medio integral, y se demuestra con la
misma técnica que se ha usado en todo este articulo.

Teorema 10 Sean f(z) y g(x) dos funciones continuas en [a,b]. Erxiste
c € (a,b) tal que:

/ fa)de + / g(x)de = F(e)(b - c) + g(e)(c — a)

Demostracién. Tomemos

hz) = (z — b) /xf(t)dtnt (z — a)/ o(b)dt

Esta funcién es continua en [a, b] y derivable en (a,b) y h(a) = h(b) = 0,
Ademas

x b
W(x) = (x — b)f(x) + / F(@)dt — (z — a)g(x) + / g(t)dt

El resultado se tiene aplicando el teorema de Rolle. m
Interpretacion geométrica

Si las funciones f y g son positivas en [a, b, la suma del drea bajo
f entre a y ¢y la del area bajo g entre ¢ y b (figura 9a) es la misma
que la suma del drea del rectdngulo de base b — ¢ y altura f(c) y la del
rectangulo de base ¢ — a y altura g(c) (figura 9b).

Figura 9a Figura 9b

Dentro de las posibilidades para elegir las funciones f y ¢, desta-
camos los dos casos siguientes:



36 FELIX MARTINEZ DE LA ROSA

Caso 1: Tomando f(z) = g(x) se obtiene el teorema del valor medio
para integrales.

Caso 2: Tomando g(z) = 0, obtenemos la expresién [* f(z)dz =
f(e)(b—c). Si f es positiva en [a, b] entonces, el drea bajo f entre a y
¢, es la misma que la del rectangulo de base b — ¢ y altura f(c) (figura
10).

fx)—

Figura 11

Notas finales

En este articulo solo se han analizado algunos de los teoremas de
valor medio que existen para funciones de R en R. Pero hay muchas
mas generalizaciones, de todo tipo, de las que vamos a hacer referencia
pero que, con la idea de centrar el articulo, no se han desarrollado.

» En [18], [19] ¥ [24] se dan distintas versiones del teorema del valor
medio de Cauchy, obtenidas aplicando el teorema del valor medio
a una funcion auxiliar adecuada.

» En [23] y [17] se dan nuevas versiones del teorema del valor medio
y del teorema del valor medio integral.

= Para generalizaciones al caso de funciones de R™ en R” se puede
consultar [4].

» En [25], se expone una interesante reciproco del teorema del valor
medio.

» Para el caso complejo, Dieudonné en 1930 (ver [4]) publicé una
condicién necesaria y suficiente para la existencia de un cero de
f'(2) en el interior de un circulo de didmetro ab, cuando f es
holomorfa 'y f(a) = f(b) = 0. En [5] y [15] se presentan nuevas ge-
neralizaciones del teorema de Rolle y del valor medio en el campo
complejo.

» En [3] se da una versién del teorema de Flett que no depende de
la hipétesis f'(a) = f’(b). También en [3] se generaliza al caso
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complejo el teorema de Flett. Otras generalizaciones de este lti-
mo pueden verse en [7] y en [17]. En este ultimo se introducen
teoremas del valor medio integral de Flett.

= Por tltimo, el andlisis de los puntos intermedios que se obtienen en
los teoremas de valor medio también ha sido objeto de numerosos
estudios, como puede verse en las referencias [2], [6], [11], [12 ],
[14] y [16].

Esta gran cantidad de referencias puede dar una idea del interés que

siguen suscitando estos teoremas a los matematicos.
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