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1. Introducciéon

Si bien la palabra clon esta generalmente asociada a ramas como la
biologia y la genética, es también un concepto de importancia en las
matematicas, especialmente en el ambito del Algebm Universal.

El nombre clon aparecié por primera vez, en términos matematicos,
en 1965, en la monografia de P.M. Cohn [4], quien atribuy6 la nocién a
sus predecesores: P. Hall, E. Post y K. Menger. Otro nombre para un
clon es Funktionenalgebra (&lgebra de funciones), que se utiliza en [11]
y [10]. En términos generales, un clon es un conjunto de funciones fini-
tarias sobre un conjunto no vacio A, que es cerrado bajo la composicion
y que contiene a todas las proyecciones.

Los clones pueden ser ordenados mediante la contencién, con dicho
orden formamos un reticulo. Uno de los principales problemas en la
Teoria de Clones ha sido dar la descripcion del reticulo de todos los
clones sobre un conjunto A. Tratar de describir dicho reticulo ha pro-
bado ser una tarea muy complicada, tal dificultad yace en el hecho de
que incluso si el conjunto A es finito, el conjunto de clones es infinito.
Aun asi, Emil L. Post demostré en [12] que si A es un conjunto con
dos elementos, el reticulo de clones sobre A es infinito, pero es numera-
ble. Mas aun, en 1941 proporcioné una descripcion completa de dicho
reticulo (véase figura [2). Una descripcién similar del reticulo de clones
sobre conjuntos con tres o mas elementos aun no existe y parece una
tarea imposible ya que el conjunto de clones sobre dichos conjuntos no
es numerable [I§].

Palabras clave: Clones, Clones maximales, Clones minimales y Clones de Polimorfismos.


https://doi.org/10.47234/mm.7801

2 CARLOS GALEANA Y EDITH VARGAS

Ante tal panorama, jcomo se puede proceder a estudiar el reticulo
de clones sobre un conjunto de tres o mas elementos? Una posibilidad
es restringir el conjunto a estudiar y considerar solo a una secciéon del
reticulo. Esto puede lograrse, por ejemplo, si se consideran solo a los
clones que cumplan con alguna propiedad dada.

Este articulo pretende ser una breve introduccion a la teoria de clo-
nes. Con el fin de proporcionar una definicién formal de un clon y
adentrarnos a la Teorfa de Clones, en la seccién [2] damos las nociones
principales que seran necesarias para comprender dicho concepto, pos-
teriormente presentaremos algunos ejemplos de conjuntos de funciones
que forman clones. En la seccién [3| mostraremos el reticulo descrito por
Emil L. Post y presentaremos algunos resultados generales relacionados
con los dtomos y codtomos del reticulo de clones, es decir con los clones
mazimales y minimales. Finalmente, en la seccion [4] presentaremos la
herramienta mas importante para el estudio de clones, que es la cone-
zion de Galois Pol — Inv entre operaciones y relaciones, inducida por
la relacién de preservacion (véase [6, pp.155-156] para la definicién de
conexién de Galois). Esta conexién ha sido nombrada «La conexién de
Galois més basica en dlgebra» [9].

A lo largo del texto necesitaremos las siguiente nociones. Si P es un
conjunto no vacio y < es una relacién binaria sobre P, que es refiexiva,
antisimétrica y transitiva, entonces (P, <) se define como un conjun-
to parcialmente ordenado y a la relacion < se le denomina orden
(parcial). Un conjunto parcialmente ordenado es un reticulo si cum-
ple que para cualquier par de elementos existe tanto su infimo como
su supremo. Mas ain, es un reticulo completo si para cualquier sub-
conjunto de elementos existe tanto el infimo como el supremo de dicho
subconjunto.

2. Definicion y ejemplos de clones.

Comenzaremos estudiando algunos conceptos bésicos necesarios para
presentar la definicién de clon.

La suma, la multiplicacion, la division, incluso operaciones mas com-
plejas como la composicion de funciones, son todas ellas ejemplos de
operaciones binarias. Se les llama binarias porque operan sobre dos
elementos. También hay operaciones unarias como el inverso aditivo.
Naturalmente, también es posible definir funciones que operen sobre
cualquier cantidad de elementos como veremos a continuacion.

Definicién 2.1. Dado n € N, un numero natural positivo, una fun-
cién (u operacién) n-aria sobre un conjunto no vacio A es de la
forma f: A" — A.



TEORIA DE CLONES 3

Ejemplo 2.2.

1. La funcién f; : R — R definida por fi(z) := —x es una funcién
unaria.

2. La funcién f, : R? — R definida por fo(z,y) := = + y es una fun-
cién binaria.

3. La funcién f3 : R® — R definida por f3(z,y,2) := zy + 2 es una
operacién ternaria.

4. La funcién f; : R” — R definida por

1 n
fa(wy, 20, ... 2) == - sz
=1

es una funcion n-aria.

Mas adelante, estudiaremos no solo a funciones n-arias particulares,
sino también a conjuntos, potencialmente infinitos, de funciones n-arias.
Sera ttil entonces que tengamos una notacién para el conjunto de todas
las funciones n-arias sobre un conjunto A.

Definicién 2.3. Dado n € N, denotamos al conjunto de todas las
funciones n-arias sobre un conjunto A por

O = {f: A" — A},

Si f e OXL), decimos que f es una funcion de aridad n. Ademas,
definimos al conjunto
O.= | J o,

neNL
como el conjunto de todas las funciones finitarias sobre A.

Ejemplo 2.4. Tomando a las funciones definidas en los ejemplos ante-
riores podemos escribir: f; € (’)]g), fa € Olg), f3 € (’)g’) v f1 € (9]%"), de
este modo f1, f2, f3, fa € Ok.

El concepto de clon lo podemos pensar como una generalizacion de
monoides de funciones, para ello necesitaremos generalizar las ideas de
funcién identidad y composicion para funciones de cualquier aridad.

Definicién 2.5. Sea n € N,. Para j € {1,2,...,n} definimos a la
J-ésima proyeccion de A" como la funcién n-aria €7 : A" — A dada
por
e (T1, 20, ..., ) = 15
Ademas, denotaremos al conjunto de todas las proyecciones de
A como

Ja={e] IneNy,je{l,2,...,n}}

En particular, en (9511) hay solo una proyeccién, ef, que es la funcién
identidad. En el siguiente ejemplo damos algunas proyecciones.
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Ejemplo 2.6. Sea A = {0, 1,2,3}, entonces

e La proyeccién e%(2,3) = 2, ya que 2 es la primera entrada.
e La proyeccién €3(2,3) = 3, pues 3 es la segunda entrada.
e La proyeccién €5(0,2,1,3,1) = 1, porque 1 es la tercera entrada.

Abajo presentamos una forma de definir la composicién de una fun-
., O(n) funci O(m)
cién en O, con n funciones en O)".

Definicién 2.7. Sean f € Off) Y 91,92, Gn € (91(47”), definimos a la
composicion de la funcién f con las funciones ¢y, ¢, ..., g, como la

funcién flg1, g2, .., 9n] € Ogm) dada por:
floiga, o gnl(@e, o am) = floi(an, - 2m), oo gn(@s o 2n).

Ejemplo 2.8. Sean f; € (9]%) y fs € Og’ ) as funciones del ejemplo
y la proyeccién €3 € Og ). La composicién de f» con f3 v €3 es

f2[f37€?](x7y72) = f2(f3(33,3/72)a€?($a3/72)) = fz(CCy—i-Z,l') =Ty+z+T.

Habiendo estudiado los conceptos de composicién para funciones n-
arias y el de las proyecciones, estamos en condiciones de enunciar la
definicién de un clon.

Definicién 2.9. Sea FF C O4 un conjunto de operaciones sobre A.
Denotaremos a F* .= {f € F | f € Off)} como el conjunto de todas
las funciones de aridad k en F.

Decimos que F' es un clon si cumple las siguientes dos propiedades:

1. F' contiene a todas las proyecciones, es decir, J4 C F.
2. F es cerrado bajo la composicién, es decir, para todo f € F" C F
Y 91,92,---,0n € F(m) g F se Cumple f[glug27 s 7gn] S F(m)

Es facil ver que el conjunto O4 es un clon, pues J4 € O4 vy la
composicién de cualesquiera funciones da como resultado una funcién
en Q4. Cuando F' C Oy es clon, lo denotamos por F' < O4. Si F es un
clon distinto a Oy, lo denotamos por F' < Oy .

En el siguiente lema mostraremos que el conjunto de todas las pro-
yecciones, J4, también es un clon.

Lemma 2.10. El conjunto J4 es un clon.

Demostracion. El conjunto J4 contiene a todas las proyecciones ya que

Ja € Ja.

Sea e}l € Jy la k-ésima proyeccion de A" y sean n proyecciones de A™:

efter, . .. el € Ja, con iy € {1,2,...,m}. Entonces la composicién
exler, .. oepl(wy, . om) = ep(efl(we, . om), el (T, )
=€y (Tiy,y .o, 24,) = T4,

= e (T1, ... Tm).
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Lo anterior muestra que elef”, ... ,ef"] = eir, es decir, la composicion

es una proyeccion. O

Hasta ahora hemos visto que J4 v O4 son clones, a continuaciéon
damos otro ejemplo de clones.

Ejemplo 2.11. En este ejemplo veremos que el conjunto de las funcio-
nes mondétonas forma un clon, para lo cual comenzaremos definiendo
el concepto de monotonia para funciones n-arias, sobre un conjunto A
con una relacion de orden <.
Para (z1,...,2,), (y1,...,yn) € A™ decimos que
(1, m0) < (Y1, Yn)

si z; < y; para todo i € {1,2,...,n}. De este modo, una funcién
fe (92") es mondétona si y solo si:

(1,29, .. ) < (Y1,Y2,- -+ Yn)
= f(z1,29,...,20) < f(Y1,Y2, - -, Yn)-
El conjunto
M:={f € O4| f es monétona} C Oy

de todas las funciones monétonas en A es un clon. Para demos-
trarlo, debemos comprobar que Ml cumple con las dos propiedades de

la, definicién 2.9
1. Probaremos que J4 C M. Sean (z1,...,%,), (Y1,-..,Yn) € A"
tales que (x1,...,2,)<(y1,...,yn) vy sea e € Ja cualquier pro-
yeccion en A. Tenemos entonces que:
e(xy, .y xp) =2 <y =er(Yi, oy Yn)-
Por lo tanto la proyeccién e}’ es una funcién monétona, y como
esto se cumple para cualquier proyeccion, se sigue que J4 € M.
2. Veamos que M es cerrado bajo la composicién. Sean f € M®™
Y g1,y o € M. Sean (z1,...,2m), (W1,...,Ym) € A™ cuales-
quiera dos tuplas tales que (z1,...,Zm) < (y1,...,Ym). Dado que
g; es monétona, entonces para toda i € {1,...,n} se cumple que
9i(T1, ) < Gi(Y1s s Ym)-

Dado que f es también una funcién monétona, se tiene que

floi(zy, . csxm), s gnl(@r, o Tm)) <
f(gl(yb s 7ym)7 s 7gn<y1; B 7ym>>7

lo que implica:

Flors - gnl(@r, - wm) < flgr, s gnl (W, - - Ym)-
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De lo anterior se sigue que f[g, ..., gs) es una funcién monéto-
na. Por lo tanto, M es cerrado bajo la composicion.

Existen mas ejemplos de clones, a continuacién enlistaremos solo al-
gunos de ellos. El lector interesado puede probar que dichos conjuntos
forman clones.

Ejemplo 2.12.
e El conjunto S := {f € O4 | f es conservativa} de todas las

funciones conservativas en A forma un clon, donde f € Off)
es conservativa si para todo (21, x9,...,x,) € A" se cumple que
flzy, 29, ... 2y) € {x1, 22, ..., 25}

e El conjunto de todas las operaciones idempotentes en A es un
clon, donde f € (’)gl) es idempotente si cumple f(z,z,...,z) =z
para todo = € A.

e Dado un espacio topolégico (X, T), todas las operaciones con-
tinuas en X forman un clon, llamado el clon de (X, 7). Empezan-
do con la monografia [I5], hay una serie de articulos que discuten
la informacién topoldgica que este clon contiene sobre el espacio.
En [I6] se da un resumen con resultados en esta direccion.

3. El reticulo de clones

La contencion induce un orden sobre los clones de un conjunto A. Si
definimos a

Ly:={F COu|F esclon}

como el conjunto de todos los clones en A, entonces (L4, C) es
un conjunto parcialmente ordenado. Més atn, L4 = (L4, C) forma
un reticulo completo cuyo elemento minimo es J4 y cuyo elemento
maximo es Q4. Con el fin de describir al infimo y supremo de parejas
de elementos en el reticulo, necesitaremos los siguientes resultados y
definiciones.

Proposiciéon 3.1. Sean C1,Cy < O4 cualesquiera dos clones, entonces
Cy N Cy es también un clon.

Demostracion. Veremos que C7 N Cy cumple las dos propiedades de un
clon.

1. Dado que Cy y (5 son clones, tenemos que J4 C C1 v Ja C (.
Por lo tanto, J4 € C; N Cs.

2. Sean f € (C1NC)™ v g1,92,...,9, € (C1 N Cy)™. Entonces
91,92, .9, €C1y fL01,92,...,9, € Cs. Ya que Cy y C5 son
clones, tenemos que f[g1,92,.-.,9.] € C1y flg1,92,---,gn] € Cs.
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Por lo tanto, f[g1, g2, .., gn] € C1 N Cy, obteniéndose que C; N Cy
es cerrado bajo la composicion. O]

Observacién 3.2. La proposicién anterior puede ser generalizada para
mostrar que la interseccion de un conjunto arbitrario de clones es a su
vez un clon.

Cualquier conjunto F' de funciones sobre un conjunto A esta conteni-
do en al menos un clon: O 4, por lo que es natural preguntarse cual es el
clon mds pequeno que contiene a F'. Para dicho propdsito introducimos
la siguiente nocién.

Definicién 3.3. Sea F' C O4. Definimos al clon generado por F,
denotado por (F), como la interseccién de todos los clones en O4 que
contienen a F. Es decir,

(F):=({C<0a|FCC}.

La definicién anterior tiene sentido gracias a la proposicion ob-
teniéndose que (F') es el clon mdas pequeno que contiene a F, esto
significa que para cualquier clon C' < Oy, tal que F' C C, se cumple
que (F') C C. Notemos que si F' < Oy es clon, entonces F' = (F).

Para el reticulo de clones, definimos al infimo y supremo de cuales-
quiera dos clones F,G € L, sobre A como sigue:

FANG:=FNAG. [nfimo,
FVvG:=(FUG). Supremo.

Mas atn, definimos el infimo y el supremo de cualquier conjunto de

clones S C L4 como:
/\S = m F,

ve-{ur)

A continuacién definiremos los a&tomos y co-dtomos del reticulo L4.

Definicién 3.4. Sean A cualquier conjunto no vacio y FF < O4 un
clon. Decimos que F' # O4 es un clon maximal o co-atomo si para
cualquier clon C' se cumple que

F ; C=0C=04,4.
Es decir, el inico clon que contiene propiamente a F' es O 4.

Similarmente, decimos que F' # J4 es un clon minimal o atomo
si para cualquier clon C' se cumple que

C;F?OZJA.
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En la figura [1| mostramos el lugar que ocupan los clones maximales
y minimales en el reticulo de clones.

Clones maximales

Clones minimales

Figura 1. Clones maximales y minimales en el reticulo de clones de un
conjunto A.

La teoria de clones estudia principalmente el reticulo £, cuando A
es finito, aunque también se ha investigado dicho reticulo cuando A es
infinito (véase [7] y sus referencias).

Para |A| = 1, el reticulo de clones contiene un solo elemento (notar
que en este caso J4 = O4). Cuando |A| = 2, dicho reticulo fue comple-
tamente descrito por Emil Post en [12]. Es infinito, pero numerable. En
la figura |2 se muestra el reticulo, el que contiene 8 atomos y 5 co-ato-
mos. Es infinito debido a la existencia de 8 cadenas infinitas de clones
generados por funciones de umbral (threshold functions) [12].

Sin embargo, cuando |A| > 2, el reticulo ya no es numerable y se
sabe muy poco sobre su estructura. Incluso cuando |A| = 3, parece
imposible describir £, completamente. Ademéds de los tamanos de es-
tos reticulos, el siguiente resultado indica que sus estructuras son muy
complejas: para |A| > 4, todo producto numerable de reticulos finitos es
un subreticulo de £4 (véase [2]). Por lo tanto, la investigacién en teoria
de clones se ha dirigido a objetivos mucho mas modestos, como lo es el
describir los atomos y co-dtomos de reticulo £ 4, que naturalmente nos
llevan a las siguientes preguntas.

¢ Podemos describir a los clones mazimales?

La respuesta es S7 pues Emil Post en [12] describié todos los clones
maximales en el reticulo cuando |A| = 2. Para |A| = 3, en 1958 Ja-
blonskii caracterizé todos los clones maximales y siete anos después, en
1965, Ivo Rosenberg resolvié el problema de caracterizar todos los clo-
nes maximales para todo conjunto finito A, en su famosa tesis doctoral
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Figura 2. Reticulo del conjunto de clones sobre el conjunto A = {0,1},
también conocido como el reticulo de Post. Figura proporcionada por
Reinhard Poschel en [9] y fue descrita por E. Post en [12].

[13]. En la figura [2 se muestran los 5 clones maximales para |A] = 2,

entre ellos se encuentran los clones M y S de los ejemplos v [2.12}
respectivamente.

Conociendo los clones maximales, nos viene a la mente la siguiente
pregunta:

¢Podemos describir a los clones minimales?

Para el caso cuando A = {0,1} todos los clones minimales fueron
descritos en el teorema |3.5] cuya demostracion en espanol se encuentra
en [§], dichos clones estan representados en la figura

Teorema 3.5 ([12]). Sea A ={0,1}. En O4 hay 7 clones minimales,

los cuales son: (co), (c1), (7), (V), (A),(g), (h), donde

e ¢ es la funcidn constante con valor 0. Es decir, co(x) = 0 para
toda x € A,

e ¢; es la funcidn constante con valor 1. Es decir, ¢1(x) = 1 para
toda x € A,
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e A es la funcion logica AND dada por
1 stx=y=1
Nz.y) = {O en otro caso.
e V es la funcion légica OR dada por
0 stx=y=0

V(z,y) = {1

e — ¢s la funcion de negacion dada por:

0 six=1
ﬁ(x)_{l six=0.

en otro caso.

e g es la funcion ternaria minorizante booleana definida co-
mo
9(x,y,2) =Dy z,
donde @ es la suma mddulo 2.
e h es la funcion ternaria mayorante booleana definida como

ha,y,z) = (@ Ay)V(yAz)V(zA).

En [5] Béla Csdkédny, caracterizé todos los clones minimales para
|A| < 3y solo se conocen resultados parciales cuando |A| > 4. De he-
cho, lo mas cerca que se tiene a una descripciéon general de todos los
clones minimales es el siguiente teorema, demostrado por Ivo Rosen-
berg. Los casos (i) y (iv) del siguiente teorema aseguran la minimalidad,
mientras que los otros no. El problema de agregar condiciones adicio-
nales a los otros tres casos tales que este teorema se convierta en una
caracterizacion de clones minimales permanece abierto [9].

Teorema 3.6 (Teorema de clasificacién de Rosenberg [14]). Sea A un
conjunto finito. Un clon F < O, es minimal si es generado por una
funcion f € Ox\ Ja, donde [ pertenece a alguno de los siguientes b
tipos de funciones:

(i) f € OS) es una permutacion con orden primo o una retrac-
cion distinta de la funcion identidad (es decir, fo f = f #ids).

(i) f € Of) es una funcion idempotente, es decir, f(x,x) =z para
todo x € A.

(iii) f € Of) es una funcion minorizante dada por

flzy,2) =2z®y® 2,

en donde (A;x) es un grupo de orden 2. (A la funcion f asi de-
finida se le conoce como operacion de Mal’cev).

(v) f € OS’) es una funcion ternaria mayorizante. Es decir

f(x,x,y) :f(xvywr) :f(y7x7x) =2x.
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(v) f € Ogl) es una semiproyeccion de aridad n, donde 3 < n < |A|.
Conn > 2 y cualquier i € {1,2,...,n}, una funcion f € OXL)

es una semiproyeccion sobre la i-ésima entrada si para cada

tupla (xq,...,2,) € A" con repeticiones (es decir, existen j, k €
{1,2,...,n},j #k, tal que xj = xy), se cumple f(x1,%2,...,T,) =
;.

Concluiremos esta breve introduccion a los clones de funciones con
la siguiente seccién, mostrando una de las técnicas que es mas usada
y eficiente en el estudio de caracterizacion de clones sobre cualquier
conjunto.

4. Clones de polimorfismos

A lo largo de esta seccion estudiaremos a los polimorfismos de rela-
ciones, y finalizaremos mostrando que todo polimorfismo de relaciones
forma un clon, para demostrar esto ultimo, damos algunas definiciones.

Definicién 4.1. Para k € N, denominamos a cualquier subconjunto
del producto cartesiano A*, p C A, como una relacién k-aria so-
bre A. Al conjunto de todas las relaciones k-arias sobre A lo

denotaremos por Rf) y la union de todas ellas,
k
Ra:= |J RY,
keNL
es el conjunto de todas las relaciones sobre A.
En el ejemplo [2.11] estudiamos a las funciones que preservan la rela-
cién de orden (<) en {0,1}. Ahora veremos qué significa, en general,

que una funcién preserve una relacion, nocion fundamental en la teoria
de clones.

Definicién 4.2. Sean f € (’)XL) una funcién n-aria y p € Rf) una
relacién k-aria. Decimos que f preserva p (o que p es invariante con
respecto a f), denotado por f > p, si
para tOdO (ZL’H,ZEQl, . ,Ikl), cey (ZL’ln,ZL’Qn, N 7[L’kn> c P
se cumple (f(z11,Z12, -, T1n), - [(Th1, T2y - - -, Tkn)) € P

Para ilustrar esta definicion, podemos representar a las n tuplas de p
como columnas de una matriz, y si aplicamos f a los renglones de esta
matriz, obtendremos una nueva tupla que debera formar parte de p.

Ejemplo 4.3. Sea A = {0, 1,2}, definamos la siguiente relacién binaria

Ry :={(z,y) € A |z =2Vy<1}.
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f( r11 12 ... Tip ) =

f( To1 T2 ... T2p ) =

f( L1 T2 .. Tkn ) = O
m m . m m

Figura 3. Diagrama de f > p.

La relacién R; puede ser representada mediante una matriz, cuyas
columnas son las tuplas que pertenecen a Rj:

N AR R (ARG

Por demostrar que cé?’) > R;, donde cgg) es la funcién constante con

valor 2, la cual cumple que para todo (z,y,2) € A3 053) (r,y,2) :=2.

Lj

Para cualesquiera tres tuplas de la forma r; = v € Ry, con
J
j€{1,...,7}, se cumple que al aplicar 0;3) por renglones a todas ellas

obtenemos siempre la tupla € R;. Por ejemplo, si consideramos

2
2
tres tuplas de R;, obtenemos

(3)
@ (1 2 2\  (&Y1,2,2)) (2
“ (1 0 1)_<C§”><1,o,1) “le)e i

Maés atin, podemos definir otra funcién h € Of) como
h(z,y, z) = méx(min(z,y), min(y, z), min(z, z)).
La funcién h asi definida cumple que
h(z,z,y) = h(z,y,z) = h(y,z, x) = .

Es posible mostrar que A > R;. Para probarlo, se implementé el
algoritmo que describimos a continuacion, que dada cualquier relacién
p v cualquier funcién f, verifica si f > p.

Algoritmo 4.4.
1: Sea [ € (’)2") una funcion y p C A una relacion finita de m tuplas.
2: procedure PRESERVA

Devuelve S cuando f > p, NO en caso contrario.
3: for toda familia de indices jy,j2,...,jn € {1,2,...,m} do
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4 Definir fi = f(pijis Pijos- - -+ Pij,) Para toda i € {1,2,...,k},
donde p; es la i-ésima tupla de p.

5 if (fi, fo,--, fu) € p then
6: devolver NO

7 end if

8 end for

9: devolver SI

10: end procedure

Notemos que si p es una relacion k-aria con m tuplas y f es una
funcién n-aria, este algoritmo debe probar con todas las posibles se-
lecciones de n tuplas de p y verificar si cumplen la propiedad descrita
en la definicién [£.2] por lo cual el algoritmo tiene una complejidad
computacional de O(m™). En particular, para verificar que la funcién
h preserva a la relacién Ry, se deben revisar 73 = 343 selecciones de
tuplas.

NOTA: La relacién R; pertenece a un tipo especial de relaciones
conocido como relaciones de causalidad [17T].

Definicién 4.5. Para una relacién k-aria p € Rﬁf) definimos el poli-
morfismo de p como:

Pol {p} ={f € Oa| f > p}.

Adicionalmente, para una funciéon f € OXL) definimos al invariante
de f, Inv {f}, como:

Inv {f} ={p€ Ral f > p}

NOTA: Cuando el contexto sea claro, usaremos Inv f en lugar de
Inv {f} y Pol p en lugar de Pol {p}.

Podemos generalizar estas definiciones para conjuntos de relaciones
y funciones. Sean S C R4 un conjunto de relaciones y FF C O4 un
conjunto de funciones, definimos:

Pol S = ((Pol p={f €Ox|¥pES: [ p}

peS

InVF:ﬂlnvf:{pERA|‘v’f€F:f>p}.
fer

En palabras, Pol S es el conjunto de todas las funciones que preservan
a todas las relaciones de S. Asi mismo, Inv F es el conjunto de todas las
relaciones que son invariantes con respecto a todas las funciones en F'.
Los operadores Pol e Inv forman una conexién de Galois inducida
por >, de este modo satisfacen las siguientes propiedades.

e FCF = Inv FDInv F'.
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e RC R = Pol R 2 Pol R

e " CPolInv FyRC Inv Pol R.
Usando las propiedades anteriores, que ilustramos en la figura [ se
puede mostrar lo siguiente.

e Pol R = Pol Inv Pol R.
e Inv F' = Inv Pol Inv F.

Reticulo de clones Reticulo de relaciones
Figura 4. Relacién entre Pol e Inv.

Se puede demostrar que la composiciéon de los operadores Pol e Inv
forman un operador cerradura (véase [6, pp. 145-146] para esta defini-
cién). Més atn, uno de los teoremas méas importantes de la teoria de
clones que relaciona la conexién de Galois Pol —Inv con el clon (o) es
el siguiente. Su demostracién se puede encontrar en [I].

Teorema 4.6. [1/ Sea A un conjunto finito y sea F C O4 un conjunto
de funciones sobre A. Entonces se cumple que

(F) = Pol Inv F.

No es dificil demostrar que el polimorfismo de cualquier relacion for-
ma un clon.

Proposicién 4.7. Sea p una relacion k-aria. El polimorfismo Pol p es
un clon.

Usando la proposicion anterior podemos mostrar lo siguiente:

Corolario 4.8. Sea S C R4 un conjunto de relaciones. Se cumple que
Pol S es un clon.
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Demostracidn. Por la proposicién 4.7 sabemos que Pol p es un clon para
todo p € S, y por la proposicién [3.1] sabemos que la interseccién de un
conjunto de clones es también un clon. Como Pol S = N pes Pol p, se
obtiene que Pol S es clon. O

El corolario |4.8 nos brinda una nueva alternativa para probar que un
conjunto de funciones es clon, que es describirlo como el polimorfismo
de un conjunto de relaciones. Por ejemplo, los clones maximales T, T}
y L cuando A = {0, 1} estdn descritos como

To := Pol {O},
T, := Pol {1},
L :=Pol {(z,y,2,u) € A*| 2 @y = 2P u},con @ la suma mod 2.

Cerraremos este articulo mencionando muy superficialmente la im-
portancia de estudiar clones de funciones en 4lgebra universal. Un alge-
bra universal o simplemente algebra es una estructura algebraica
A = (A, F) que consta de un conjunto A y un conjunto F' de opera-
ciones finitarias sobre A. La mayoria de las propiedades de las algebras
universales (los homomorfismos entre dlgebras, productos de dlgebras,
factorizacion de un dlgebra a través de una relacion de equivalencia,
etc.) dependen més de las funciones de términos de A que de las fun-
ciones que estan en F'. Mas aun, se puede probar que el conjunto de
funciones de términos de A siempre es un clon y, que dado un clon, siem-
pre se le puede asociar una algebra universal A donde sus funciones de
términos son las funciones que pertenecen al clon.

Por otro lado, en las ultimas tres décadas el estudio de clones ha dado
grandes aportaciones en la determinacion de la complejidad de proble-
mas de satisfaccion de restricciones (CSP por sus siglas en inglés), ya
que el analizar cuando un CSP se puede resolver en tiempo polinomial
o cudando un CSP tiene una complejidad equivalente a otro CSP, se
puede hacer determinando las funciones que preservan sus restriccio-
nes, es decir, se puede hacer analizando los clones de polimorfismos de
las relaciones que definen al CSP [3].
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