AREA Y EQUIDESCOMPONIBILIDAD
Ricardo Quintero Zazueta *

En primer lugar, resulta evidente
para todo el mundo que el fuego, la tie=-
rra, el agua y el aire son cuerpos. Aho-
ra bien: la esencia del cuerpo posee
también el espesor. Pero todo espesor
envuelve necesariamente la natwaleza
de la superficie. Y toda superficie de

formacidn rectilinea esta compuesta por
triangulos.

- PLATON
En el didlogo '""Timeo, o de la naturaleza', al tratarse de la cuestién
del origen de los elementos, Platon desarrolla upa curiosa teoria que identifica
los cuatro elementos tradicionales con los poliedi?ds regulares convexos. El
tetraedro es la figura elemental subyacente a la estructura del fuego, en tanto’

que el hexaedro, el octaedro y el icosaedro son identificados con la tierra; el
aire y el agua, respectivamente; finalmente, Platén identifica &1 dodecaedro con

la totalidad del universo. Puesto que las figuras geometricas pgrfectas son de

orden ideal y no de orden sensible, esta identificacién resulta adecuada dentro

* Alumno del 70. semestre de la carrera de Matematico en la Facultad de
Ciencias de la U.N.A. M.
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. Ie < I . . .
del marco de la filosofia platonica. Asi, el fuego que percibimos y las cosas
. . . »
que se componen de fuego son combinaciones cambiantes y perecederas, mas
I . . Ie
alla de las cuales se encuentra la idea del fuego, que existia antes de que es=
. e . o
tas cosas fuesen creadas y que seguira existiendo cuando estas cosas desaw
parezcan.
Por otra parte, dado que los elementos son cuerpos compuestos por
. . . . . : d
poliedros, limitados por superficies que podemos descomponer en triangulos,
4 . .
Platon pretende deducir leyes fundamentales de la naturaleza a partir de las
. . . ’
propiedades de las triangulaciones de los poligonos.
7/ e
En este articulo nonos ocuparemos de refutar o demostrar esta teoria
., o . o .
platonica, sino de algunas cuestiones matematicas relacionadas con la des=
. 2 ’ . .2 Z
composicion de poligonos, a saber: la construccion de una teoria elemental
I .. . i N . a
del area y la relacion de las nociones de area y equidescomponibilidad, Es
tonveniente que empecemos con algunas definiciones.
. ' ’ - e ..
D 1. Una descomposicion de un poligono m es una familia finita
s e . .
{ Ty Th 1 de poligonos cuya uniones 1™ vy tal que los interiores de

dos poligonos cualesquiera de la familia, son ajenos. A los poligonos

UPTERERERUN los llamaremos las piezas de T asociadas a diche Z=scorie
posicion.
D2. si e U 1y i, ..., ™" 1 son descomposiciones de
n
Id . . .
los poligonos m y T', respectivamente, y ademas w,k =n'(i=l, 2,..in),

decirrnos que Ty W son poligonos equidescomponibles.
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En la figura 1 la familia { TT], eaos T 7 } . es una descomposicion.
tanto dé “ABCD como de EFGHIJ, que son, utilizando el término intro=".

ducido en 2, equidescomponibles.

Fig. 1.
‘A’ una de.scomposi?cién de un polfgo en piezas triangulares la llamamos
una triangulacién del polfgono. A continuacién vamos a demostrar el teorema
enunciado al final de 1la cita que encabeza este articulo, que utilizando la terw

minologfa moderna dice:
TEOREMA. = Todo poligono es triangulable. .

‘ . . L
Demostraremos este teorema por incduccion sobre el numero k de

[< . » . < . .
vertices del poligono. Si k = 3 04 es trivial. Supongamos que el teorema

es valido para toda k<n vy consideremos un poligone = AlAZ' A +1
n

con n+l vértices. Por al menos uno de sus vértices pasa una recta IZ

soporte del poh’gonb, pedemos suponer que Al es uno de tales”‘vértices *

% Una recta soporte de un poligono es una recta 2 que intersecta la frone

Ve . . ” < - 3 .
tera del poligono de manera que este quede contenido en uno de los semi«
planos asociados a
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Debemos considerar dos casos:

A_A
12 n+l

' CASO 1, (Fig. 2) Eltridngulo Az A ‘no contiene en su interior

[d .
vertices de ™.

R

. Fig. 2

Como T = AUA_ A ,..A ..dado.que: A_ A ...A tiene n

273 ntl - 2773 n+1
vértices, posee una descomposicion - { Av-l, cuoi A s’} (por la hipitesis de .

. g . . : ! i PPN E4
induccion) entonces {-A y A P A s} - es una descomposicion de. %

CASd 2. (Fig. 3) A“—' AlAzAn'+1 contiene uno o ma'.sﬂvé‘k.r‘t’ices de 1. o
Escojamés aquel vertice »Aj tal que el angulo que‘ forman el lado - A,ﬁ'+;.1--A.1; o
vy la' 1fnea que pat.s‘?, por An_+ 1 y Aj sea rpfpitno, Sea A la interseccion
de esf;a ﬁltifrﬁ lfnéa con él la.do | ‘ :lAIZ. | C"émo | |

n = AAAL, liu.éAz'»“Aj,U,AjAﬁ L An+ . y dado que ’AAZ‘._k..A.;} y

AjAj +>.1 ‘, . A!'H_‘ 1 'tie%aen’v @enQS dé n v‘érti‘ée{s', i)oseen descémpésicioﬁes'

en piezis t‘.rviangul.a‘.res, digarsos que éstaé, son { Al, .o .‘, A.s } ‘Y

{ A ., Al } . respectivamente, Claramente
o A‘ J ) '!" ) l‘.‘o"t, 'l:‘ ' " 5‘..}" ' ' . ’ "“ 3 ". g : .»"
{ 1AAn+ 1 Al AS A ) A v } _es una f:nangulacmn dé TT

A ]
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Esto completa la induccién y la demostracion del teorema.

A,

U Fig3

El'lector no tendrd dificultad pa,rar demostrar que en un tridngulo cual
quiera, el producto de las longitudes de su base y altura depende Gnicamente
del triéngulo y no de los lados i-n-dividualr‘nentg, i.e. : es el. mismo cualquiera
que sea el lado que se elija como base. Entonces podemos hacer la siguiente
definicion :

D 3. El3area de un triangulo cuya base tiene longitud b vy cuya altura tiene
longitud h es bh,

Notese que deliberadamente hemos omitido el factor 3, pues el hecho
de que habitualmente utilicemos para medir el area un cuadrado unitario como
unidad, se debe a vicisitudeshistéricas, pero bien podriamos utilizar, por
ejmplo, un tridngulo iséscelés rectangulo de lado unitario.

D 4: Un triangulo esta simplemente triangulado cuando los wértices de sus

. - . .2 -, . ’
piezas estan contenidos,en la base del triangulo o en su vertice opuesto.

o
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D 4'. Un trapecio estd simplemente descompuesto cuando los vértices de
sus piezas estidn contenidos en los lados paralelos del trapecio.

Los aspectos de las descompasiciones simples se ilustran en la fig. 4.

ZANNEAWLTAN

Fig. 4

Notese que las piezas de un trapecio simplemente descompuesto son
tridngulos o tra.pecibs. Ademas siempre es posible encontrar una descompoe
sicién simple de un trapecio que consista sGlo de tridngulos. Nos referiremos
a los trapecios y tridngulos como figuras elementales.

D 5. El contenido de una figura elemental es la suma de hs areas de las piee
zas de una de sus triangulaciones simples.

TEOREMA : El contenido de una figura elemental no depende de la triangulae
cion elegida.

Demostraremos el caso del trapecio., Sean B y b las longitudes
de los lados paralelos del trapecioy h sualtura, Si { Bireees A } es

2 4

. . 2 . . . . .
una triangulacion simple, podemos (renumerando las piezas de ser necesario)

afirmar que las bases de las piezas A RREE A yacen sobre el lado del

r

trapecio de longitud B y las bases de las piegas A . ,,..., 4, yacen
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s'obreAel lado del trapecio de longitud b, ~Como las sumas de las longitudes
de las bases de Al, cees by Ar FETRRTE A . totalizan, respectivamente
B y b, el contenido del trapecio es (B+ b)h independientemente de la
triangulacidn elegida y esto precisamente queriamos demostrar,

Es conveniente, adema’.g, tomar nota del hecho’'de que la descomposie
ci6n de un tridngulo ed un trapecio y otro tridngulo trazando una linea para=
lela a uno de sus lados, posee la propiedad de que la suma de los contenidos
de sus dus piezas es igual al drea de dicho tridngulo y que dicho procedimienw
to de division lo pﬁod‘emos repetir con una 1fnea paralela a la base de su pieza ‘:

triangular (Fig. 5).

Fig, 5D A,
El contenido gqe un poligono es la suma de las areas de las piezas da

una triangulacion del poligono.

TEOREMA: El co'n.t(é;ﬁiﬂﬂo de un polfgono es independiente de la triangulacion
elegida, 1.e todas las triangulaciones de un polfgono le asignan el mismo

contenido.

-25 -



26

. . . . . Co I's

Supongamos que tenemos dos triangulaciones distintas de un poligono
. . Sisuperponemos las dos triangulaciones y por cada vertice de las pie=
. . . . P . . co ‘ . : L . -

zas de cada una de ellas, asi como por los puntos en que los lados de las piew=
zas de ambas triangulaciones se intersectan, hacemos pasar rectas paralelas
) Do b - » : . : P n s o . o ..‘,k‘." -

a una recta soporte por algun vertice del poligono, este va'a quedar dividido

en trapecios y triangulos, i.e.: figuras elementales que ademas constituyen

e i o et : : ; . PR o : L . ' : .
una equidescomposicion de las dos triangulaciones que estamos considerando.

' " Fig. 6
Pero la suma de las areas de los tria'_.ngulo's de una de las descomposigion’e“s,
es i\gt/1a1 a la suma de‘ los contenidos ‘de las figuras elementales en que queda
deséompuésta y por lo tanto, iguala la ‘surn‘a‘ de las dreas de las piezas triane
guiares de la otra descomposicién, que es lo que q'uerfamgs dern'os'tr‘a'r‘. Si-
definimos el 4rea de un poligono como su contenido, el dArea esta bien defini=
da.
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TEOREMA : Si dos poligonos tienen la misma area, entonces son equidese
compo"fiibl‘e s,

Pana la demostnacion de este teonema nequenimos de tnes lemas,
cuyas demostraciones proponemos como ejercicios.
LEMA 1, Sean T, w' y m'" poligonos. Entonces si ™ y ™' son
equidescomponibles y m' y %' Son equidescomponibles, ©™ y g

.’ . .q-
tambien son eguidescomponibles.

LEMA 2, 7In tfriangulo y un rectangulo que coinciden en el lado mayor y ta=
.~ - R j
ies ¢que la altura del triangvis es el doble de la altura del rectangulo, son

equidescomponibles.

IERMA 3. Dos rectangulos que tienen &reas‘iguales son equidescomponibles.,
Parademostrar el Lema 3 sugerimos al lector demostrar que un rectangulo y
un paraielogramo con la misma base y altura son equidescomponiles.

Ahora la demostracién del Teorema, Sean g v ™' dos poligonos
con la misma 4rea, consideremos una triangulacién f L\l, enes A . 1 den
y una triangulacion fAi, c.., A"} de nw'. (Denotemos por |K| el

s

drea de un poligono K). Porla definicion de drea:
oo slnlsqnls Boge).

Por el Lema 2, para cada Ai podemos encontrar un recténgulo equides
componible con A_l y por el lema 3 otro rectingulo con base dada, también

equidescomponible con A i (Lema 1), Coloquémoslos a estos Gltimos cow
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Lo

mo en la figura 7. Hagamos lo mismo con los Aj' y dado que obtenemos
’ B . . . P
un rectangulo con la misma area que el anterior, si aplicainos el l.ema 3 y

luego el Lema 1, terminamos.

Fig, 7
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