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1 Introduccion.

Desde un punto de vista global, las matematicas constituyen la bisque-
da de un lenguaje preciso para discutir relaciones espaciales y cuanti-
tativas. Si bien la herramienta principal en esta aventura es el razo-
namiento légico y sistematico, el sentido estético es siempre un aspec-
to distintivo. Una demostracién se considera elegante si explica de
forma concisa el mecanismo interno de un problema, especialmente si
interrelaciona diversos fendmenos con un lenguaje unificado y simple.
Por esta razén los enfoques combinatorios son particularmente atrac-
tivos. De hecho, muchos problemas en las distintas dreas matemadticas
(4lgebra, geometria o andlisis) tienen solucién parcial (y adn total) en
términos de invariantes combinatorios sencillos. Tal es el caso de los
llamados coeficientes binomiales!. Explicitamente, para 0 < j < 1, el
coeficiente binomial (;) esta dado por la férmula

i!
i — 5!
donde la notacién m! =1-2-3---(m — 1) - m se usa para designar al
producto de los m primeros enteros positivos. Es de observarse que, a

(5) = (1)

1ps decir, los coeficientes que aparecen del lado izquierdo en cada desarrollo de Newton del
n

binomio: (a +b)" =a™ +na""lb+--- +nab™ 1+ b" = 3 (.7, )a" "', donde n es un entero
i=1

positivo dado.
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pesar del aspecto de la férmula anterior, cada coeficiente binomial es,
invariablemente, un nimero entero positivo. :

El célculo explicito de un coeficiente binomial puede ser una tarea
en extremo laboriosa, en virtud de la gran cantidad de operaciones
involucradas en la férmula (1). Sin embargo, muchos problemas re-
quieren, tinicamente, informacion primaria de los coeficientes binomia-
les, la cual, como veremos, es mucho méds accesible de obtener en la
prictica. Aqui, el adjetivo “primario” se refiere a la divisibilidad por
niimeros primos de un coeficiente binomial dado; por ejemplo, en el
caso del niimero primo 2, a saber si un tal coeficiente binomial es par
o impar, o més generalmente, a saber cuél es la maxima potencia de 2
que lo divide. La sorpresa es que esta informacién primaria tiene una
naturaleza de tipo fractal similar a la del conjunto de Cantor, obtenido
al remover de manera inductiva tercios centrales de un intervalo de la
recta real. (Ver también la Figura 4, en donde se muestra la segunda
etapa del proceso inductivo que elimina, de cada triangulo relleno, tres
tridngulos centrales invertidos).

Intervalo inicial del conjunto de Cantor

Primera etapa del conjunto de Cantor

—_— — —_ - Segunda etapa del conjunto de Cantor
_—— e - _-_—— —-- Tercera etapa del conjunto de Cantor

Cuarta etapa del conjunto de Cantor

El objetivo principal de esta nota es el de desarrollar un modelo que
permita estudiar las propiedades primarias de los coeficientes binomia-
les. El formalismo matemaético requerido se basa en la nocién de grupo,
generalmente accesible a un estudiante de licenciatura en Matematicas.
Este enfoque permite dar una interpretacién geométrica del Teorema de
Kummer, usado en Teoria de Niimeros, y que se describe en la Seccién 4.

2 El triangulo de Pascal.

Una manera conveniente de introducir los coeficientes binomiales es a
través del Tridngulo de Pascal, basado en la relacién recursiva

1)+ (5 = () @)
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n n 7 e
con (o) =1{,)= 1, y cuya representacién gréfica se muestra en la
Figura 1, donde cada nimero es la suma de los dos inmediatos supe-

riores a él.

1
1
1143

Figura 1

1
1

2.1

63411

Por supuesto que la relacién (2) se preserva al cambiar los coefi-
cientes a su representacién médulo 2. El Tridngulo de Pascal se reduce
entonces a un ordenamiento de ceros y unos como se muestra en la
Figura 2A.

Figura 2B. 4° etapa del Tridngulo de Sierpinski.

Al reemplazar ceros por espacios blancos y unos por cuadrados relle-
nos se genera una estructura fractal que se asemeja a la del Triangulo de
Sierpinski (ver Figura 2B). Este fractal ha sido objeto de investigacién
de matemaéticos tanto profesionales como aficionados. A continuacion
describiremos la estructura bésica obtenida en el Tridngulo de Pascal
al considerar divisibilidad por un ndmero primo p. Comencemos es-
tableciendo el lenguaje necesario: A un arreglo triangular de enteros
(médulo p) con p” filas (primera fila = fila cero) le llamaremos una
plantilla de orden r. La plantilla principal de orden r es la plantilla de
orden r que aparece en la cispide del Tridngulo de Pascal (Ver Figuras 5
y 6). Por el momento no consideraremos los nimeros que aparezcan en
las casillas? de una plantilla. Una plantilla de orden r + 1 puede ser

241 espacio ocupado por el coeficiente binomial en una estructura de “ITridngulo de Pascal”
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p+1
2
tridngulos invertidos con p” — 1 filas. Ver Figura 3.

La casilla k en la fila n de una plantilla de orden v (0 < k < n < p")
serd referida con la pareja ordenada (n,k). A la casilla (0,0) de una
plantilla le llamaremos la casilla lider. El que la casilla (n,k) de una
plantilla de orden r + 1 esté dentro de una de las subplantillas de orden
r, depende de las representaciones p-adicas de n y k. En efecto, siendo

dividida en subplantillas de orden r dejando intercaladamente

n=np +n,_p 4 Fng y k=kp" + k1 p" T -+ ko (3)

las correspondientes representaciones p-ddicas, por una parte se tendrd
que la casilla (n, k) estd en el nivel n, de subplantillas y, por la otra,
que dicha casilla pertenece a la subplantilla &, de ese nivel si, y sélo si,

koip' P4 A kg <npipth 4+ g, (4)

de otro modo la casilla estd dentro del tridngulo invertido inmediato.
Ver Figura 3.

casilla k de la fila 4, si (3) no se cumple
! d bplantil
casilla k de la fila 4, si (3) se cumple \ A nivel cero de subplantillas
filad (4=1- 3l +1.3%) — A nivel 1 de subplantillas
.A A nivel 2 de subplantillas

Figura 3. Plantilla de orden 2 y sus subplantillas de orden 1 para p = 3.

Al continuar este andlisis vemos que la casilla (n, k) pertenece a una
serie anidada de subplantillas si, y sélo si, en las expresiones p-ddicas
(3) se tiene:

ki<n;, para 0<i<r. (5)

3 La estructura fractal.

El Teorema de Lucas [8] afirma que la condicién (5) es equivalente a
que (Z) no sea divisible por p. Este resultado es, de hecho, una conse-

cuencia de uno més general atribuido a Kummer y que consideraremos
en la siguiente seccién. Por el momento observemos que, como conse-
cuencia del Teorema de Lucas, si colocamos un tridngulo relleno en la

le llamaremos casilla. Durante esta seccién sélo trasciende el hecho de que la casilla esté vacia, o
que sea rellena.
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n

casilla (n, k) del Tridngulo de Pascal cuando ( i

) no sea divisible por

p, y dejamos la casilla vacia si (Z) = 0 médulo p, el fractal obtenido

en el limite se ajusta al formato descrito en la seccién anterior. Més
especificamente, la figura resultante sobre la plantilla principal de or-
den r corresponde a la r-ésima etapa del fractal obtenido a partir de un
tridngulo relleno en el que sucesivamente removemos, de cada tridngulo

p
2

Figura 4 muestra la tercera etapa del fractal correspondiente a p = 3.
Obsérvese que los tridngulos rellenos estardn anidados dentro de las
series de plantillas descritas en la seccién anterior, mientras que los
espacios en blanco quedardn dentro de los tridngulos invertidos.

completo, tridngulos invertidos simétricamente distribuidos. La

Figura 4. Divisibilidad por 3 en el Tridngulo de Pascal.

En la siguiente seccién reemplazaremos los tridngulos rellenos por
los correspondientes valores médulo p de los coeficientes binomiales, y
estudiaremos los patrones formados por éstos.

4 Algebra en la estructura fractal.

Denotemos por P(r) al conjunto de plantillas de orden r rellenas con
enteros médulo p, y sea H, el subconjunto de P(r) formado por la
plantilla que tiene ceros en todas sus casillas y por las plantillas de orden
T que aparecen en la estructura fractal del Triangulo de Pascal médulo
p. La plantilla principal de orden r en el Tridngulo de Pascal médulo p
es un elemento de H, que denotaremos por A,. Definamos la suma de
plantillas casilla a casilla. Resulta claro que, con esta operacién, P(r)
pr+1
2
de Z/p. Puesto que cada plantilla de orden  en el Triangulo de Pascal
estd rodeada de ceros, la relacién (2) implica que cada elemento de H,

es un p-grupo abeliano isomorfo a la suma directa de copias.
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estd completamente determinado por el coeficiente de su casilla lider
(Ver Figura 5). Esto tiene dos consecuencias inmediatas: por un lado,
cualquier plantilla de orden r que se localice en el borde del Tridngulo
de Pascal debe de coincidir con A, (pues el coeficiente en su casilla lider
es 1); por el otro, H, tiene a lo més p elementos.

Coeficiente de la casilla lider Plantilla de orden 1
1
1 iy = Al
1143134
; 2
2 22?4?22 =A; + A, =24,
293°273%2

s, = Ay +A; +A; =34,
32

4
4 4;3;4 =AM+ A1+ A+ A =40
1°4%1
Figura 5. Plantillas de H, parael casor =1, p=>5.

A continuacién mostraremos que H, (el cuél sabemos, es un sub-
grupo de P(r) con necesariamente p elementos) estd generado por A,.
Para enteros no negativos n y k, con representaciones p-ddicas (3), el

Yy — (%) (1) (T
Teorema de Kummer [7] afirma que (k) = (kr) (kr—l) (kO)

médulo p. Interpretemos este resultado en términos de la estructura
fractal del Tridngulo de Pascal médulo p. Consideremos la plantilla
principal Ay (N > 1) y tomemos dos subplantillas adyacentes de orden
r (r < N) Ay A’ en el nivel 7 de subplantillas (ver Figura 3). Digamos
que A es la subplantilla j y A’ la subplantilla j+1 (0 < j < 7). Denote-
mos por A(m, £) al coeficiente que aparece en la casilla ¢ de la fila m
de A (0 < ¢ < m < p"); similarmente A’(m, ) ser4 el correspondiente
coeficiente en A’. Del Teorema de Kummer tenemos:

ip"+m ip"+m
A(m, 0 + A'(m, f) = (fpwe) + ((jfl)p’-}—f)

() (2)+ (20) (7) e
-[6)+ Gl (1) -G (7)

E+1p +m
((j+1§)p’+€> (mod p).
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Pero este ltimo coeficiente es precisamente A”(m,£), donde A" es la
plantilla j + 1 del nivel 4 + 1. Luego A + A’ = A”. Estas observa-
ciones muestran que, si reemplazamos “casillas” por “plantillas” en el
Tridngulo de Pascal médulo p, la relacién (2) se preserva, y el Tridngulo
de Pascal se puede construir de la forma usual a partir de estos bloques
mayores (Ver Figura 6). En particular, las Unicas plantillas de orden r
que aparecen en la estructra fractal asociada son los muiltiplos de A,,
el cual es entonces un generador de H,.

5 Conclusiones.

El siguiente proceso genera el fractal asociado al Tridngulo de Pascal
médulo p: Empezando con la plantilla principal de orden 1 (4;), reem-
plazamos el coeficiente binomial ¢ de cada casilla por la plantilla c- A,
(a una escala adecuada para que quepa en la casilla que sustituye) y
repetimos. Ver Figura 6. Obsérvese que este proceso genera el mismo
fractal si usamos cualquier otro A, en vez de A;, o ain si r varia en
las etapas del proceso.

1
1,1
12,1
1131344
111 1t
1,21 1,21
111431341121143134111
1l 112l 22422 1taly
1'a%s?; 11431341 _223%2%3% 114531341
1741721 . . 1 3 3 1
ji— i/ 1,1 373 373 1.1
1<3<14 11323ty 3341433 3343433 1ls%sh
=J = 174717471 ,8372737273.372737273,174"17471
11 4 1 A it
1,21 4.3 4 1,21 4.3 4 1,21
113134% 4124%1% 1045130 %t 1083

Figura 6. La plantilla principal de orden 1 genera la plantilla principal de orden 2

(ceros omitidos, p = 5).

La relevancia del Teorema de Kummer estriba en que para calcular
el valor médulo p de un coeficiente binomial no es necesario recurrir a
la férmula inductiva (2). Desde el punto de vista geométrico, s6lo hay
que obtener las posiciones relativas® de dicho coeficiente dentro de las
plantillas del Tridangulo de Pascal: el valor médulo p del coeficiente es
entonces el producto de tales posiciones.

Un problema interesante es el de considerar el Tridngulo de Pascal
médulo potencias de un primo. En este caso, la estructura del fractal

3La posicién relativa de una plantilla A de orden r dentro de una plantilla de orden r + 1 es

el coeficiente binomial (:) , si A es la subplantilla k del nivel n de subplantillas de orden r.
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asociado puede ser descrita [5]; sin embargo, hasta donde los autores
saben, no hay descripcién de una estructura algebraica asociada al mis-
mo. El lector puede hacer algunos calculos y verificar que, a pesar de
que el Triangulo de Pascal médulo 4 presenta comportamientos intere-
santes, en el caso general médulo p° el patrén algebraico (si es que lo
hay) no parece ser tan sencillo como el descrito para e = 1.

6 Apéndice.

En esta tltima seccién queremos dar un ejemplo concreto de un proble-
ma, topolégico-diferencial cuya solucién completa aun no se ha determi-
nado, pero para el cual, los resultados parciales que se conocen son ex-
presados en términos de los coeficientes binomiales y de sus propiedades
2-primarias, discutidas en este articulo. Nuestra intencién al intro-
ducir esta seccién final, es la de motivar al alumno de Matematicas
para continuar sus estudios, profundizando su conocimiento en el drea.
Dado que los resultados involucran técnicas sofisticadas en Teoria de
Homotopia, nos limitaremos a hacer una descripcién cualitativa de los
mismos. No obstante, los requisitos para entender el enunciado del pro-
blema en cuestién se cubren, generalmente, en los tltimos semestres de
una licenciatura.

El problema que tenemos en mente es determinar la menor dimen-
sién del espacio euclideano en el que el espacio proyectivo real de di-
mension n tenga una inmersién. Comencemos recordando al lector la
definicién de estos conceptos. El subconjunto S™ del espacio euclideano
R"*! determinado por la ecuacién

x%+x§+---+xfl+1:1

es una variedad de dimension n consistente de los vectores de norma
unitaria en el espacio euclideano de dimensién n+1. El grupo (discreto)
con dos elementos y generador k actda en esta variedad mediante la
férmula

K-Uu=—u

y el conjunto de 6rbitas hereda una estructura diferencial natural. La
variedad resultante se llama el espacio proyectivo de dimension n y se
denota por P".

Una inmersion entre dos variedades es una funcién suave que, pun-
tualmente, determina un monomorfismo en cada espacio tangente. Asi,
aunque quizas no globalmente inyectiva, una inmersion es, localmente,
un encaje de una variedad en la otra.
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El problema de inmersién de espacios proyectivos es el siguiente:
para cada entero positivo n, determinar el menor entero m para el cual
se tenga una inmersién de P™ en R™. Denotemos a tal entero minimal
por ¢(n).

Un resultado cldsico de Whitney afirma que cualquier variedad de
dimensién n admite una inmersién en R?>*~!. En particular, la funcién
L estd acotada superiormente por

t(n) <2n—1. (6)

Utilizando técnicas homotépicas avanzadas, Cohen generaliza este re-
sultado en [3] mostrando que, de hecho, cualquier variedad de dimensién
n admite una inmersion en R?*~*(), donde a(n) denota la suma de los
digitos en la descomposicién binaria (ecuacién (3) con p = 2) de n. De
esta manera, (6) se especializa a

t(n) < 2n — a(n). (7)

Los mejores resultados que se conocen en la actualidad sobre el pro-
blema de inmersién de espacios proyectivos utilizan maquinaria topol6-
gica especializada y muy variada. La informacién que se conoce hasta el
momento apenas es suficiente para dar el valor exacto de ¢(n) en casos
muy particulares y “limitados”. Sin embargo, todo apunta a indicar que
el comportamiento general de la funcién ¢ es en extremo complicado.
Atn asi, la funcién ¢ esta “aproximadamente” acotada por

2n — 2a(n) — e(n) < ¢(n) < 2n — 2a(n),

donde € es una cierta funcién misteriosa que, en general, toma valores
pequerios.

El problema de inmersién de espacios proyectivos puede ser enun-
ciado de forma equivalente como sigue: dado un natural n, encon-
trar el minimo natural k para el cual exista una funcién continua
f : P* x P"—~P"* cuya restriccién a cada eje cartesiano sea la in-
clusién P* C P™** [1]. Fué precisamente H. Hopf quien, utilizando
técnicas de topologia algebraica, obtuvo cotas inferiores para k. Su
resultado [6] afirma que:

una condicion necesaria para la existencia de una
tal funcion f es que los coeficientes binomiales

(n—f—lic-i—l) sean pares para k+1 <i <n.
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Con técnicas en principio de naturaleza similar, pero mucho mas

finas, Davis generaliza estos resultados en [4], siguiendo ideas original-
mente estudiadas en [2|. Los resultados obtenidos dependen no sola-
mente de la paridad de determinados coeficientes binomiales clave, sino
de la méxima potencia de 2 que los divide; es decir, de sus propiedades
2-primarias.
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